T EQUALOES LOM COUEFICHENTES CosnaTaMIbs (=

25, Foeontre uma funcin de Green para o operador o Fxereioio 24,
o utilize sstn fungfio pars obter o desejudn solugio come & (sen wl),

26, A equagdo de segunda ordem
(0= 1¥xD 4 3y = o

pade ser resolvida fegendo-se (pD 4 3}y = w e, & seguir, sucessivamente
resalvendo-ge a8 equagdes de primeim ordem

= i = & o (204 My =n
Ernpregus csta téenies para mosime que s solugio geral desty equagio &

x
(=i

e

!-I__ H‘_ &
-""_-.«1" {x SR S B

27, Wnpregos 6 tdeniea introduzids oo exercleio precedente parn
FLOALTAY, wme veR mala, que 2% & uma salugio de (5 — )iy = 0.

PR, Hein Wiz, 0 o fungio de Oreen (4-50) parn valtees inielaie que
cnvolvam o eperador L= 00 4 adel) & aE), o supanhasmes gque L

esioja defint e nun intervale { do cixo dos .,

in) Gl @ o dominto de i, & no plang 2!

bl Demonstre que Kiz, ) =0 & Ko iz, 2] = | para codo z em 1.
Note: K. disigno o deriveda parcial de Kz, ¢} relativamente o o
fe) Mostee que, pars eada & fiko em 7, o fungho e{z] = Kz 0} £

orna solueko, em §. do problema de valor indeind Ly = 0;9{t) = 0, (1) = 1.

il Tae os resultados da (b e (e parn deduzir que Kiz, {} ¢ indepen-
dente da bose pacticular wir) 2 gz eeeolhids pam o espago solugio da
eiilagds homoginen Ly = (0,

20, Com Kir f), como no esercleio precedonte, mostre que o Tongdo
Wy definida prar

sulx) = f Kix, (phie) e
g

autiafaz As condigdes inivials geird = ge'{re) = O pars lode & emo @00
[Sugestio:  Use p fdrmule de Leibnits parn derivar integrais,® a aober

L1 kia}
af
I f e v = f ety S, beahr(ey — f x, atxpa’(xi]

" Fijn Teareima -3,

#a0, Foeoatee o funefo de Creen paro problemis e Vains Guen om

My ) opars o OperRaor
s

# um nimens real nto-negative.

M5 VARIAGAC DOS PARAMETROS; FUNGOES DE GREEN

{eandinmagioe)

0 métode de varincin dos parimel rs pode fRcilmente ser estendido o
pjiiaghes e crdem prbiteirin.  Meste oaso, COMBISMOE COTN UIT LA
norrmial

P G e agfaly = kix) (4-34)
definlda num intervala T e, movamente, soporhpmos eonherids o solugio
pernt

“+ aialx) (=15}
da poqungiio homogiren associnde.  Fntdo, seguindo o reelocfuio feito no
e de segurda ordem, procuremes wmia sobigho particulor da forms

(4-35)

Y = LR Y S

e = calxdylad 4 RN [T

E'"ldr.'. sltm dn exigbuein de gue w, satisfag (4-34) Tmpones as seguintes
n= 1 condigies sibre ns fungles nedinias oiz), ., calad:

'F'i..l"l.-l-"'_'l' '-_:|.]"n=nl
Syt 4o e

Jn -3 4 im—8 :
5 i R SRR v i |

L. f4-17)

e e eolonn, spore, o exprossio em G344} & expressio
sjuankn artieinsl

{4-38)

men bodo g e S

mrg Ay e oes nblican: aeom redagtins pein litemins o

'I'-ll'h.l'l:l.:-II + s ‘--:ll.l"':ll\.I = - Illl:-.".::l.

B opnsn by ooenl ) 130T f-ms Qeebomn =oF con=tleradas gomo wm sis-
s de w oeruaches lineates eom as incdgnitas o, L., eo'y eje determi-
wote & Wipdeh el Nosso eacioninio origina] aplica-se aiuda, e
wdamos obter wna solugao purtionlar pure H-34), Tesolvends fste sistema
e, Loe), imegranlo &, 4 seguir, substiuindo as fungles fessitantes
L {d0),

Tho St s Vo desiznn wodelesmninante gue se cbtém de Winlz,

* caa St et uinedaese s eefslio eolibu por




Poms— ki R RS A D AP, a5 'H'AH.‘IAT.‘ID Dios pA"METHh

bt

a inversa de [, tal que (k) sal isfng s condighes inieiais

? P (&
N Yo} = GUAYLXg) = 0= = G "(ixg) = 0 (445}
0 . Ui gl LAY L)
1 . L
: R todo h de @4
antdn um cdleuln direts nios forneen ! - - TR .
L W " T I . J A repsngho
iy = _fri-r}l‘{x} r Fxespno,  Eneontrar uma solugho partioular gy PRFd o gEeg .
: Winleh . nd) (-] 3 4 Syt = W = sl
(vejn Exercloic 17) Eﬂfﬁ'ﬂl T 5 R —— s [ — =, o,
g , 0 gerdo mix) eontknun e |
|]3rti:|:'||.-|.|ﬂ.[' pomlo apr i e f_l-l'l-‘il:l- de ﬂﬂﬁ'-ll'lﬂﬁ EI]'"'.iEF""I. A .‘II:IEUHI' n"l . . aonciady & o+ g 4
csnrita na forma integrad, comin A, a solugiia gorsl da P hosngdneh REE0eis 1
: + el Entio,
FalxWole) 4 -+ 4 il LA _
XY = b LT L L I Palx Wit . iy L
¥ulx) j;_u WIJ'I{':L — .m? _L] Koy e, ,[4-.;|, ¥y = edx) + eolx)e R e 3

, - R
ande cla), cdled, o) antisfazem As identidodes

onde x & qualguer potbe de f oou enime ¥ =0,
eifxy 4 ehlx)e™ 4 el = 1,

=@
nbey < | K, on) i —2epxie™ ™ 4 deklaet = O,
o . " R
e - ' Achixde ¥ b pehtade® = =
-
Kix, ) = PR A+ - o (bl | Dromde
L L R TN ) (4 ellx) = — f{f-!' '
ou, pare o leitor gue prefit a holagho doa. determinantes lxy = e rlxh
ey cor e} chfx) = Be T HAx),
¥} SRR A() P ¢ SEEUE-SE (|0
.'fn:u—u.l ¢ ,:._._':, f" e + ?__h jrh!‘{"j de & .3_""1._4 J E'_!'a?{.ﬂij.x.
.Ir.1 ey - ..I-’-(1 ) Yo o= —%J rix) dx i : 7
}i'-i.'.? =- }'1{_5;'}' o Valx IIF — - jx—iid
o Fult) _1.',:",:,} ’ (4435 - = -4+ e HEdl - Y Jeit) o,
: ) . leile nefin de Green Kix, 4
Filt . Allernutivamente, poderiamos ter ealoulado n fungo de & :
1:{} R'{r} pari o :J: L III sarreall B 4 30T — 10 e utilizando (411 pore P--‘IFF"""
K : ariy 4 ppEras no y e Tmesande i b
Pt oL pieem mir g, coma s inbegesl envolvends Kir, (). Lomnaganda el )
} o 1 :"“‘, a8 ly espago solugho da equagho homogtnes pasgrisda, obte-

ANy - ey,

O ks —z 1a
rmﬂr&:ﬁm':'ﬂ;"ﬁff-- i T;‘::lﬂdnlilnida ehama-ae fungda de (lreen para o ape- |I ) 1 Eura
B T e R A 4 L ) L 2e7 he
inicial 1o intervala 5. o 4 corrinhs of%) (pura problemes de valo ] - i3

. K-[.I, I] = || :-_3| tlI.'E

ek = .
| i) j;l K{x, 1)b(e) oy fd-441 20 o't
define wmn invera o diseity 7 CU) — &) purs o opensdor L. D fado b et e




= -~ ‘EEowC

e 1T &e"“e”a Tl
. _ic_ﬁrra o 11:_“""5

—- —i’ -I-ﬁe_:”"'” +§-E‘""”a.

n= o)
- L: (—% 4 e~ 250 b g

que coineide com o resuliads acimn ebtide,

Portanto,

() restante destn secdio serd dedicado & olhar de msi= perto as fun-
onies de Oreen relativas o problemas de valor inicinl & o estabelecer nbgu-
mus e suaa peopriedades mais importantes, Ao longn destn dizenssfiin
EUPOrEmos Gue

[ L I Y ' 1. AL B SUTIRR B Y
b um opersdor diferensial linear fixe e @3], o que Kz, {] & a fungio
obtide acima, s partie da solugilo geepl da equagas Ly = 0. Daeorre, entéo,
o formn coma fol construldae K, £ (vejn Exercicios 1521, abaixo) qoe

(1) Kz, ) eetd dofinida ne regiao & do plano 26 constituida de ta-
dos od pontod (x5, ) com oo £oem F o(veja Pig 41

f K, 0 e affox, A%Kfax®, ..., @"K/ax" sio continuos om R

{3} Para dods 25 em I, e fodo & e 2{T}, a Tungho

Fx) = J{ * Kix, OB dr

& g eolugio do problema de valore
irieind

' Ly = h;
Vixgl= y(xgh = - - = P Vxg) =0

em I

Batne propriedades bastam, real-

mente, para oaraclerizar a fungio de

= reen relutivad o problemss de valor

inicial que covolvemn Ly oo sentide

Fig, %1 da qua Kir, 1) & o dniea fungho defi-

nide em B oque satisfaz (13, (2) e (3}

Fsta allemntive serd demonstrada abaixo, come Teorema 4= 0 & men
cionada aqul wpenss pars motiver a segminte defisigin

s

Definigho 41 Uma definigho Hir, £ diz-se funpdo de Green
reladivg o problemas de valor {nicial que envolvem o epergdar dife-
refetal finear Lose, o sdmento se, H{r, 0] satistaz 22 tris Tt
dades enuncindas seima para 3 fungio Kix, 0

Iatn pistn, passumos imediptamente o dar wma deserigho alternativa, e,
pard o fim fpue tomos em vista, muito maiz @0l de uma furgho de Green
pars L. Por comodidade, designaremos as viriss  derivadas aHiax
2 ¥ : . . '
# Hidx®, ... que aparecem no ruciovinio seguinte, somo #, Hy, ... T
M st hobogdio tenws, realmente, o

Teorema 42, Seja Hix, §) definida sdbre a regito R, acima dese
erdle, & supanharios que H e suan derivadaa pareiads (7 XTI P /
sej contlnnas em K. Kntio, Hix, & & wma fungia do GFreen para
o aperadar diferenedal L o= D% 4 gu_ (x84 -+ agtxd
s, ¢ sémends &, as scpuindes ddendidades farem aaligfeitas on
Hix,x) = 0,
Hilx, 5) = 0,
: {4-47)

Hy _alx, o) O

'nﬂ—ll:x: ':".:I = ]I

fgla, 0 + aa (), (x, 0 4 o A mg{x) Ay, @) = 0. {448}
Bemanatragio:  Suponhamos, primeivamente, que Hir, 1) seja uma fun-
fio de Green para L. Entde, por definichn, o fungha

wWxy = " Hix, 0bin) de (4-49)

fuma solugiio para o problema de valor inicial

Ly = hi pag) = Flxe) = o =yl = g
I_T'am todn x e T & para todo | oem G vejn (81 Aporn, derivemos
'-'!’_'F}n wsanddo a fdrmula® de Leibnils parn ohiler

Vix) = _||'_ TG, OB dr o+ Hix, i, (4-50)

Qs ge redluz n
Hixg, xgM{ag) = 0

—_———

* A (frmuls de Leibnliz &

B 4l
L ar
dx Lu fex, thodt = Jr e oL fx WY — £, el '),

o miaj




nuands & = x4 [poeordur que @ (g} = . Mas, por hipdtess, osla pxpros-
giig & wilids pora todo & em @), e daf, em particular, pama h = 1,
Logo, Higs, za) = 0, ¢ como gq se pode ssoollier arbitriripmente pm 1,
Lol

Hix, x)p =0,

»ix) = JI: Hiylx, 146} dr, {451}

Hepetimes, agora, o arguments, tomegando com (4-313, para obier,
primsing

yi(x) = j T Hyl, k() dn b+ Hyx, XRx,

dopats
Hix, x) =10

o, Tinulroents
) = J|r " Halx, OR(1) dr.
tn

Continuands déste modn, chegamos, por lim, & sifuncio

Hy_plx, x) =10,

Py = 7Gx, OB
In
Perivando uma vez mair, obtemos

¥ix) = JI': Holx, D) dt -+ Hy_o(x, x)(x),
i, alad, T : '
¥M(xg) = Hixo, Xodh(xa) o« (4-52)
Maz, como gix] & uma solugio de L:_.l = h
PN xR} 4 aa  (xT N -  aglaeix) = A,
g Al condigies iniclais de fato implieam que
¥l = M xg).

Isto, juntamente com (4-52) e o late de que A ¢ o 580 ainda arbitednios,
mnplica que

Ho_ gz, x1=1,

¥ x) = Jlr: Holx, DR & + f(x)

Tomos, entdio, em pariieglar, estubelecidas pe vdring identidades arrola-
drs em (447

Para demonstrar (4-45) substitulmos as férmulss obtidas neimn para
b o ¥ em Ly = b Apde aprupar virios térmos, oblomes

[ 13, 1) + an-aCMi€n, 1) + o a(e)Hx O di = 0, (4-53)

a0 fato de que estn expressio vale pars todo p em § e todo b em e00) Teva-
gas A eoneluir que o parte do integrunds, eontidn em colehites, & idénti-
ssmente igoal nozero {vejn Exercicio 24} 10, com iste, n primeirs parte
dn demonsbraghe eatd  eompleta,

Quantes & restante, o argumento necessdrlo para mestrar que (4-47) e
i4-45) dmplicam que Hir, & oma fungio de Green parss L& um cdlewlo
dndn maiz elementar que o que seabames de expor e, per isso, 8e deiva
omn exereleio (veju Bxorcicio 24, |}

Fate tecrema afivma, entee outeas eoisag, fque, pars quolgues & oo
ra intervalo J, a fungio

Eix) = H(x, fq)
Sy solugio do problemn de valor Inicial

Ly = 0 plte) = Pl = o= ) = 0 T = L

Man, comn sabemaos, a solugio diste problemn & dnies. Fatio, os valbres
de BFGe, 0 sfo deterninados de mneira dedoa pelo operador L ng ssgmentn
da rela formado pelox pontos {z. £) de & com ¢ = fp (veja Iig. 42 Con-
Wdo, & pode ser eseolhids prbilcAriaments e U oe temos, portanio, nosso
Irﬁuhur_lu prinipal.

Teorema 3. A Juipio de Oeeen pura problomas de valor o
cial em I, envelvenifo wm aperador diferenpial Hoear L & delermee
nade de maweite dnica por foe, per comseguinte, deve crincidi
com a fungko Kz, 0 definada por (42) ou (+-43). Em parfi-
cabar, Kiz, 8} tndepende da bage paea o espogo sedupdo de ly = 8
Al peed eadewdd-la,




re FOUASSES COM COEFICIENTES COMSTANWTES CAP, A

Flg. 42

Tudo o que foi dito sié fste ponto, em nosea diseussio, pplics-se &
operadores diferenciais lineares prhitrérios, Come era de qf-]:-erac.ir. preoxdesie
& oferecer informagles muito mais precizas no caso de operpdores com
caoficientes eonatontes, ¢ conclufmos estn gegho com u.im teoramn que des
crove ne Tuncies de Green, obtides neste easo especial.

Tenremn 4=+ A funpio de (reen para wm :.-;re*@i.:-r defereneial

linear ram eoeficientes constantes L pode ser escrite aob o ,l'{'rm;u

]{I,r:[-t;l A, onde Kix) & o solugio, em (= m, e}, do peoblemo de
I

wilor Trifeded. ) . -

Ly = 07 ) = A = = ROy = 0, = L
Demonatragior A fungho iz, ) = Kz — () =satisfaz, ﬂb!l.'mmt'u 2, !
identidades (4471 ¢ (4-18) do Teorema 434 ¢, por eonEEntinta, segunda

o Teoremp 4-3, & o funcao de Green para I.* [ ]

EXERCICIOS

i tdrmulns [4-41)
Tze ¢ método da variagio de parfimetrod [sem emprogar is | :
s [4-43}] para encontrar a solugho geral de endn ums dss seguinles equie

phes diferenciais,
2, " = § =BILx

1 ™ = ' — ¥ + 3 = dxe* )
H.jlll'r"—’!:"'-il’..'l:+1-':l PR R U
5.y — Ty 4+ Gy = menx 6, y" — 3¢ — 2y = B¢

7. ¥Y — ¥ = sellx Sfp B 7 T Yy = Hgenx o cos 8
B glivd — g = Pyt lﬂ__}diﬂ_i. - x% ] i

Tos ID i : . H Kiz, {) pars o operE
Nos Fxarefcios de 11 o 16 caleule o funglo de Green
dor dado, (n) aplicando o Férmula {4-42) ou (4-43) & ib), o Teorems 44

* Ohhaprvo-ss qus & hipttess de coeficienten conatantes ¢ necembria pars verdios

EXERCICIOS 1F¥
SHle D < 1) 12, nip* — ay
13, 0% — 602 4 11D = 6 14, p1 4 §pr — 3
15, O%0% — 1) o, 84— g

1T, Verifique a Parmula (439, |Sugestio: Use a regen e Cramer. )

Oa Excroleioe de 18 o 21 digem roapeite & propriedades dy Mingdo

Kiz, &) definide peln fdrmuls (4420 ou (443}, Demonstrs ciadn wma
dfialns.

B Quands s = 2, & Farmula (443) se reduz o (4-30), da rogio
peeaidente,

19 Kz, t) & definida e tem dervades wié ordem nn o Fegiio f
deaerity o fextao.

2 As derivwdas parcisia eom relagio ooz de Kz, &) entislagem is
identidadey

Kiv,xp= Kylx, a)= - = Ky gly, xh= 0, K,_1(x, x) e 1,

no intervalo Fo Agui,

1

Kilx, 1} = i—i Kix, i1

b Para cede w0 pm T e cads & e @7}, n fungfo
) = Jl(I Kéa, ) o
o

tiking &s eondiches indcias WiEe) = e A Y I | S iAo
Ly = Azl [Swgestiar Recorra & fdrmuls de Leiboitz e ao resultade do
Exercicio 20u]

2L Se Jiz} & eontinua no intervalo s, b & ke

[ Aowtenis = o

pora todo g em €[n, b, entllo f & 0 em [a, h). {Bugestda: Suponha fr) =%
P e utilize o oontinuidade de f para obter um intervaln {2y — &, x¢ o &)
o nual LG 2 fxadis2. A seguir, encontre wma funcho g em &4 para
& qunl a integral acima & diferente de zoro.]

2} Use o resulindo do Exercicio 22 pura demonstenr 8 afirmaliva
feita no texto, eonosrnente no Wrmo entre eolehites, sm (4-53),

2 Sejum M, £, watisfazende ds hipiteses do Teorema 4-2 o is
Wentidades dadas em {4-47) & {4-48), Demonstre nue para tedo ze em
Fotodo b em @53 n fungho

o) = [, ot a




satisfaz no problema de valor inicial

Ly = U plegh = plaxe) = -0 = gt Lo

Mugestds: Use s foemuin de Leibaits )

25, Mostre que a fungdo Hix, £) = Kir — £} fpue aparece na demons-
tragio do Teoremn 4-4 satiefar (4-47) o (448,

Os dnicos valdees de Kir, 1) ques enteam s integragio em (4-44) ain
nrpudles parn pa guads o ponta’iz, (] estd na siberegito B, de B, sombreadn
na Fig. 4-3. Isto sugere a poasibilidade de gonerulizar a Bogia de ima
funglo de Green coma segue:

Definiglio 42, Umn fungas Kir, 0 6 chamade furgio de Hreen
;.:nru aooperador L= 0 oo fejbe-l + oo b melxt pane peehie-
mas de palor didelel no ponda 2y, se ola & definide s eontinug om
f:. 0 52 parn todo & em 2} a funcho

o

Jix) = J,"’E[x,u.'.m i

& a solugho da problema de valor inlelal
Ly = #;
__H'u'q:l:l — R _L'" I'{_l_',:} - r_l
Svos exertieios qie seguem exami-
Liunos algumas das proprisdades desses
fungdes ¢, pm particuln®,  movteamns

que, soby certas hipdteses adicionais, olas
eoineidem eom K, £,

_ﬁ,.l

-

]

Fig. 4-%

26, Rejn Kir, iy eomo destrila arimn, e suponhamos aque o= f1 -
+ a2 A i), Hupunhamos, slém i, e

G Kix, 0), Kata, 0, Kabx, o) 5o continus em &,
(i) Kix, x) = Dem g,
iy &yix, 41 = lemf

Demonstra que
Kaleo )+ a)aF (e, o) b aolaiEix, 0= 0,
IBugeside: Siga o demonstengio do Teoremp 4-2.]

27, Seju Kix, ) eoma descrita no Exercleio 6.

Demonstre que
Fie,n = Kix, b o regiiio it

2b. Genesslize oz resuleados des  Fxereieiod Wop T opara o eass e
Refsimmn ordem.

- Al - -

46 REDUGAD DE ORDEM &'

Ui das propriedades notdvels das equagoes diferenciais linere, ¢ @

L
gue podemos simplifiear (o algumass véees, resofve) o equagho Ly = ),
mesmio quando ndo temos wina base’ completa pam o eEpagn Enluein e
Ly = 0. A téemen, de ndve, éwarinlo dos PRt ros, - s dests vex
alaceondus & Wink redugio da erdam.dan squago. . O ssguinte exemplo Rer-
wivk pary inlrodusie o méedo,

Expwrio | Considersmos a equagas de segunds ordem
]
’JHI_-]'! HEJ'I : I L, 4%
S i Ul g | (4-54)
o fmtervalo (0, =) Aqui, nenhumn de nossas teenicas anteriores & =u-
liglente pars obter noselugio geenl da equacho homogéneg sasociadn
2
4 iy a 2
" P nY o 4+ Y -5
S Fox v L Bl TURS | {4-5453
Contiuda, o sc_wh:q'a-:r'-::,__r = ke {4-535) fheidlineite ve descohire poT InspErhn
¢OLOIEINUSIGd, WEGCL, R PFOSUTAT, solugdes da [$-64) soh & forma o
e e e .
—5 ar ! . . ey L I .:‘r-.-n—lf"
et ey, ok o - i K c - .
- _ U . A plk e
¥ o= 2% + 2.-':'{-1'.1.':]-. ~
wom 2B 4 A [x) 4 2elx),
¢ (4-54) produz LN e = e
AN dxe o 2e) 4 2Nt b 2xe) — N 4 oxade = i,
que, npds simplifieacio, tormmese
e + (e 4 e = x,
» - _
: oo A4 2
— e - x| == _-Etl {d-50

| Mz (458} poderd ser enearadn coma umn equagha de primeirs andon em
¢ ¢, como tal, pede ser resolvida pals tlenien intoduzide n Sec, 31 e
1

b, usmndo o fator integeante
1
L plierstizde r‘e“""r

s

T A Tmee "desrobio-s por inapicia’ & realmanle, um espiniicnte nam cpechsic
0 iwlo de que g pletessa & oooibe entative B ocerog




