os exercicios seguintes, damos ao estudante a oportunidade de explo
ra;-,

P . :
Coe . POX S mesmo, ma interessante variagio da matéria desta segio .« das séries de poténcias de certas fungSes de duas Varidveis, e neste
. f’: 6.; Seja @ > —-1 um nfmero resl, e seja - . S0 “gerad0s’’ por essas fungées;fgmbeﬁ;j;;;-—-ﬁheﬁpiﬂ, dete-mé-

-~ i, possa parecer altamente ' artificial — particulsrmente porque fazemios

o escolhs ds funglo gerairiz—n&o ¢ é, em

_esfbrgo para motivar ;
uio. De fato, em muitos problemas fisicos, as fungdes ortogonais

= zemos considerado se originam das suas fungBes gerstrizes, de modo
-6 poreste razie a discussio sagminte fem muito

- - G u‘ _‘ N — 2 2&
L) {(=1y=7% E(x‘h{*‘)’ “ -

=012 ... Eastre A . :
S e que L. & um pelindimic
soeficiente do térmo de maior grau Ipmm-ae::;:;-ﬁem %, com

\ 7. Prove que ~ s

' tamente nstural, €
_ __'meadé.—éa. ) ,
{. Os polinbmics de Legendre.” Comegamos aqui com a fungie

e fff‘ 5 e LSSy ax = © e I R -

DR AN (= o cL e -

pats m ¥ n e dai dedummque L=}, =81, 2, ..,  wrps seqiéncis

de polindmics mituamen: !
dopo : e ortegansis ne espaco G50, =) com fungao péso

8. Prove que

desenvohemos corno ums série de poténem&emr,éom 4 hipftese de
Sue z e r sBo escolhidos de modo tal que a séric resultante converge. Iste

rmite-nos escrever ;

Gix, r) = Po{x) + Podxy + Poxyt 4o
= 3 P
Raonl}

gfio funcles sdmente do z. Estes coeficientes nodem ser

£ Ph, P‘u- .-
slades a partir direigmente de (11-45) e de {11-46}, na forma costu-

s, & nio & diffcil mostrar que P, deve ser wm polinémio e z, de gran
" Por exemplo, fazendo 7 = 0 =m (1146) ¢ notende que Gz, G} =1, - -

§ P=ra s presente finalidade, entretanto, é suficiente chesrvar gue esia sfrie

§-& uniforme e absolutamente eonvergente quando {2zr — | < 1, & conse-

sntemente, nestas condigbes, pode ser derivade térmo a thrmo com Te-

) Ly < MG tatn .
omdia F.{a} designa a fungfo gama (veja Exerclcios 25 o 28, Seg. 5-7) G
9. () Prove que indmics 4 - : ‘
reingio de rocorbns cs poliudmics de Lagrerre {L,} satisfazem &
v+ @antatl— DD + aln +a), =6,
(&) Calcule o8 quatre primeiros polindmios de Laguerre Z,),

_ *16. Prove gue L.“¢ uma soluglic du equagio diferengial

I3

b+l - fay =0

*i1-8 FUNCOES GERATRIZES

Vimos que cada um dos vérios ti ' 1147
vari . . . =
¥ os 8pos de polindmios orfogonsais enson- B éég = 2 a?,.{x}""‘l. ‘ _ (l ] _4?-)
s — o - e o

- trados neste eapftuls- : ?
o o T ek i S
p e um: 2 n, por

dife;: c:jzs r;;o.réncaa, ou como solugBes polinfmicas de eertas ;fua:;as‘
oot & e:.r%. Cada uma é:sst&s definigBes tem alguma coisa a
Neste socte ;ntmuz eacelha' particular é mais uma gquestio de gosto.
i sa}s;r remos ainds um cutro modo de obter &sses polind-
mmios, & saber: por melo das chamadss fungdes geratrizes. A& idéis mott

aqul é gue oz polindmins em Guestéo podem amrecez" coma esmi

“Mas, em vista de (11-45),

G _ r—X o
ar (1 — 2xr + r2PR

-~ e+ Cie-na=o



Substituindo (1146} e (11-47) nesta expressiio, em sideraremos e'—m do potencial sletrostéfico, o-gual, tedricaments, ¢
- . o esto gue o tratado por Legendre. Especificaments, colocamos o proble-
ma de determinar o potencial em um ponte arbitrério @ do plano eriado per
sm par de cargas pontuais de mag-
studes 4o ¢ —¢ loeslizadas como

smostrs o Fig. 1154, Cd;né-e poten~ = R ,f\\)
I em , devido a wmséponte de - - F

Q=20+ A3 R+ - 03 A" = 0,
Rl e
| & segue-ssz gue T, 7@ -
$ ey - sty - ot

.

o
LTI e e e corgs o localizado s R unididesde e f \ B
T F Pl + Y+ DR = sdncia, & o/, o potencial em Q. 2 W
S m oo mempeseeememgmmry Smleeciecmeoiomn o B B850 o e TR T L e e
GU : - . . R -

SR+ P 4 S D — 5 n D
- Bl B . 8mi

+ i: 2Py 1 (x)" = §, . R? = 7% 4+ x® - Zrxcos§, _ ]

 Portanto, =
Pi(x) — xPolx)] + RPalx) — 3xPy(x) + Poll¥ .

+ 300+ DPa() — G+ DxPu() + aPasOIF® = 0, |

P2 o B . o n ]

x 378

T 11132?#;3@5’—G;;_i;—_;tfw;r~; P
et Py — @ PP =0, 2 L

-
=2

N
2. Puleos ) ;}

B=0

,Mas. 2 se.glmd% ées;sas expressdes nads m;&ls ¢ do que a relagho de recor-
réncia dos pulmﬁmas de Legendrs, € como Pyz) = 1-¢ Py(z) = z, con~
chutmos que os coeficientes de (11-46) 550, de fato, os polindmios de Legen-
dre. Portanto, a fungio ’ .

AR

L
r

we L 1
n T G — 2o - e s

| G

“eontanto que [2(x/r)cos 8.— (/i) <1 Tego, . .o .

éuma?ﬁﬂgée gerairiz paraospolmémios deLegendre

o

h ’ A%
. - : - - - V= f!z [Pa(cos 6) ~ Ps(—cess}i(fj }
Em Fisica, deparames com & funghio G(z, P no estude do movimentc ¥ i by _

planetdric e do potencial eletrostético, entre outros. Na verdade, 5 §= Finalmente, lembrando-nos de que P, é per qusndo n é par, e fmpar quando
dlsse_ rtacio Ongzml de Legendre sObre &ste assunto, publicada em 1785, %" =n & fmpar, a expresso acima se Teduz a

foi dedieada ao estudo da atracio gravitaciona! des esferdides”, e 6 de B
tdde conveniéneia concluir o nosso estude pos polinémics de Legendre
com umz répida indicagio de como isto se realiza. Por vérias razoes:

T (E =
V== st-g-z(cesﬁ_?;

L]

_- a}:zi “bsuj;oﬁnémios" dé"ieganﬁszﬁ‘%mm,"pomf R

S S N o S — \{E)“
e .;E; = ;Epﬁ\f;ﬁs 1T ﬁ)} ; = ra;-e:?s{ wse} 7 e

e T ST T E 23 gi,(z_w(;};;ij)?n o



111, Polinémios de ELaguerre. Ume funcio geratris, no esso, &

" Nssaphmﬁesei%méme apmmar Vmedxanteopnmeuc

i —rzigl—~1),
——— -
1—r

Gix,r) = {11-49)

Tl V"‘*‘“(Zx)ms@_—-dmse,
. _onde 4 & = distincia entre as-cazgas.—— -~ - - -
. } _H,_Pdmmesde&nm %mﬁ,ﬁmfmﬁegeminzé

:
E T oI T T T T e e, A TN |
E,_Ef- R ' T "w_'— - G{&?} = tsr—rxiz ‘ - ;'T;‘f"“’* . (11—48}

iva gite se demonstra como Segue.

A

A série de Taylor de & em poténcias de 7 psde ser eserita na forms

.j o G(X ry = Z {__i}ﬂLa X "J_'“T,_,,_, ,. i (il_jﬁ} .* _ —__

R

e L L;(z) é uma fum;ae apenas de =z fﬁézn dzsso esia - séz'ie eomverge

o“me e absmmamente com e*a(;ao a todo zes t—ﬁd{} F com ?rf < 1

— . o ﬂ—l -
== Z (— 1y ﬂ-zx){
= i —_ - = - -
%z,?) +ig 24’?-}- {xr 'z} + disso, mediante (11-49)
LTI i T e g G D TR o a — 2% Ca-xlwe T T
- ar L ? —_

e - Ho(x) + H;{x}r+2, Hg(x)rz e
para todo z e ;}&m todo 1.

" teros, dai,

Deuvgsdo esta séne térmo a térmo, encon-

‘r}_Z (—LL-M) (H SV +{x—1+ ;-32 {_-. }“L,(x)— o (‘ =51 )

s Roel

1
G(x, r) 2,{1 — .2)112 L

H={ + __ﬂ@,a xffu(x} ~ nH, () =
S ,j') ﬂz..:; LN xH(x) + ,Z'; L n o - = (a) {i — 2xr -+ r2}§§ - "f;E o;

CHy—xHy =0, & ib)(x—r>——r5;=ﬂ=

Hu_;_ xf’ &Hn_..1=ﬁ, Rzﬂ,

(c}r_{-e}—(i —rx}——ﬁ‘

eomo Gueriamaes.

it e o Ao e R s e £ . -



T 2. {a} Substitua a série

Glx, 7} = 3, Puix¥"
e}
‘nas identidades de I(b) e 1(e}, e dedusa, entdc, que -

RP‘B{I} (x) + n-—!{x) 9 n Z %:

n+ 1)5’-{1) ﬁz(X} + xP = O

(b} m m pmm qﬁe -—_.. [
. ?’e+x :,,,,, =Qa+ z}?.

para todo # > 1 7

3. Sirva-se das identidades do exercicic apterior para deduzir
equagho diferencisl correspendente a'P,. [Sugesido: Substitus n por n — 1
na segunds identidade de 2(2} e s seguir substitua o valor de P'._, en-
contrado e 2(b). Derive e elimine P, ;, de pévol]

4. Pariindo da série

S Ho(2) »
G{xs r) = g “E [
- prove gue
2.
o “_H‘{,) = ( I)u = 1’2;’; —Z !2.

7* {Sug‘eséao e g TEg—a—I2 ]
5 (& Com @G eomo o
H’ (x} = PH};—}\:E}

~ (b} _Apligue o resuliads de (8} e & férmula de recorréneis de K,
f,,,‘para_obteraeauagaed;fereneaiéeg -

._mercieis 4, caleule 8G/3r, ¢ mostre que

6. Mostre que 2 relacic de recorrénciz dos pau,namios de I Laguerze
__dgcorre de {1i-51). e -

T, qejam o8 pol.no-mos da Laguerre dei T:idos pela fungfo geratriz

1 e—pz,'(l_,).

-_7r

G(I,T} = 1

{8) Prove que

& —r}§+ rG=0,

r(l—r}—--——(x-i-!— )u-—-=€3.

(o) Sirva-se destas identidades e da série

Gix, 7y = E {(— 1 La{x) i‘!

s}

Somra provar que-L., é uma solugdo da equagio difereneial
'+ {0 -+ ay= 0.
r’aj Partn{io da férmula

L= —neg(x‘e“‘}, - -

-mosire que
= ‘g }2
L) = Z{ 1 {(,._ j; =

- *b) Aplique o resultado de (a) para somar a séric

o - ?B
o (=Ll
sald
* e mostre que
_ 5 . = - P"
S ES e—.-z,!{i—r) = E (__1} L,,(x} E_

— ,. 7 1 —77? 2m=(

iSuqesécso ?ermute a ordem da soma.]

*a.

Prove que & funcéo

1 —rzj(i—r)
1 — F)a-.“!

- T Glr, x) = q

- g o
=4 wme funcdo geratriz para o8 polnOmmlos de Laguerre L. {veja ‘zi‘.xerc.

“wios de 6 a 10 da secdo anterior)

Tibua das Fungdes Ortogonais

A tshua seguinte resume os resuitados obtidos neste eapitulo. Parma

facilitacio de referéncia, ineluimos também a infermacho correspondente
as funcdes de Bessel (veia Cap. 13).




- POLINOMIOS DE Etes

.(z —-Fl‘i:f—(x -

e DR —

*..?_1 = 6,

CPg=

(Zn-g-l}xp,, PEP-—J,—-—G :z>0

K *xf")y’";w-s-n(ni— Ny =9

ﬁ.-m-_,u.‘ g __7 ,_; — T

Ai-— 2rx ok rﬁ)ﬁ-’z e

Gmsoams emﬁﬁ’{—I %) I

s ’ mEn

- Zmy i Mo
- POLINOMIOS DE HERMITE
Defini _ " T[22 &' —z
L igho ,.(x) = (-1 s T =2 . ]
T T * Relagio de 'H_1=-~o, Ho=1 -

Hopp — xH, 3 ni, 1=8, p>0n

diferencial V' —xy 4y =20
o j_ ' F‘mg; gz o

Ortogonais em g2(—o, w); fung:ﬁ.o plso e~ /2

—zn Ortogonatidede | o oo !'a R me T e
- E\/Zw‘n' m=p T
. - i O ‘adme 71 6 & uemado quando rabalhamos com relaghies de recorréncis .

R 5 i

© . POLINGMIOS DE LAGUERRE =,

L) = (=1 g; (e

Lm0, Lo=t

Layi+ Qe+ 1 =Dl rila =0, 520

e | Tt =0

i gD
EE 4

Qriogonais em 9200, ®);  funglo pleo e

In-L, = G, m R
= (n!)z, m=n

 POLINOMIOS DE LAGUERRE L{?

~:i"’<:‘:r=< e o %, &> =1

I =0, LP=1.
L£°’1+{2n+a~hl

- x}i.{“} + nin + a)zf:i; =8 r>0

'+t i-xpy+ay=20

1 At

{1 - 7‘)""*'7L | | -

Oﬁm emé"{{} au), funcho pise e ®

eTelf L men
afln +a+ 1), m==r

TF O mdee =1 80 & ukedo gusndo {rabalhamos com relagbes de recomdnein.

b o



FUNCOES DE BESSEL
Definidas pels equagio diferencial

* Relaglo de : - -

o F s — ; —
recorréncis, | *p+1 — 2R + x_jr— = 0, sendo p v pimero resi arbitrdcc

2.0 -
- diferencist | %V F ”-‘” + (Iz - P’z)}’ :
Funego i T _ ~
geratri e\zmu-xmr B e e ]
o OrtOga . De . - ._7'7*7' _ o . j - =
prra serem pesumidos agqui. Veja Sep 15-0

* O indi _ .
indice —1 s6 & psedo quando trabathamos com relrgdes de reeorrénci
@ imbathaz es de recorréneia.

Apéndice 11

- !H?&GD&Q&{}_ e o L

entar uma descricio razohveimente

O objetivo désie apéndice é apres
rgéneia de seqiiéneias e séries que

] completa da matéria velativa & conve
—im esada no texto. Do ponto de vista de perfeicdo ibgiea, esta diseussio

_“_;i_g’?ena colnegar com um estudo detalhado do sistema de nimeros reais,
Isto, contudo, ¢ um

“incluindo-se sua constru¢io a partir dos’ racionais.
a um texto de célculo avangado.
tiremoes de aptemio gue o estu-

—empreendimento jonge que cabe mais
pelo

&

2 Por isto, em vez de o empreender, admi

“dante tenha um conhecimento pritico do sistema de nimeres reals,
e mhm pnmelre curso .

1= cenos dentro da faiza daguele ensinade normalment

= de calcmo, e néle basearemos a DOSSA , discussdo.

Na ver_dade _é possive! apresentar um estudo rigorose e auto-suil- o
gusnds hd :i:spcsagao-- R B

nte da teoria da eonvergénela- & .seqr_enczz_sz
§m se aseitar, como da.do, win con;unto & de ob}'eiaﬁ:hamados Tmereos -
reals, gue 52 podem somar, subtrair, mutzp;.car e dividir de acbdrdo com
T as regras familiares da Aritmética. Além disso, ¢ necessdrio admitir
(a) que @ contém es inteiros eomc um subeconjunto, (b aue ® & ordenado
por-ums relagio < com tddas as propriedades habitualmente assm;a.daa
denommado principio do supreme

~sstp-sfmboelo-e=e)gus @ satisfaZ a0,

‘que agora estabelecemos.

Dein FFi-1, - Um _ndmero | real b & uma cofa superior de um
conjunto \nao-vaao:' s de hlmercs T reais i e Thmente Se: 8 S B
para todo s de 8. Se, aléms disso, nenhum niimere menol Gue
b & uma coia superior de 8, entdo diz-se que b & um sSupTEmo
(sup) de 8. (Os térmos cota inferior & fnfimo (inf) sio andlo-

gamente definidos. i

Nestes térmos, o prinefpio do supremo — Qque, alids, & efetivamente um
— assim se enuncial

tapremm -Telative - Bdmeros _reais -




