3. Designemos por L o operador diferencial linear de quarta ordem
D4, e por § o subespago de €%, bl, constituido de tddas as fungdes y, tais
que

¥a) = y'@ = yb) = y'() = 0.
(a) Prove que
yillys) — y2(ly1) = Dnys! — yayt’ — yi¥¥ + ya31' 7
para todos os ¥, e ¥ de §. '

(b) Aplique o resultado de (a) para provar que autofungdes associa-
das a autovalores distintos do problema de contérno L :8§— €la, b} sio
ortogonais.

12.7 PROBLEMAS DE CONTORNO E DESENVOLVIMENTOS
EM SERIE

Comecamos éste capitulo, definindo um problema de contérno como
sendo uma equagio linear da forma

Ly = & (12-30)

na qual 2 é uma funcdo conhecida de €[a, b], e I um operador diferencial
linear de segunda ordem a. atuar num subespa¢o 8§ de @¥e, b], descrito
por um par de condicdes de contérno da forma {12-2). Desde entdo muito
pouco temos dito acérea de tals problemas e, ao invés disto, temos estado
3 proeura de autovalores e autofunges. Agora j4 é tempo de justificar
esta aparente digressio, voltando ao nosso problema inieial e aplicando
aguilo que aprendemos pars resolvé-lo.

O método gue nos propomos usar é uma generalizacio direta do mé-
todo do asutovalor introduzido na Se¢. 12-3 zos espacos euclidignos de
dimensdo infinits, e assim depende da_existéneia de uma base de autofun-
gbes de Cla, bl E eclaro que, por enquanto, ndo temos certeza ﬁg_qu‘e
essa base exista, mesmo quando L seja simétrica, mas, caso éxista, pode-
mos argumentar como segue.

Seja.
)\0, ]\1, }\2: L

o3 autovalores de L, e seja— -

oo(x)y 0108, ¢2(¥),. )+

um egnjunto eompleto de autofungfes associadas aos A, Entfo, como
as{;io:—j rmam uma base de €[a, 8], temos

A(x) = i Cnwn(X),

Nn=0
em que
hegn _ Jo HGen(x) dx |

2" Teal? T [ i d

e a série converge em média para k. Agora fagamos
yx) = D, enen(x), (12-31)
n=0

com 0s a, desconhecidos, e substituamos em (12-30) para obter

Llji an‘f"’n(x)] = i cn‘?n(x)'
} n=0 n=0

Portanto, se L puder ser aplicado a (12-31), térmo a térmo, teremos

o

E O‘-’nkn@n(x) = i Cn‘r”ﬁ(x)

n=0 =0

(recordemos que Lo, = A.@,), e segue-se que (12-31) serd uma solugéo
da equagcio dada, se

(i) a, puder ser escolhido de modo tal que
cphy, = Cp
para todo #, e se
(i) para gsses valdres de o, a série

e ] ’ .
2 aaealx) 0

n=0

definir uma funcio de @%o, b] cujas duas primeiras derivadas poderio
ser caleuladas, derivando-se térmo a térmo.

E claro que a primeira destas econdigfes serd atingida fazendo-se
Gn = cn/hr desde que A, %0 para todo n (isto &, desde que L seja bilmi-
voea). Além disto, a solugio é tnica neste caso. Se, por outro lado,
um dos A, digamos Ag, £6r zero, o problema nao terd solugdo quando ¢o 70, .
e uma infinidade de solugdes quando <¢#/0. (;,*O

Infelizmente, ndo podemos fazer uma andlise assim tdo simples para
obter (ii), porque aqui devemos investigar a convergénela da série

o en
Z 3 ‘.L'n(x)-
n=0 ;\”
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Como j4 vimos, éste é um problema delicado cuja solugio depende
das propriedades da fungfo 2 da qual se originam os ¢n, e do sistema orto-
gonal particular ¢, que aparece nesta série. Assim, sistemas ortogonais
diferentes devem ser examinados separadamente, e o méximo que se pode
dizer, em geral, ¢ que a desejada diferenciabilidade, térmo a térmo, sers
possivel quando % fér “suficientemente diferencidvel” (veja, no entanto,
o Teorema 12-7). Na falta de uma informagfo especifica sébre qual grau
de diferenciabilidade seja ““suficiente” num dado exemplo, é prética comum
proceder formalmente, como acima, e, a seguir, tentar verifiear se a série
resultante tem as propriedades exigidas. Fste método serd ilustrado com
algum detalhe no préximo eapitulo.

ExzwpLo 1. Seja 8 o subespago de €70, #] descrito pelas condigtes de
eontdrno (0} = y(x) = 0, e seja L = —D?2. Entso,

Moo= n% (%) =sen nx,

n=12 ..., e 08 ¢, formam uma base de €[0, 7] (veja Seg. 9-5). Logo,
o problema de contbrno

=¥ = hx),
y(©0) = y(x) = 0 (12-32)
tem a solugio formal s =
) = %sennx, (12-33)

com

x=

e = Z[ h(x)sen nx dx.
mTJo

Neste caso, a validez de (12-33) pode ser garantida, supondo-se que & seja
continua e tenha derivada primeiva continus por partes em [0, #]. Com
efeito, a série em seno de Fourier de i convergird, entfio, uniforme e abso-
lutamente em todo o subintervalo fechado de (0, =), & 0 mesmo acontecerd
com a série que se obtém, diferenciando-se (12-33) térmo a térmo.*

Como exemplo concreto, seja h{z) = x. Entdo, (12-32) passa a ser

-y = x
7(0) = y(m) = 0, (12-34)

* O leitor deve notar que (12-33) saiisfard is condicdes de contdmo dadas e se
reduzird ao valor de & em 0 e em 7, sdmente se 2(0) = A(x) = 0. Portanto, ndc pode-
mos, em geral, nem exigir nem esperar que a solugSo de (12-32) satisfaga & equacio
diferencial ne intervalo fechado [0, 7.
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e temos
yx) = 3 £’isennx,
n?
n=1
em que
ks
2
Cp = — Xsennx dx.
TJo
Um cdleulo rotineiro db T
n-+1 2 . . PR - o
= (S T
conseqientemente,

Y = 23 (—iy IR,

n=1

E claro que (12-34) pode também ser resolvida na forms fechada,
aplicando-se as condicdes de contdrno & solugdo geral de ¢’ = — 2. Para
que o leitor nfo pense que temos sido um tanto quanto desleals, usando
série de Fourier em vez déste método mais ficil, salientamos que, fregiten-
temente, tal op¢fio nio existe, & que as Unicas solugbes disponiveis sio as
expressas como séries em térmos de autofuncdes do problema.

A técnica usada no exemplo acima teve bom é&xito, precisamente por-
que o operador —D?* tinha autofungdes mltuamente ortogonais, guando
Testrito a §, em ndmero suficiente para permitir-nos eonstruir uma bese
de autofungdes de €[0, 7l. Isto d4 imediatamente origem ao problema de
determinar condigGes que sejam suficientes para garantir a existéneia
de tal base para um operader diferencial linear auto-adjunto arbitririo
que atue num dado subespago de @%a, . Como poderfamos supor, &ste
é um problema bastante diffeil e qualquer tentativa de resolvé-lo, mesmo
para os operadores simétricos introduzides ma Seg. 12-3, levar-nos-ia pars
bem longe do nosso roteiro. Por isso, contentamo-nos eom o enunciado
do seguinte teorema que, como se verifica, é adequado para se lidar eom
8 maioria dos problemas que discutiremos.

Teorema 12-7. Seja L wm operador diferencial linear de se-
gunde ordem normal mwum intervalo fechado [a, b], e seja 8§ wm subes-
pago de @%a, b] descrito por um par de condices de contérno néo-
IS Entdo, L tem uma seqiéncia infinitd de autovalores reais
Aud, n=0,1,2, ..., tal que

ol < gl < o] <+,



4. 7 =sen s
///?2’ ' =sen—> y(0)
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Tlil_q;lopxnl = o,

Além disso, os subespagos tnvariantes de C[a, b] associados aos Ay
sio todos unidimensionais; qualquer conjunto complelo de aulo-
Jungdes de L, um para cada ewlovalor, 6 uma base de C[a, bl; ¢ o
desenvolvimento em série de qualquer funciio contnuamente, dife-
rencidvel por parles y em [a, D), relativamente a uma tal base,
converge uniforme e absolutamente pave Y, em qualquer subinler-
valo jechado no qual y é continua.®

EXERCICIOS

Encontre o desenvolvimento em série formal da soluciio dos proble-
mas de contdrno dos Exercicios 1-6 em térmos das autofunctes do sistema
de Sturm-Liouville associado.

’/D yo=x(x = 2m), ¥©0) =0, ya) =0

2.y =x? — a2 Y@ =0, ) =0

(3 y = s> YO =0, Y =0

0, y(L) =0

1

8)y —x, 0% x<w/2
¥ - = =
4 X = 'Tl'/z, '"_/2 < x S T, y(U) 0’ y(’"‘) 0'
6.y’ = -sen?x, y(@) = y(), ¥ = y).

*7. TUse o téenica introduzida nesta sego para diseutir o problema

de eontdrno
y'o= —hx),
y(©) = p@2m), Y'©) = y(n),

sendo h uma funcfio dada de €[0, 2r]. [Sugesido: Considere separada-

mente 08 CA808
2r 2x
fo Bx)yde =0 @ j; () dx 7 0

*8.  Citando o8 teoremas apropriados do texto, verifique o afirmativa
feitn, acima no tocante & convergéneia da série dada em (12-33).

* Para uma demonstraglo, veja-se Ih L. Ince, Ordinary Differentiol Equations.
Dover, Now York, 1950,
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS [MPARES

= 2 7 com autovetores da forma X3 <e1 + ey — ]——1_2—\/-5 e;;)
Bo@) x = —Zey + o2 + Jey (b) x = fer + 4oy

©) x = —fe1 — 2e2 -+ Lley :
% (&) A = 0 & um autovalor de multiplicidade » 4 1. ]
80 ¢ o subespngo das fungdes constantes; dim§, = 1.
Seciio 18-4

L@y M = He 4 a + Ve — w2 F 452,
Ao = e+ a — e — a2 + b2
) le — a + (e — a2 + 42 le; — 2bes,
=2be1 4 [c — a — /(¢ — a)? + Ab? ey

[Vola: Se b= 0, wm déstes vetores & o vetor nulo; neste caso, n bose
requerida é {ey, es}.]

Iox=wtn=012...

5. (b) O ntecleo & o conjunto de todas ns fungdes ffk) de ¥ da
forma

Fll) = etk + ca, k = 0, +=1, 2, vy
onde ¢, ¢; 530 eonstantes roais e arbitrdring.

Segdio 13-4
3 A=ntn=0,1,2,3,..., com autolungdes da forma
y = ccosnx (c = 0,
2 4 1)?
A = (_”_c_ll_ )~ s =10,1,2,3,.,

2 1
wm9§)5w¢m

o eom autolunedes da forma

I

¥

Seedlo 19-7

128+ 1 2 4 1 ‘ 2
Ly="22%"___ gt tT! , Ay o -
y v 24 G l)5sen 7% 3. Nio hd solugho; de = 0, cg 2 # 0

@ ket - - kil

. (—1)"*'4 1 Jq [1 4 (1)

oy - sen(2k— D =4 [ "0 g ags
> ; [(% Sy Tk =7y Renk— Dy 4 g [Sendky
7. Se JET h(x)dx = 0, nio existe solugfio; se [27 () dx = 0, entdo

o
y =g+ E o, CO8 nx 4 hysenay,
n=|I

onde

2

Ar 29 L
1 1 .
ay = — / h(x) cos n dx, by = = / Mx)sonny oy,
TSy TS0

¢ ¢ & arbitrdrio.
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