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Introducao ao Dominio Discreto

Em aplicacdes digitais, o tempo continuo € observado em intervalos discretos...

° ®
®
y(t) Y(t) | iAte
®
® * ®
®

(O - Yt

Amostrador




Desejamos aproximar f(t) por uma funcao discreta (amostrada) f*(t), de modo que:
£ (t) =f(t, ), com t, =kAt, k=0,1,2,...

A literatura sugere interpretar a amostragem da funcao f(t) como sendo realizada a
partir de um trem de perturbacoes do tipo impulso aplicadas nos tempos discretos
t.,, de modo que:

o0
f(t)= 2 f(tx)d(t—tx)
k=0
onde o(t-t,) € a perturbacgao delta de Dirac.

Aplicando a transformacao de Laplace a equacao acima, obtemos:



Substituindo t, por kAt, temos:

£ (s) = L[f*(t)} _ i f(t, )e~SKA!
k=0



Vamos agora comparar esse resultado com a transformada de Laplace de f(t):

o0
f(s)= D f(ty )e KAt caso discreto
k=0
o0
f(s) = [ f(t)e™>'dt Caso continuo
0

Agora, por conveniéncia, introduzimos a seguinte notagcao de modo a simplificar
a equacao acima para o caso discreto:

Z=¢€

e nos referirmos ao resultado L[f*(t)] como “transformada z” de f*(t), escrevemos:

f (z)=Z[f*(t)J = 3 f(te)z K
k=0

sendo essa a definicao formal da transformada z de um sinal amostrado f*(t).



* Propriedades e teoremas da transformada z

v Linearidade:
Z[cqf(k) + cafa (k)] = c1Z[f(k)] + c2Z[f2 (K)]

v Convolugao:

Se f(k) e g(k) sdo duas sequéncias discretas em k, que sao
representacdes das funcdes discretas f*(t) e g*(t), e se

Z[f(k)] = f(2)

Z[a(k)] = 9(z)

sao suas correspondentes transformadas z, entao:

. . Util para obter
: o : - respostas
z [_Z f(i)g(k .)} - Z{Z o(i)f(k .)} =f2)g2) | e
=0 =0 em sistemas
amostrados.




z{i Gtk - i)} =Y Y gz - Li f(i)z‘iJL > g >z‘”j - f(2)g(2)

n=0



v Transformacao inversa:

k)= 27:] jC z

A formula é dificilmente usada, dando lugar a outras técnicas e tabelas.
Devemos, entretanto, lembrar que:

v A transformada z inversa produz apenas a sequéncia discreta f(k),
sendo incapaz de fornecer informacao sobre a fungao continua original,
f(t), a partir da qual a sequéncia foi obtida;

v Alinversa nao fornece informacao sobre o intervalo de amostragem, At,
para a sequéncia discreta f(k).



v Deslocamento & esquerda:
Se Z[f(k)]=f(z) entao:
Z[f(k +1)] = zf(z) - zf(0)
Se f(0)=0 entdo:
Z[f(k +1)] = zf(2)
E ainda:
Z[f(k + 2)] = z°f(z) - z2f(0) — zf(1)
Generalizando:
Z[f(k +m)] = z"f(z) - z"f(0) - 2" (1) ... — zf(m 1)

m—1
—ZM {f(z) -y f(k)zkj
k=0



v" Deslocamento a direita:

Z[f(k —-m)]=z""f(z)

v" Translagdo complexa:

Lembrando que:
L[e_atf(t)} _ f(s+a)
A forma equivalente em transformada z é:

Z{(e_atf(t))*} — f(e®2) = f(rz), com r=e?

77 1[f(rz)] = r *f(k)



v Teorema do valor inicial:

lim f(t)= lim sf(s)

t—0 S—

lim f (t)= lim f(k)= lim f(z)

t—0 k—0 Z—>0

v Teorema do valor final: |z| < 1

lim f(t) = lim sf(s)

t—oo s—0

lim £ (t)= lim f(k)= lim (z—1)f(2)

t—owo kK—oo z—1

Contanto que
o valor final da
sequéncia
discreta seja
finito!




* Representacao grafica da relagao entre as transformadas z e de Laplace

fit) f(s)
L
Continuous P - "
Conbim /\/ 1 (o) = e~ f1t) at
Discretization Discretization
ft) Y or fik) f*(s) Y
L
Discrete o o
Domain of f*(s) =¥ flk) e ~"®4t
L k=0
f(z)
Variable
z-Domain - Transformation
flz) =% fk) z ~* s
k=0 Z=e




* Resolucao de Equacdes Lineares de Diferencas

Como a transformada de Laplace, que é usada na resolucao de equacoes
diferenciais ordinarias lineares, a transformada z encontra aplicacdo na solugao de
equacoes lineares de diferencas da forma:

y(k)+aqy(k—-1)+asy(k—2)+---+ayy(k —n) =bgu(k)+bqu(k —1)+bou(k —2) +--- + aqu(k —m)
Aplicando a transformada z em ambos os lados da equacio, obtemos:
—1 -2 -n _ —1 -2 —m
(1+a1z +a9zZ “+---+apz )y(z) = (bo +b1z  +boz “+---4+bpz )u(z)

De modo que:

(bo tbz T byz 2 4t bmz_m)

1 5 u(z)

y(z) =

(1 +aqz ' +agz S 4+ anz_n)



* Alguns exemplos
1) Degrau
f(t)=a —> f(k)=a

f(z)=Z[f(k)]= i az K = a(1 +z vz %3 )
k=0

<1

_1‘

2) Rampa
f(t)=at —> f(k)=akAt

00)
f(z)=Z[f(k)]=aAt > kz ¥ = aAtz™ (1 +227 143272 +)
k=0
z] z

(1_2—1)2 (z-1Y




3) Exponencial

f(t)=ae ™ —> f(k) = ag AWK

f(2) = Z[f(K)] = i( o PkAl) K
k=0
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* Inversao de transformadas z

A transformada z inversa é definida por:
f(k)=f (t)=f(z) =2 "[f(2)]

A transformada z inversa consiste de valores amostrados *(t) representados por
f(k). A inversao de transformadas z conta com trés meétodos:

a) Expansao em fragdes parciais
b) Divisao longa
c) Integracao de linha

a) Expansao em fragdes parciais

Consideremos que f(z) tem a seguinte forma:

f(z =




onde: N(z) € um polindmio de ordem n em z*;
D(z) é um polinbmio de ordem m em z.

Admitindo que D(z) possa ser fatorado em m raizes reais distintas (i.e., os polos
de f(z)), denotados por py4, p,, ... P,,- Entdo:

N(z_1
(1 ~ p12_1)(1 — p22_1)“'(1 - pm2_1)

Expandindo em fracdes parciais, na forma:

f(z 1=

f(z71) = d Tt 2 et 'm 1
(1—|O1Z_ ) (1—p22_ ) (1—Pm2_ )

Cada coeficiente do numerador r, pode ser obtido de maneira similar aquela usada
no calculo de transformadas inversas de Laplace. A transformada inversa € dada,

portanto, por:

fk)=z"1 14z



Como:

2 st =
(1—piz_)

Entao:

(k) =1 (p1) + 12 (P2 + -+t (P )¢

Consideremos, agora, um caso simples:
Kk
f(k)=r4(p1)

com r,=1 e p, assumindo diferentes valores.



Respostas temporais para localizac6es diferentes do poélo de (z):
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Respostas temporais para localizagdes diferentes do polo de f(z):

Seborg et al. (1989)
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* Exemplo: Usando expansido em fracdes parciais, encontre a inversa da fungao
abaixo para um intervalo de amostragem, At=1:

-1
f(z_1)— 0.5z

) 1 —2_1)(1—0.52_1)

Expandindo em fracdes parciais:

0.5z M ro

™= (1 —2_1)(1—0.52_1) T4 1057

Multiplicando por 171 ) f(z_1): 1 i 1 1
1-z° 1-0.5z
f =1: _ 09 =1 At
efazendoz=1:  n= o= e M-8 -05=2=0693
Multiplicando por 1-0.5z"" > fz”)= 1 1 06193At 1
ultiplicando po -0.5z 1--~1 1_¢70 -
_n e 0.5.2
e fazendO 2—0-5- r2 = W = —1 f(k) :1_6—0693kAt




0.8

0.6

0.2

& Y v
f(k) = 1o 0693k
k:=0..10 i




b) Divisao longa

Da definicao da transformada z, podemos escrever f(z) como:

Zf(tk)z = f(tg)+f(t))z  +f(ty)z 72 +(t3)z ™ +--
k=0

definindo uma série infinita em z1. Assim, para qualquer transformada z, f(z),
expandida como uma série infinita em z!, digamos:

—1 —1 -2 -3
f(z )=vo+viZ +v2Z “+v3Z "+

sua inversa, a sequéncia discreta f(k), pode ser facilmente recuperada através da
comparacdo dos coeficientes das poténcias em z' na equagdes acima de modo
que:

f(tk)z Yk k = 1,---,n

Assim, para obter f(k), devemos mostrar como uma funcéao arbitraria f(z) pode ser
representada como poténcias de z.



Mais uma vez, consideremos f(z) na seguinte forma:

f(z =

ou

_1 _9 _
fz 1) = bg +bz” +boz ¢ +---+byz "

ag+az  +asz %+ t+agz ™M

Poderiamos realizar a divisdo acima, e obter uma série infinita (longa) em z1,
mas esse procedimento seria muito tedioso. Uma alternativa, menos tediosa,
mas totalmente equivalente, consiste de definir:

—1 ~1 -2 -3
F(Z ):'YO+V1Z +v2Z ~ +vy3Z + ...

De modo que:




Na forma expandida:

2

(Vo + V1Z_1 + YzZ_z + y32_3 + ---)(ao + a1z‘1 +asz T4+ amz‘m) =

(bo +bz T 4byz % 4t bnz_n)

Realizando a multiplicacao do lado esquerdo da igualdade acima, e comparando
os coeficientes das mesmas poténcias em z-!, observamos que:

b
agyp =bg = 10 = —>
ap
. b1 _ a4
E que (poténciaz'):  aqyg+agy1=b1=>v1=—"-—""70
ap 4o
Ancig z-2): by & az
(poténcia z#):  azyg+aqyi+agr2 =bg=v2="-—"v1-—=v0
ap 4o ap
. 1 K bo
Generalizando:  y =—|bk + > ajyk_i|, k=12... com yg=—"
ag i—1 0



Resumo do procedimento:

1) Represente f(z) como uma razao de polindbmios em z', obtenha os coeficientes
ag, a4, ..., @, € by, by, ..., by,

2) Com a condigéo inicial y,=by/a,, use a expressao geral obtida acima para
calcular os demais vy, o, ¥3---

3) Observe que f(k)= y,.

* Exemplo: Usando a técnica de expansao em uma série infinita (acima), encontre
a transformada inversa de:

1-pz b
Observe que:  bg =r ) 10
bk =0, k=12, Y1 —%(brawo)—rp
ap = >— 1
as = —p Y2 —g(bz—awrazvo)ﬂp
ak:O, k=2,3,.._/

K
Yk = —aA1Yk-—1 =P



Logo: f(z)= r(1+pz_1 +p2z72 4 p3273 +)

De modo que reconhecemos que:

f(k) = rpX

Observe que, fazendo: p= g aAl f(k) representa a fung&o exponencial discreta



* Funcao de transferéncia no dominio temporal discreto

Lembremos que desenvolvemos uma expressao para a funcao de transferéncia
impulsional para o caso continuo:

y(t)

t
j g(t—1)u (1)dr
0

Sendo g(t) a resposta impulsional do processo. u*(t) € uma perturbacao discreta
ao processo, representada na forma de uma série de impulsos:

00
Zutk 8(’[3 tk)
k=0

De modo que: y(t):J t_T)Li u(ty )o(t - tk)J
k=0

o [t
- Z [Ig(t —1)8(t — t) )dTJ u(ty )

k=0\0



t o0

Continuando:  y(t) = [ g(t—r)( u(tk)S(r—tk)Jdr
0 k=0
o [t
Z{jgt 7)o(t — tk)dr} (tk)
k=0\0

Q0

K

0

Em particular, para t=t:

Observe, agora, que uma fung
discretos apresenta a seguintt

D glt—ty u(ty)

y(th) = Z 9(th =t Ju(ty)

k=0

240 continua y(t) amostrada em intervalos
> transformada z, por definicio:

o0 |
)

y(z) =

n=0



Logo: yiz)=Y (Z 9(t — i u(ty >Jz”

o0 .
Fazendo i=n-k: Z LZ (ti_k —ty )u tk)jz(”k) Dot —t=t

= Z Z g(ti)z u(te )z

i=—k k=0

Agora note que g(t)) é zero para i<0; desse modo, o limite inferior de i pode ser
mudado para zero e o somatorio separado:

y(z) [Z g(tj)z J{Z U(tk)ZkJ w ¥(2)=9(z)u(z)

k=0

onde g(z) € definida por:

ag(z)= ig(ti )z_i, com t; =iAt
i=0



9(z)=>) g(ti)z_i, com t; =iAt

o0
i=0

g(z) € chamada de funcao de transferéncia de pulsos (ou pulso) do sistema, e
relaciona entrada e saida no dominio discreto da mesma maneira que a funcao
de transferéncia no dominio s relaciona sinais continuos. Observe que g(z) pode

ser calculada diretamente a partir de g(t), a resposta impulsional do sistema.

* Relacao da funcao de transferéncia de pulsos com equacoes de diferenca

Mostramos anteriormente que uma equacao de diferencas na forma:

agy(k)+aqy(k—=1)+asy(k—=2)+---+apy(k—n) =
bou(k)+bqu(k —1) +bou(k —2) + - + amu(k —m)

(bo +biz T 4byz % 4t bmz_m)

Resulta em: y(z) = u(z)

(ao taz taszl et anz_n)

-1 2 -m
bg+bqz "+boz “+---4+bpZ )
De modo que: g(z) = y(z) _ ( 0™ 2 m
U(Z) (ao + 812_1 + 822_2 S anz_n)




* Realizacao fisica

Ja vimos a noc¢ao da possibilidade de realizacao de funcées de transferéncia no
dominio temporal continuo. Uma condi¢cao analoga pode ser estabelecida para a
funcdo de transferéncia de pulsos, isto €, que um modelo em tempo discreto nao
pode ter um sinal de saida que dependa de entradas futuras. Sendo o modelo
nao é fisicamente realizavel.

Desse modelo, o modelo € realizavel desde que a,z0. Para comprovar isso,
vamos admitir que a,=0, de modo que a equacéao de diferencas fique:

aqy(k —1)+asy(k-2)+---+apy(k—n) =
bou(k)+bqu(k —1)+bou(k —2) +--- +apu(k —m)

Nessa situacdo, um sinal de entrada futuro, u(k), influenciaria a saida atual,
y(k-1), o que nao € fisicamente possivel!



» Conversao de transformadas de Laplace e z

Da definicdo: z=eSAt — 7271 = g=SA
: ~ . _ 2 — SAt
Usando uma aproximagao de Padeé: g SAt L 278
2 + sAt
—1 _ 2—sAt
- 2+ sAt
21-Z7"
Atz
: —sAt (SAt)2
Outra aproximacao: e =1-sAt+ o




* Retentor de Ordem Zero (ZOH)

A funcao do retentor é converter um sinal digital em um sinal continuo. O
sinal continuo de um retentor de ordem zero € uma série de pulsos, ou
seja, mantém constante o sinal durante cada intervalo de amostragem.

A funcao de transferéncia de um ZOH é:

1— e—SAt

S

H(s) =

que € a transformada de Laplace da fungao h(t) = S(t) — S(t — At), sendo

S(t) a funcao degrau unitario.
G(s) J —_—

y®) Aty

—— H(s)

u*(t) w(t)

A transformada z do produto H(s)G(s), representada por HG(z), é:

HG(z)= (12 ) z{?} Note que HG(z) = H(z)G(2)



Exemplo: Obter a equacao de diferencas de um sistema de primeira ordem
com ganho unitario e com um retentor ZOH.

—SAt 1

1- _
H(S):eT G8)= o i

HG(z)=(1-z z{ 1 }

s(ts+1)

—1 —At/z

HG(z) = (1-z 1y | ] 1 1 _z (1-e 7 )
1_ Z— 1_ e—At/‘CZ—1 1_ e—At/‘CZ—1

Como %zHG(z) , entao: Y, =a; Y, T (1—2ay)u,4



Exemplo: resolva a seguinte equacoes de diferencas de primeira ordem:

yn + 3yn-1 = un
y4=0

Aplicando a transformada Z:

y(z) +3z7"y(z) = u(z)

y(z)=

= 1 u(z)
1+3z

Por exemplo, aplicando a inversa da transformada Z para u(z) = 1 (impulso unitario):

Yn =(-3)"



