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Classificacao de Variaveis em um Modelo Matematico

VARIAVEIS DE SAIDA
(respostas)

VARIAVEIS DE ENTRADA
(pertubacotes) PROCESSO

(variaveis de estado
e parametros)

Variaveis de estado sédo aquelas que definem plenamente o processo. Exemplos sdo concentracdes
ou pressdes parciais de espécies, temperatura e pressdo do meio etc. Sdo as variaveis descritas em
balancos de massa, energia e quantidade de movimento, por exemplo.

Variaveis de entrada sdo aquelas que podem ser usadas para causar perturbacdes a operacao do
processo. Exemplos sdo valores de variaveis na corrente de alimentacéo, vazoes, velocidade de
agitacao, temperatura de operacao (em sistemas isotérmicos) etc.

Variaveis de saida sédo aquelas escolhidas para serem usadas na analise do processo: podem ser
as proprias variaveis de estado como também o resultado de um calculo realizado com estas. Por
exemplo, uma variavel importante em um processo pode ser a viscosidade dos produtos, que pode
ser obtida a partir das concentracdes e temperatura na saida do processo. Em casos como este, as
variaveis de saida podem ser determinadas a posteriori, apés a obtencao dos valores das variaveis
de estado.

Os parametros sdo grandezas que completam os modelos de processo e que nao variam durante a
operacao (ou simulacdo). Exemplos séo constantes cinéticas, dados estequiométricos, coeficientes
nas equacdes que relacionam densidade e calor especifico com temperatura etc.



Classificac&o de Variaveis em um Modelo Matematico: Exemplo

* Reacdo A + 2B — P levada a cabo em um tanque agitado.

[ dc
v <J v th =F,(Cpe —Cp) +Vr,
4 )
Vdﬁ: F,(Cge —Cp) +Vrg
dt
O VEEE . (Co-Co) Wi,

X = Cae—Ca

CAe

Variaveis de estado: C,, Cg e Cy;
Variaveis de entrada: C,,, Cge, Cpe, Fo € T;
Variaveis de saida: X, e Xg;

Parametro: ky, E, eV,

Ca(t=0)=Cap ra =—K(T)CACp
CB (t = 0) = CBO g = —Zk(T)CACB
Cp(t=0)=Cpo p =K(T)CaCg
Xg = Cge -CB
Cge



Classificacao de Modelos

* Empiricos x Teoricos (Fenomenoldgicos)

Modelo matematico

m, / N fenomenologico:
—

.—>
2 Mg = rhy + o
X | T
Dados coletados: m; (kg/h) 1.0 2.0 2.0
m, (kg/h) 2.0 2.0 1.0
m, (kg/h) 3.1 3.9 2.9
Modelo empirico:  mg = army +priy — SIS0, i, — 0.8882r +1.08882rm;
m, (kg/h) 3.1 3.9 2.9 (dado experimental)
m; (kg/h) 3.0 (-0.1) 4.0 (+0.1) 3.0 (+0.1) (modelo tedrico)

m; (kg/h)  3.06 (-0.04) 3.95 (+0.05) 2.86 (-0.04) (modelo empirico)



Classificacao de Modelos

* Empiricos x Teoricos (Fenomenoldgicos)

:> Dados
:>Hipéteses
:> Principios Modelo Teodrico
:> Postulados
>
R

Dados

Modelo Empirico
Estruturas



Classificacao de Modelos

e Lineares x Nao Lineares

Seja: Y =f(X)

onde x € o vetor de variaveis independentes e y o vetor de varidveis independentes, ndo
necessariamente com a mesma dimensao, e f € o vetor de funcbes, com a mesma dimenséao de y.

O modelo matematico explicito da equacédo acima é linear se:
f(ou+pw)=af (u)+pf(w)

onde u e w sao vetores quaisquer da mesma dimensao que x e o e 3 sdo escalares.

Seja: g(z)=0 com Z= {X}
y

O modelo matematico implicito da equacéo acima € linear se:

g(au+pw)=ag(u)+pg(w)



Classificacao de Modelos

* Deterministicos x Estocasticos

Um modelo deterministico: dy = -y, com y(0)=yg = y(t):yoe_t

dt

v Na EQ, esse modelos vém dos balancos de massa, energia e quantidade de
movimento (uso de principios fisico-quimicos), de balancos populacionais
(descricao de populacdes de individuos) e de modelos empiricos (ajuste
empirico de dados de planta)

Modelos estocasticos: possuem total ou parcialmente variaveis probabilisticas.

v Na vida real, medicfes de variaveis resultam em valores que podem variar de
uma repeticao a outra;
v Essas variaveis sao ditas aleatoérias, estocasticas, estatisticas ou probabilisticas;

Mas... porque isso ocorre?

v' Em alguns casos a aleatoriedade reside no proprio fenémeno fisico;
v" Em outros casos, existe informacao insuficiente sobre a variavel ou falta de
técnicas para obter a informacéo requerida

Processos quimicos e bioquimicos convivem com sinais
ruidosos durante sua operacao!



Sejam: x e y — variaveis deterministicas;
X e Y — variaveis aleatdrias;

g—erro

x() ————>

Modelo Deterministico

—> Y(9)

X(t) ——>

Modelo Deterministico

y(t) Y

x(t) X(t)

Modelo Deterministico

Y(t)




Classificacao de Modelos

Como massa, energia e quantidade de movimento se distribuem no espaco?

Em um sistema concentrado, ndo existem variacdes espaciais nos valores das variaveis
do processo, ou essas variacdes sao despreziveis. Uma variavel se concentra em um unico
valor ao longo do espaco.

Em um sistema distribuido, existem variacdes espaciais nos valores das variaveis do
processo. Uma variavel se distribui em valores ao longo do espaco.

Arquétipos desses sistemas:

y(x1) # y(x2)

y(x1) = y(x2)

O PFR (ideal)
O CSTR (ideal)



Exemplo: o estagio de equilibrio em uma coluna de destilacédo, extracdo e processos similares:

Liquid fl
TR Py Liquid flow Vapor flow

I

Vapor flow Liquid flow H
(a)
Vapor flow Liquid flow
(b)

Figure 3.1-1 Comparison of lumped and distributed-parameter visualization of a distillation
tray. (a) Actual plate with complex flow patterns and resulting variation in properties from point to
point; distributed parameter. (b) Idealized equilibrium stage ignoring all internal variations; lumped
parameter.



Exemplo:

tanque de mistura para mistura de fluidos ou para rea¢des quimicas

Flow in Flow in

Some fiuid not
thoroughly
mixed

Flow out

U . i\
Tl g

Flow out

Uniform e

7
=
composition K‘ k> >

Some fluid
trapped in
corners and
behind baffles
(a) -(b)

FIGURE 3.1-2 Lumped-parameter versus distributed-parameter-analysis of mixing. (@) Actual mixing
tank with variations in concentration from point to point; distributed parameter. (b) Idealized
mixing tank with fluid assumed uniform in composition throughout; lumped parameter.



Exemplo: Reacdo quimica em um tubo

Velocity ._t_. Axial and

|
II |‘=) crofile radial Concentration -
n I ; dispersion profile Temp. LI
,:” coefficients profile
vary with
i:') s radius

=——=  Axial and
radial
dispersion
coefficients
—  constant

Flat "_I_‘
L<— velocity
profile ‘

Only Concentration Temp.
e axial L« profile | profile
dispersion flat flat

- considered

o TR
NERY
!

T

=

ERRE

N
1

No dispersion
in axial
direction

All internal variations ignored

anir
v\fvv

Ficure E3.2-1 Physical situation corresponding to equations in Table 3.2-2.

Himmelblau, Process Analysis and Simulation — Deterministic Systems



TaBLE E3.2-1 MODELS USED TO DESCRIBE A TUBULAR CHEMICAL REACTOR WITH STEADY-STATE
TURBULENT FLOW?

A+ B+ +—>R+S5+---
Form of Balance Relation Boundary Conditions

1. Multiple gradient, with velocity profile and radially variable axial and radial dispersion
coefficients.

1

de - g2 dey (0,
w0 = DO + HE B E) + R wleeo = 00,0 — D) 28D
%(L H=0
aey
2 (0 =0
”C' % (2 R) = 0
8T _ p T  1{8 . . 0T N k(r) 8T (0, 1)
Gl & = RO ST + (£ B0 o) + ABR. 00T, = 00, r) - B LD
eT .
5 (L, J‘) =0
eT
>y (z,0) = 0
oT U
aF (z, R) = e [Ts — T(z, R)]
2. Multiple gradient, with velocity profile and constant axial and radial dispersion coefficients.
de o2¢, D de
uz(r) et 2322t b rR ar ( arl) i By~ D.
Same form as in 1 with
ary . 0T kR eT = -
pcp[ug(r)g] ~hET 52 L ( D) v an, k() — ks
3. Multiple gradient, with constant velocity. .
a a2
Uaa_Cl = ﬁ[_g‘z% + I?f ( zi‘) + R va(r) — 02
Same form as in 2 with D,— D,"
aT - (OST L 6 oT a =
Pc[ —z:l=k;,;z—2+ r"ar( )+AHR,, k:— ky
4. Multiple gradient, ignoring radial gradients.
d. d? de; (0
vz FC; D, Fg‘ + R v.60 = v:0(0) — D, C;ZE )
d“ ‘(1) =0 ‘
aT o 2T k., dT (0
pc,,[vz EE’] = ki + AHR, + ut < (T — 1) 0Ty = v,T(0) — P—C"p—}
dT (L) _
dz 9
5. Maximum gradient, ignoring all dispersion.
d
L = R 0 = C,(O)
dT P
pCs|v: 7= | = +AH.Ry + U (Ts = T) T, = T(0)

6. Macroscopic material and heat balances assurnmg conversion known.
A(eip2S) = RiavVier

A(PCFTUZS) = +AHer.auVLm + UA;QL(TS = T) None




» Estacionarios x Dinamicos

Modelos estacionarios:

v Taxas de acumulo nos varios balangos de interesse sao iguais a zero;
v" Historicamente, as técnicas classicas de projeto em EQ para operacdes
unitarias, reatores quimicos etc. lidaram quase inteiramente com operacdes em

estado estacionario;

Modelos dinamicos:

v" Quando controle de processos se tornou amplamente considerado, observou-se
gue a operacao em regime transiente deveria receber mais importancia;

v Projetar a planta em EE e, entdo, adicionar os sistemas de controle foram
consideradas praticas inadequadas;

v Assim, tanto as unidades quanto o controle deveriam ser projetados

simultaneamente.

2
D@ C—Véc—kC
822 0z

oC

C(0.2)=Co(2), CLO=Co(H). 0

z=L



Classificacdo de modelos fenomenologicos quanto a estrutura matematica:

Tipo de equacgbes

Caso em que se aplica

Equacbes algébricas

modelo estacionario de sistemas concentrados

Equacdes diferenciais ordinarias (1) modelo dindmico de sistemas concentrados — problemas de
condicao inicial;

(2) modelo estacionario de sistemas distribuidos em apenas uma
direcdo espacial — problemas de valores no contorno;

(3) modelo dinamico de sistemas distribuidos apés processo de
discretizacdo nas dire¢cdes espacias — problemas de condicdes
iniciais.

Equacdes diferenciais parciais (1) modelo estacionario de sistemas distribuidos em mais de uma
variavel espacial;

(2) modelo dindmico de sistemas distribuidos.

Equacdes de diferencas (1) modelo estacionério de sistemas em estagios;

(2) modelo estacionario de sistemas distribuidos apds processo de

discretizacao nas direcdes espaciais.
Equacdes diferenciais de diferencas (1) modelo dindmico de sistemas em estagios;

(2) modelo dindmico de sistemas distribuidos apds processo de
discretizacéo nas direcdes espaciais;

(3) modelo dindmico de sistemas de polimerizacdo com balancos de

todas as espécies poliméricas envolvidas (dimenséo infinita).




Classificacdo de modelos fenomenologicos quanto a estrutura matematica:

EquacOes Algébricas  EquacOes Integrais  Equagoes Diferenciais Equacoes de Diferenca

(estado estacionario, (sistemas continuos) (sistemas continuos) (sistemas discretos,
sistema concentrado) estado estacionario)
I
I 1

Equacdes Difelrenciais Parciais Equacdes Diferelnciais Ordinéarias

| | | | Eq. de Diferenca
Unidimensional
(conexao
unidimensional
de sub-sistemas

Estado estacionario Estado transiente Estado estacionario Estado transiente
(sistema distribuido) (sistema distribuido) (sistema distribuido) (sistema concentrado)

concentrados)
Equacdes Diferenciais Egs. de Diferenca
e de Diferenca Multidimensionais
(qualquer tipo de conexao (mais de uma
de sistemas concentrados conexao
ou distribuidos ou em unidimensional
regime transiente) de sub-sistemas
concentrados)

Himmelblau, Process Analysis by Statistical Methods, 1969.



Equacdes Constitutivas

Sao equacdes auxiliares que completam o modelo matematico fornecendo relagdes entre as suas
variaveis.

Exemplos:
a
« Equac6es de estado: Pv =RT [P + —ZJ (v—b)=RT
\Y
T a0: = 2
« Taxas de reacao: rn = —-KCaCpg
* Relacbes de equilibrio: Yi = KiXi
- Taxas de transferéncia de calor: Q =UAAT
APy,

« Fluxo através de vélvulas: F=Cyf(x),[—"



Exemplos de Modelos de Processos

Modelagem Matematica do CSTR Nao Isotérmico

* O processo:

alimentacgéo

» produtos

vaso de

reacao
alimentacao . _/ saida
liquido Ve liquido

refrigerante liquido refrigerante refrigerante



Modelagem Matematica do CSTR Nao Isotérmico

 Hipoteses simplificadoras:

HO: Hipdtese fundamental que agrega a aplicabilidade de todas as leis fisicas, como a
conservacao da massa e energia ou a lei de Fourier para a conducéao de calor.

H1: A mistura € perfeita, de modo que as concentracdes C;, a temperatura da reacdo T e T;, a
temperatura da camisa de resfriamento, sao todas independentes da posi¢cdo, embora possam
ser fungcdo do tempo. Os volumes V e V., sdo constantes, como também as vazdes
volumétricas g; e a temperatura das correntes de alimentacao, Ty. O trabalho realizado pelas
palhetas de agitacao pode ser ignorado.

H2: A taxa de reacdo é uma funcéo r(C,,...,C,,T) de modo que a taxa de variagdo no numero de
moles de A;, por unidade de volume, devido apenas a reagao quimica, € ojr.

H3: A transferéncia de calor para os lados interno e externo da parede do reator, sendo as
temperaturas de superficie denotadas por T, e T,, respectivamente, pode ser descrita por
coeficientes de transferéncia h; e h,, de modo que o calor transferido por unidade de area é
dado por h(T-T;) e h,(T,-T.), respectivamente.

H4: A capacidade calorifica da mistura reacional ndo varia significativamente.

H5: O sistema estd em estado estacionario.

H6: A curvatura da parede é desprezivel e suas quinas podem ser ignoradas.

H7: A condutividade térmica da parede é extremamente elevada.

H8: A capacidade calorifica da parede € desprezivel.

H9: A resposta da camisa de resfriamento € virtualmente instantanea.

H10: Areacao é de primeira ordem e irreversivel como relacdo ao componente-chave.




Modelagem Matematica do CSTR Nao Isotérmico

* Areacao:

‘0‘1‘ Ap+-+ ‘ar‘Ar —> O Arpg +oH0gAg

aj = coeficiente estequiométrico de A; (>0 para produto, <0 para reagente)

« Consideremos A; o componente-chave ou reagente limitante:

r(Cyq,...,Cq,T) =taxa de reagdo do componente-chave com |o,|=1

Logo: rj = ocjr(Cl,...,CS,T) para j=1,...,S.

H2: Ataxa de reacdo é uma funcéo r(C,,...,C,,T) de modo que a taxa de variagdo no numero de
moles de A;, por unidade de volume, devido apenas a reacao quimica, € oyr.




Modelagem Matematica do CSTR Nao Isotérmico

@
oI
Q
Q)
)

e
(@)
=]
Q)
—_—
(@}
Q)
T
v

T
T
C
T

-

Taxa de acumulo

de mols de Aj

no reator

dC;

N

PV el o Va0

Taxa de
alimentacao
de Aj

V

-

retirada

de Aj

Taxa de

aah

J

Vd—tJ = CIij _qu -I—OLJ'VI’(C]_,...,CS,T)

Taxa de formacéao

ou consumo de
Aj por reagao

VT

J

HO: Hipdtese fundamental que agrega a aplicabilidade de todas as leis fisicas, como a

conservacao da massa e energia ou a lei de Fourier para a conducgao de calor.

H1: A mistura € perfeita, de modo que as concentracdes C;, a temperatura da reacao T e T, a
temperatura da camisa de resfriamento, sdo todas independentes da posicao, embora possam
ser fungcdo do tempo. Os volumes V e V., sdo constantes, como também as vazdes
volumetricas g; e a temperatura das correntes de alimentacdo, Ty. O trabalho realizado pelas

palhetas de agitacao pode ser ignorado.




Modelagem Matematica do CSTR Nao Isotérmico

» Balanco de energia da mistura reacional:

d S S S
Vajglcj'hj = qjglcjfhjf —qglcj'hj — Ah(T—TC)

h; = entalpia por mol da espécie |



* Rearranjos:

= C]ij —CICJ' +OLjVY(C1,...,CS,T)

C
——C]Cth CICh +OcjthI’(Cl,...,CS,T)

S
th + Vr(Cl,...,CS,T)gaJ‘hj
J:

V ZCJhJ—qZC h qZCh—Ah(T T)

dtjs -1 =1
S dehj S

vy — - =ax Cph; qZCh ~Ah(T-T,)
j=1 =1 =1

. C. S
) )
— V2GSV M- =0 Cyhip —a Y Cihj - Ah(T-Te)

t j=1



s dh s s
VE‘led—tJ = qjgl(:jf(hjf —hj)—[j;locjthVI’(Cl,...,CS,T)— Ah(T—TC)

e Agora vejam:

S
Z ocjhj = variacao de entalpia devido a reacdo quimica (AH)
j=1



* Mais:

|—> Capacidade calorifica volumétrica
meédia da mistura

* Agora vejam:

S S
ay. Cj (hyr —hj) = q[ZijijJ(Tf ~T)=0qCp(T; - T)
j=1 j=1

H4: A capacidade calorifica da mistura reacional ndo varia significativamente.




* VVoltando, ent&o, ao balanco de energia:

s dh: S S
VZ Cj d—tJ = qz ij(hjf hJ)LZ OLjthVI’(Cl,...,CS,T) Ah(T _TC)
=1 =1 =1
L. A+
— qCp(T; - T)
dT
L . Cp—
Pt
G~ dT N o o
vcpa =qCp(T¢ —T)+(-AH)Vr(Cy,...,Cs, T) - AR(T-T,)
( taxade | ([calor adicionado] (calorretirado] (calor | |  calor
acumulo através da através da N gerado removido pela
X > = < > —< > T > — <
de energia corrente corrente pela camisa de
| noreator | | dealimentagdo| | desaida | |(reagdo] | resfriamento |




» Balanco de energia para a camisa de resfriamento:

dT,
VeCpe d—tc = 0cCpc (Tef — T )+ AR(T-T¢)

 Portanto, até aqui o modelo & o seguinte:

( dc;
] :
V— = quf —qu +ochr(C1,...,CS,T) ]=1,---,s
dt
dT
< VCpE:qCp(Tf —T)+(—AH)Vr(C1,...,CS,T)—Ah(T—TC)
dT,
VeCpe gt 0cCPc (Tef —Te )+ An(T-T)

\

(s+2) EDOs acopladas; fenomenologico, deterministico, dinamico,
concentrado, potencialmente néo-linear.



* O modelo estacionario:

O=C|ij—CICJ'+OLJ'VI’(C1,...,CS,T) j:l,--°,S

{ 0=qCp(T; = T)+(~AH)VK(Cy,...,Cs, T)— AN(T = T¢,) [:EJ

0=0cCpc (Tef —Te )+ AR(T-T¢)

(s+2) equacdes algébricas acopladas; fenomenoldgico, deterministico,
estacionario, concentrado, potencialmente nao-linear.

H5: O sistema esta em estado estacionario.




