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* Modelo dinamico para o CSTR:

A

[

\

dC;
vd—tJ =qCjt —qCj+oVr(Cy,....Cq, T)  j=1,-,5
dT
VCpE =gCp(T¢ —T)+(-AH) Vr(Cy,...,Cs, T) - AR(T-T,)
dTe
VceCpe gt 0cCPc (Tef —Te )+ An(T-T)

(s+2) EDOs acopladas; fenomenolégico, deterministico, dinamico, concentrado,
potencialmente nao-linear.

HO: Hipotese fundamental que agrega a aplicabilidade de todas as leis fisicas, como a
conservacao da massa e energia ou a lei de Fourier para a conducao de calor.

H1: A mistura € perfeita, de modo que as concentragdes C, a temperaturadareagdo Te T, a
temperatura da camisa de resfriamento, séo todas independentes da posi¢cdo, embora possam
ser fungdo do tempo. Os volumes V e V. sdo constantes, como também as vazbes
volumeétricas g; e a temperatura das correntes de alimentagao, Ty. O trabalho realizado pelas
palhetas de agitacdo pode ser ignorado.

H2: A taxa de reagéo é uma fungéao r(C,,...,C_,T) de modo que a taxa de variagdo no numero de
moles de A;, por unidade de volume, devido apenas a reacao quimica, € ojr.

H3: A transferéncia de calor para os lados interno e externo da parede do reator, sendo as
temperaturas de superficie denotadas por T, e T,, respectivamente, pode ser descrita por
coeficientes de transferéncia h; e h,, de modo que o calor transferido por unidade de area é
dado por h(T-T;)) e h,(T,-T.), respectivamente.

H4: A capacidade calorifica da mistura reacional n&o varia significativamente.




O modelo estacionario:

O=C|ij—CICJ'+OLJ'VI’(C1,...,CS,T) j:l,--°,S

{ 0=qCp(T; = T)+(~AH)VK(Cy,...,Cs, T)— AR(T = T¢,) [:ﬁj

0=0cCpc (Tef —Te )+ An(T-T;)

(s+2) equacdes algébricas acopladas; fenomenoldgico, deterministico,
estacionario, concentrado, potencialmente nao-linear.

H5: O sistema esta em estado estacionario.




 Voltando ao modelo dindmico:

/
de .

?TI = qCp (T = T) +(-AH) Vr(Cy,...,Cs, T) — AR (T - T¢)

dT,
\ =0cCpc (ch _Tc)"'Ah(T_Tc)

E se V.Cp, << VCp?
dT, dT
V-Cp il 03 << VCp—
cvYMc dt M dt

dT
Ou, em termos apenas relativos: VceCpc d—tc ~ 0

Hipotese do quase- ou pseudo-estado estacionario. Nesse caso para a camisal

H9: A resposta da camisa de resfriamento é virtualmente instantanea.




» Considerando ainda H10:
r=k(T)Cq ou simplesmente r=k(T)C

De modo que, em termos do componente-chave:

.
Vd—C =qC; —qC - VK(T)C
) dt

vep T =aCp(Ty ~T) + (-AH)VK(TIC - AT~ T )

Rigorosamente,
Com: E deveriamos escrever aqui
K(T) =kge RT outro coeficiente h!

\

H10: Areacéo € de primeira ordem e irreversivel como relacdo ao componente-chave.




Modelagem Matematica do CSTR Nao Isotérmico

 Hipoteses simplificadoras:

HO: Hipdtese fundamental que agrega a aplicabilidade de todas as leis fisicas, como a
conservacao da massa e energia ou a lei de Fourier para a conducé&o de calor.

H1: A mistura € perfeita, de modo que as concentracdes C;, a temperatura da reacdo T e T;, a
temperatura da camisa de resfriamento, sao todas independentes da posi¢cao, embora possam
ser fungcdo do tempo. Os volumes V e V., sdo constantes, como também as vazdes
volumétricas ; e a temperatura das correntes de alimentacao, Ty. O trabalho realizado pelas
palhetas de agitacao pode ser ignorado.

H2: A taxa de reacdo é uma funcéo r(C,,...,C,,T) de modo que a taxa de variagdo no numero de
moles de A;, por unidade de volume, devido apenas a reagao quimica, € ojr.

H3: A transferéncia de calor para os lados interno e externo da parede do reator, sendo as
temperaturas de superficie denotadas por T, e T,, respectivamente, pode ser descrita por
coeficientes de transferéncia h, e h,, de modo que o calor transferido por unidade de area é
dado por h(T-T;) e h,(T,-T.), respectivamente.

H4: A capacidade calorifica da mistura reacional ndo varia significativamente.

H5: O sistema estd em estado estacionario.

H6: A curvatura da parede é desprezivel e suas quinas podem ser ignoradas.

H7: A condutividade térmica da parede é extremamente elevada.

H8: A capacidade calorifica da parede é desprezivel.

H9: A resposta da camisa de resfriamento € virtualmente instantanea.

H10: Areacao é de primeira ordem e irreversivel como relacdo ao componente-chave.




Analise Estacionaria do CSTR Nao Isotérmico

Em estado estacionario (EE):

( E

0 =qCr —qCgg — Vkoe " 'EECgg

E
0 =qCp(Ts - Teg ) +(~AH) Vkge R1ee Cep — AR(Teg - Tc)

\

Do balanco de massa:




* Do balanco de energia:
_E
0= qCp(Tf —TEE)+(—AH)Vkoe RTEE CEE — Ah(TEE _TC)

E
RT
9Cp(TEE —Tf)+ Ah (TEE _Tsz = (—AH)Vkoe EE CEE,
Qr Qg
Calor removido devido ao Calor gerado devido a reacao
escoamento e a troca térmica guimica

Vejamos: Qr =9Cp(Tge — Tf) + Ah(Tge - T¢)

QR =(qCp + Ah)Tgg —(qCpT; + AhT)

inclinacdo = qCp+ Ah
intersecéo = qCpTs + AhT,



E E

Mais: QG = (—AH)Vkoe RTEE CEE |:> Op = (—AH)V qukOe

Inclinagdo maxima de Qg

~




Sensibilidade do EE:

A

: inclinagdo maxima de Qg
| menor que
| inclinagcao de Qg

A 4



Efeito da inclinacdo méaxima de Qg:

inclinagdo maxima de Qg
maior que
inclinagcao de Qg

v



Multiplos estados estacionarios no CSTR:

TEE 3

TEE 2

TEE 1



Voltando a equacédo do balanco de energia:
E

qCp(Teg - T; )+ Ah(Tee - Te ) = (—AH) Vkge RTEECeg

Vamos eleger T, como parametro de interesse:

E
ke RTEE
T _ 1, 9Cp(Tee —T¢) - (-AH)Vkoe ™= Cge
c = EE T An
Multiplicidade de
estados estacionarios
TEE TC TEE

v




4

em varia...
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Quando um segundo parametro tamb



Um Modelo Distribuido: O PFR Isotérmico com Dispersao Axial

C=C(t,z)

N <

—_— z=a Az
z=0 z=L

Balanco molar do reagente limitante em V

(Taxa de variagao| [ Taxa de geracéo ou |

, Taxa molar
de numerode ;=< . + < consumo de mols por
liquida em V

N
VvV~

mols em V reacao quimica

~ P4 ~ P4

Acumulo molar no volume de controle V:

(Taxa de variacéo| ) 5 b
de nimero de >=amc(t,z)dv=Aajc(t,z)dz
mols em V \ a

-




Fluxos molares em V:

Taxa molar oC(t,z)
=F|,_, =VvzAC(ta)-AD

entrando em V (z=a) oz |,_,

{ Taxa molar } _ F‘z:b v, AC(tb)~ AD oC(t,z)

deixando V (z=Db) 0z b

Taxa molar _E - __(E -
liquidaem V| ‘ZZa - ‘Z=b - _( ‘Z=b - ‘Zza)

oC(t,2)
0z

] ) [vac(t,z) _AD acégi'z)j

1
a)

_{szAc(t,z) AD—"/
- ?;(VZAC t,2) _apt2) Z)]dz

0z
) A?{VZ ac@(t,z) Dazc(t,z)}dz

VA 072



Geracao por reacao quimica em V.

[ Taxa de geracéo ou |

Voltando ao balanco molarem V...

(Taxa de variagao|
de nimero de ;=

N

Taxa molar
liquida em V

mols em v

<

g

b
jconsumo de mols por ¢ = A[r(t,z)dz
reacao quimica a

[ Taxa de geracéo ou |
consumo de mols por

VvV~

reacao quimica

2
Da C(t,z)

Logo: b b( oC(t,2)
VZ

a

b
dz+Alr(t,z)dz
822 J '[ ( )



Agora, observem que:

b 2
A, etz pofea) o,
ot 2 oz 572

Como as fronteiras do volume de controle V foram escolhidas de modo arbitrario

e o integrando é continuo, o integrando deve se anular em qualquer ponto do
reator:

2
oC(t,z) ‘v, oC(t,z) b 0°C(t,2) r(t2)=0
ot 0Z 822

Modelo de dispersao axial classico unidimensional utilizado
para descrever o escoamento com rea¢cao quimica em
reatores tubulares

Precisamos de condi¢coes de contorno!



CondicOes de contorno para o reator com dispersao axial::

»

 — —>

»
>

+—>

»

+“—>

vVVyyYvVYY

vVVvyyVYY

»
4+—>

z=L

N
1t
o

Adveccao Reacao + Adveccao
+ Difusao/Disperséao

CC na entrada: v,ACt(t) = v,AC(1,0)-AD

D oC(t,z)
Vz

C(t,O)— = C¢(t)

z=0

D dC(t,z)

CC na saida: C(t |_) _
v, dz

z=L

oC(t,z)
oz

Adveccao

z=0

= Csaida(t)



D oC(t,z)

‘ = Csaida(t)

Vamos analisar a CC na saida: C(tL)- -
VZ oz |Z=L
Intuicao de Danckwerts (1953) e deducaede Langmiur (1908) (reator tubular recheado):
(%)
[ oC(t,z

.9 _@ Se ( ) <0 = Cgzida > C(t,L)

& 5 #

(7]

& O | _

O O Se oC(t,2) 50 = C(t2) passaria por um minimo no reator,
§ oz |, "’ pois durante o consumo é negativo

Logo, as condicdes de contorno neste caso sao:

oC(t,
C(,0)- b oc(t2) =Ct(1) .
Vz 7=0 Condicdes de
aC(t,z) contor_no de I_Danckwerts (1953),
p =0 Ou mais precisamente,
z=L de Langmuir (1908)




Modelo na forma final:

2
oC(t,z) ‘v, oC(t,z) b 0°C(t,2) “r(t2)=0
ot 0Z 822

C(O’ Z) = Cinicial(2)

D dC(t,z)
v, dz

C(t,0)- = C¢(t)

z=0

D dC(tz)

=0
v, dz

z=L

1 EDP + condicdes de contorno; fenomenologico,

deterministico, dinamico, distribuido, potencialmente nao-
linear.



-,
Ferramentas
de Analise
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1) Notacgao vetorial

» Consideremos a reacdo A + 2B — P ocorrendo em um CSTR isotérmico:

dC

d_tA =FeCpe —FsCa +Vra  com Cp(0)=Cag
Vdd% =F.Cge —FCg +VIg com Cg(0)=Cpgq

dC

d_tP =FoCpe —FsCp +VIp  com Cp(0) =Cpg

EquacdOes de taxa de reacao:

rA = _kCACB
rB = _ZkCACB
rp = kCACB



* Definimos 0s seguintes vetores:

(Chp | Che | (CaQ | |
C=\Cpg Ce=1Cre| Cp=|Cpgp r=
| Cp | | Cpe | Cpo i

Assim, na forma matricial (compacta), o sistema fica:

dC R

— = Ce—F—SC+r
dt Vv vV

Se definirmos, ainda: f = F_ece _F_Sc 4r
\Y Vv

Podemos simplificar ainda mais a notac&o e escrever:

% =f(C) com C(0)=Cj




2) Linearizagcao de Fungoes
Consideremos, inicialmente, um modelo dinamico escalar:

dx(t)
dt

= f(x(t))

Vamos realizar a linearizacdo em torno de uma solucao estacionaria do sistema

dinamico, digamos, x*. Para isso, expandimos a funcao f em uma série de Taylor
em torno de x*;

2
(x—x*)+}ﬂ (x—x*)2+...

L ar
X=X* 2 dX2

f(x)="F(x*) i

X=X*
T.0.S.

Como x* € uma solucao estacionaria do sistema, temos que f(x*)=0. Para
linearizarmos a funcao f, desprezamos os termos de ordem superior:




J= df J € chamada de jacobiana da funcéo f;
dx J* & J calculada em x*.

Logo, na forma linearizada, o sistema fica:

dx
— =J*(X—X*
" ( )
Observe: d(x — x*) dy
bl S _y* DA
dt (x=x) — at Y
variavel

desvio U

y(t) = yo exp(J*t)



Exemplo: Tangue com valvula de saida

Fe’pe




Exemplo: Tangue com valvula de saida

O modelo matematico: A%ﬁ-c h(t) =Fe (1)

2
Solugdo estacionaria: o —Byx(t)=0 C=p x*= O‘_Z
p
_Fe _c
o =-r B= X
Jacobiana: j-dr_ B 1 —> po_b 1 :_ﬁ
| dx  24x 2Jx*  2a
2 2
O modelo linearizado: dx(t) = —B—(x(t) —a—) = flinear (X)
dt 20 BZ

Como estudo de caso, consideremos a=1 e =1/2: x*=4



f(h)

nao linear
linear

10



nao linear
— - linear

40




Consideremos, agora, o caso multidimensional, isto €, x*eR":

f(x):f(x*)+8—f (x—x*)+T.O.S.
OX |y —x*
onde:
o h
o le 8Xn
A_g=| + . maitriz jacobiana
OX :> do sistema
8x1 5Xn
. d(x — x*) " dy
Temos, entao: —=J*(x—x ) — =J*
dt m— R

com y(0) =x(0)—x*

Observem que J* € uma matriz cheia...



A =PAP~!
onde: M O 0
. 0 Ao 0
A =diag(Aq,A9,...,AQ) =
0 O A

sendo 2, i=1,..., n 0s valores caracteristicos (distintos) de J*, calculados a partir
de:

det(J* —M) -0

gue resulta em um polinbmio de grau n em A. Para cada valor caracteristico
existe um vetor caracteristico v, de modo que:

J*Vi = AV 1=1,..., n,



As colunas da matriz P sdo compostas pelos vetores caracteristicos da matriz
jacobiana.

Utilizando a decomposicéo proposta, podemos reescrever o sistema como:

dy oap-
Olt_P/\Ply

Pré-multiplicando a equacao acima pro P

_Zl(t)_ MO 0 _Zl(t)_ % g

dz d | z2(t) 0 2o 0 || zo(b) da !

— = A — = . .

i = 0 0 - o : | T comzo)=z
zp(t)] L0 O M) Zp(t) para i=1,...,n




Logo: zi(t):zioekit para i=1,...,n

Assim, percebemos que a estabilidade local da solucao estacionaria do sistema
dinamico (z=0 ou y=0 ou x=x*) €& determinada pela natureza dos valores
caracteristicos da matriz jacobiana calculada no ponto de equilibrio

A natureza dos A;:
Se: A;<0 parai=1,...,n — tow = X-ox*
Se: 3k/i >0 parak=l,...n =—=> t—>wo = x se afastade x*

Se: A=oazxpi —> modos oscilatérios séo observados
nas respostas dinamicas



