Universidade Federal do Rio de Janeiro
COPPE — Programa de Engenharia Quimica

COQ 790 — ANALISE DE SISTEMAS DA
ENGENHARIA QUIMICA

AULA 5:

Representacoes Entrada-Saida e o Dominio
Transformado; Transformada de Laplace;
Perturbacoes Tipicas

2014/1



Representacdes Entrada-Saida e o Dominio Transformado

Vimos, até aqui, que:

* Podemos fazer uso de modelos matematicos para representar processos
fisico-quimico-biologicos reais;

* Modelos dinamicos d&o origem a equacdes ou sistemas de equacoes
diferenciais ordinarias ou algébrico-diferenciais;

» Ha variaveis nos modelos que podem ser usadas para estimular o sistema
dinamico respectivo;

* Os modelos matematicos nao lineares podem ser linearizados em torno de
pontos de referéncia especiais, geralmente os estados estacionarios.

Uma representacao entrada/saida pode ser ilustrada como:

u( fSistema Dinémicow y(®

BT

v




Como u(t) pode perturbar a saida y(t)?
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Com que intensidade (quanto) e de que forma (como) um sistema responde a
uma mudanca na variavel de entrada depende da natureza dessa perturbacao e
também da natureza intrinseca do processo!

A esséncia da analise dindmica pode ser assim colocada:

Dada uma forma de representacdo matematica do processo, investiguem-se as
respostas do mesmo a varios tipos de perturbacoes. Isto €, dado um modelo de
processo, encontre y(t) como funcéo de perturbacdes u(t).

Como representar a saida, y(t), como funcéo da u(t)?
Analisar no dominio do tempo é a melhor maneira? Ha alternativas?




Sistemas lineares com tempo continuo podem ser representados nas seguintes
formas:

Representagdo em espaco

de estados
(dominio temporal)
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dx(t)

= ax(t) + bu(t)

y(t) = cx(t)
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Y(s) = G(s)U(s)

7 Resposta no
Laplace dominio de Laplace

~

— Fourrier —— {Y(j(o) = G(jco)U(jw)]

Resposta no
dominio de frequéncia

Impulso

\

t
y(t) = [g(t - t)u(r)dt
0

Resposta a partir da
integral de convolucao




Interrelacdes entre as formas de representar o modelo dinamico do processo:
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Resposta Impulsional — Integral de Convolucéo

dx(tt) — ax(t) + bu(t)

y(t) = cx(t)
N /

Solucao analitica:

ax(t) = ax(t) X(1) = Xg gl e & ax(t = e_atax(t) + e_atbu(t)

dt dt

ol[e—at x(t)}

t
— e 3 py(t) e @ x(t) = xg + [€ @ bu(t)dt

0

t t
x(t) = xg €3t + [ €3V by(r)dr y(t) = cxg €3t + [c 3"V by(r)dr
0 0

Sistema com

t t t
condicéo inicial Xg=0 y(t)=|Jc e2(t7) bu(t)dt = | g(t - t)u(t)dt = [ g(t)u(t — t)dr
0 0

0




Resposta Impulsional — Integral de Convolucéo
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Aproximando u(t) por uma série
de fungdes pulso unitario J,(t):
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Resposta Impulsional — Integral de Convolucéo

uit) ¥it)
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y(t)=H {Z 5, (t—t) u(t,) At}

|=—00

Sendo H[:] um operador linear, ~ N H it AW
vale o principio da superposicéo: y(t)= i;@ [8A (t t')] u(t;) At

_ Oparat=t . _

lims, (t—t.)=8(t-1) = Funcéao Delta de Dirac
A0 A ! coparat=rt

y(t) = j H[8(t—7)]u(x)de

—0o0

Para sinais nulos parat<Oe { i
sabendo que sistemas reais nao t :.[H Stt=)u(xt drzj t—oul(t)dt
respondem antes do sinal entrar y(t) . [ ( )] ( ) 0 9( ) ( )

(sistema causal ou realizavel):




Resposta Impulsional — Integral de Convolucéo

Para sistemas multivariaveis:
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_gll(t_r) glm(t_f)_

y =] G(t-7)u(x) dv G(t-1) =

C)'—'c—r

Via solucao analitica:

dx(t)
~o = Ax()+Bu() S0 = j CeAIB () de :j G(t=1)u(x) de
y(t) = Cx(t) B 0 Bl 0



Resposta Impulsional Discreta — Soma de Convolucéao
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y(K) = H{i 5; (k) u(i)} Operador linear:  Y(K) = i H[3; (k)] u(i)

Para sinais nulos parai<0e K K

sabendo que sistemas reais nao k) = Zh k-i) u(i) = Zh 1) u(k-i
respondem antes do sinal entrar y( ) = ( ) ( ) = ( ) ( )
(sistema causal ou realizavel): = .




A Transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma funcao f(t) € definida por:

F(s) = [ f(t) e~S'dt
0

F(s) =L[f(t)]

&

Dominio temporal Dominio transformado
t éreal S € complexo




Algumas propriedades da transformada de Laplace:

* F(s) contém informacéo sobre o comportamento apenas para t>0;

A transformada de Laplace é uma operacéo linear;
* Atransformada inversa:  f(t) = L_l[F(s)]
= L [eMF(siis
27 c

L, Na préatica nao calculamos a integral
acima; usamos diretamente as formulas

de inversao disponiveis, ou ainda
aplicamos a Teoria do Residuos.



* Algumas transformadas:

coswit
sinwt
cos(wt + ¢)
e~ coswt

e~ % sin wt
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w
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Algumas resultados uteis:

A transformada de derivadas de primeira ordem:

L {Lﬂ = SF(s) — f(t)_o = SF(s) — f(0)

A transformada de derivadas de ordem superior:

— sF(s) — sf(0) - f'(0)
t=0

d2f(1) df(t)
L {dtz} = s°F(s) - sf(D),_g - s

N * Em particular, quando
d>f(t) 3 2 ' . dic3o inicial
L | = s°F(s) - s“f(0) — sf'(0) — f"(0) a condicao inicial e
| dt? todas suas derivadas
forem iguais a zero,
obtemos:

L 9O | anegs) - s 0y - s"2(0) - ... - 10D gy

- dt" i
df(t) | _ «n
-1 L - s"F
_sTR(s)- 3 KK o) { dt" } sTHE)

k=0




A transformada de integrais:
t 1
| [f(E)dE |=ZF(s)
] S

 As propriedades de deslocamento (shift) da transformada de Laplace:

a) Deslocamento em s

Se L[f(t)]=F(s), entdo: L [eatf(t)} =F(s-a)
Assim: L2[F(s-a)] = e?(t)
a) Deslocamento em t

Se L[f(t)]=F(s), ) f(t f(ta

entao: L[f(t-a)] = e °F(s)

v



 Aplicacao na solucao de equacdes diferenciais:

1 - P . 1 - - - - ~ ]

Consideremos o problema de encontrar a solucao da equacao
z;( ) 4+ y(t) = Ku(t)
com y(0)=0 e u(t)=1.

Apos a aplicacéo da transformada de Laplace em ambos os lados, obtemos:

K K K

T

Y(s) =

ApoOs a aplicacéo da transformada inversa de
Laplace em ambos os lados, obtemos:

y(t) =K —Ke YT =k (1-e 7
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Funcdes Perturbadoras Tipicas e suas Transformadas de Laplace

* A funcéo degrau ideal:

A

0 t<O
u(t) =
A t>0

0 t<0

Emt de H(t): H(t) =
m termos de H(t): H(t) {1;t20

u(t) = AH(t)

v

H(t) € chamada de funcéo de Heaviside

A transformada de Laplace da funcao degrau € dada por:

U(s) =L [u®] = %



A funcéao pulso retangular ideal:

4 0; t<O
A~ uit)=<A; 0<t<b
0, t>b

Em termos de H(t):

u(t) = A[H(t) —H(t—b)]

v

0O b t

0 t<b

Com: H(t-b)=
1, t>b

A transformada de Laplace da funcao pulso ideal € dada por:

U(s) = %(1— e_bs)



* A funcao impulso:

A

u(t) = Ad(t)
" Area = 1 o(t) € chamada de “funcdo” Delta de Dirac:
; 1=0
5(t) =1
0 0; para outro t qualquer
0 .
0 tE . Propriedades da funcéo impulso:
Com: [ sdt=[smdt=1 | Laoimp
—0 —< E t0+8
1) 8(t —to)f(t)dt = f(t
A transformada de Laplace da i i J_g 0)i(V) (fo)
funcao pulso ideal € dada por: 0
dH(t)

U(s) =L[AS(t)] = A 2) e 5(t)



* A funcao rampa ideal:

A

0 t<O
u(t) =
At: O<t

u(t)

Observe que essa funcéo pode ser
obtida a partir da integracao da funcéo
degrau de magnitude A.

inclinacdo = A

v

A transformada de Laplace da funcao rampa ideal € dada por:

U(s) =L [u()] = s%



* A funcéo senoidal ideal:

A

+A-

v

0 o 2nlo ‘

0} t<0
u(t)=+ .
LAsin(ot); 0<t

A transformada de Laplace da funcao senoidal ideal é dada por:

U(s) =L [u®] = 52A+‘° .
()}




Realizacao das funcdes ideais

Consideremos, como exemplo, um tanque de aguecimento, onde podemos
manipular a vazao de vapor (Q) através de uma valvula:

» Degrau: abrir a valvula de vapor uma certa percentagem em t=0 de modo que
Q mude A unidades.

* Pulso: abrir a valvula de vapor t=0, manter no novo valor por b unidades de
tempo, retornar para o valor inicial;

* Impulso: (Impossivel de se realizar) abrir totalmente a valvula de vapor em
t=0 e retornar imediatamente a posicao inicial.

* Rampa: abrir gradualmente a valvula de vapor de modo que Q aumente
linearmente até que a se atinja a vazao desejada, permanecendo aberta na
nova posicao.

» Senodide: a Unica forma pratica seria conectar um gerador de ondas senoidais
a valvula da corrente de vapor, mas dinamicas de alta frequéncia podem ser
dificeis de atingir devido a dinamica da valvula.



