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Funcdes de Transferéncia & Transformada Inversa

A representacao temporal do sistema entrada/saida:
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A funcao de transferéncia representa, no dominio transformado, a relacéo entre
entrada e saida, dada em termos da razao entre as transformadas dos termos
de entrada e de saida:

Y(s) = G(s)U(s)



A dindmica de um sistema univariavel (SISO — Single Input Single Output), linear e
invariante no tempo €, genericamente, modelada por
d" d"~ d d™u d™u du
an—y+an_1 1y +...+a1—y+aoy =bn——+bm1——+...+by——+bgu
dt" dt" 1 dt dt™ dtmt dt
saida entrada

Em termos de variaveis-desvio, com o0 sistema inicialmente no estado
estacionario (condicdes iniciais nulas), transformando por Laplace, obtemos:

U(s) ans"+an.1 ST 4.+ ag s+ag

+...+ b1 s+bg

Para que corresponda a funcao de transferéncia de um sistema real é necessario
que

n=m



Para um sistema multivariavel (MIMO — Multiple Input Multiple Output) havera
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variaveis de entrada pelo numero de variaveis de saida.

Seja 0 caso 2x2, abaixo:
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Matematicamente:

Y]_(S) _ G]_]_(S) GlZ(S):|{U1(S)} ,l: Y(s) = G(s)U(s)
{Yz(s)} {621(5) Go2(s) [ U2(s)

G(s) € chamada de matriz de funcdes de transferéncia ou, simplesmente, matriz
de transferéncia.

Consideremos 0 seguinte exemplo:
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Inversao de transformadas de Laplace

O método mais popular para se determinar a funcao inversa é o da expansao
em fracoes parciais. Em geral, para os casos de interesse, as funcoes cujas
transformadas inversas se desejam calcular se apresentam na forma de um
guociente de polinbmios, como ja vimos:
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bm $™ +bm_1 s" +...+ by s+hy _ N(s)

sN+a,.1 s" 1 +...+ ap stag D(s)

Y (s)=G(s)U(s) =

Se as raizes distintas de D(s)=0 forem p4, p, ..., P,,; 0 polindmio denominador
pode ser escrito na forma fatorada:

D(s)=s"+ap.1 s"Ly .+ a; stag =(s—pp)(s—ps)--(S—pp)

Logo:

N(s)

Y(s)=G(s)U(s) = (S—p1)(S—p2)---(S—pn)




Esta equacao pode ser escrita na forma de uma expansao em fracdes parciais
gue, no caso de raizes distintas é:

Y(s)=G(s)U(s) =L A2
S—-p1 S—Ppy S—Pn

Os coeficientes A, devem ser determinados de tal forma que os dois lados da
equacao sejam iguais. Usando a propriedade de linearidade da transformada de
Laplace, a determinacdo da transformada inversa se reduz a soma das

transformadas inversas de funcdes simples:

1 B 1 1 -1 1 -1 1
y(t)=L""[G(s)U(s) | = AL (S_plj+A2L (S_p2j+--.+AnL (S_pnj

onde:

n
L_l[ 1 j:epit, =1,2,....,n = y(t)=ZAie|°it
>~h i=1

Como determinar os A;? E se os p, nao forem distintos?



» Caso 1: Raizes reais e distintas

_ i S=PON(S) _ N(pi)
A D(s) D)

- Caso 2: Raizes complexas P=a+fi e p=a-i (s—p)(s—P)=(s—a)? +p°

fracOes AL A _ astb | (s-a) | (ac+b) B
correspondentes: s—p s-p (S_a)z +BZ (S_a)z +[52 B (S_a)z +BZ
L 6?4 NG) | @aep) 1 | @B N(s)
a=_imag im =—realy Ilim =
B s—o+pi D(s) B B s—>o+pBi D(s)
Transformada inversa:
et {acos(ﬁt) + (2o +b) sen(Bt)}



e Caso 3: Raizes multiplas (raiz p com multiplicidade m)

fracdes AL . A2 ., Am
correspondentes: (s-pP) (s- p)2 (s—p)™
rSL
A = lim | SZPYN(S)
s>p|  D(s)
m—Kk s U
Ai = 1 lim d (S=P)"N(s) k=m-1m-2,...,321
(m-K)!'s>pds™*|  D(s)

Transformada inversa:

e A+ Aot + A —+ ...+ A + A
R MLm-2)" ™m-1).



» Caso 1: Raizes reais e distintas

52—5—6

Exemplo: Y(S)=
P ( ) —252—s+2

83

com p,=1, p,=-1 e p;=2

Ay lim SDN(S) _ N(D) _

1
s>1 D(s) D(1) 3-4-1

A, = lim (S+DN(s) _N(-1) 1+1-6 _ 2
s»-1 D(s) D(-1) 3+4-1 3

Ay — lim C=2N(GS)_N(2)_4-2-6__4
s»2 D(s) D(2) 12-8-1 3

n —t 2t
LY v(s)] = y=) APt =36t - 26 -4
=] 33
conferindo:

2 o« o9y o2 2
L[y()] = Y(s) = 3 2/3 4/3 3(s*-s-2)-2(s*~3s+2)/3-4(s* ~1)/3

B s°-s-6

s-1 s+1 s—-2 (s -1)(s-2)

(2 -1)(s-2)



» Caso 2: Raizes complexas

2
s(s2 +23+2)

Exemplo:  Y(s)= com p;=0, p,=-1+i e p;=-1-i.
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a=imagy lim

S Lui D(s) :imag{ 2 }zimag{—l_i} =1

—1+1

(aa.+b) _ real{-1-i} =-1

y(t)=1-e [cos(t) +sen(t)]



» Caso 3: Raizes multiplas

Exemplo: Y(s)= 1 3 com p;=0, p,=p;=p,=-1.
s(s+1)
Y(S): 1 :A0+A1+ Ao N A3

s(s+1)> s sl (s+1)?  (s+1)3

Ag = lim 01y Ag = lim
1 s—>-1

(s+1)3N(s) o
D (s) ] :




