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 Sistema do tipo Lead-Lag (Avanco-Atraso):

O sistema dinamico cuja funcao de transferéncia é dada por:

G(s):Kéerl
S+1

é chamado de sistema lead-lag. A expansao em fragdes parciais resulta em:

G(s):K§S+1:K{aO+ a }

1S+1 S+1

de modo que:

¥(5) = G(s)u(s) = | pK +(1-p)_ luts

O comportamento dindmico do sistema lead-lag é uma média ponderada do
comportamento dindmico de um sistema do tipo puro ganho e daquele de um
sistema de primeira ordem, p sendo o fator de ponderac¢ao, a razdo lead-lag.



A resposta temporal de um sistema dinamico lead-lag (ganho K, constante de
tempo 1, razao lead-lag p) a uma dada perturbacao sera dada pela
combinacao linear das respectivas respostas dos sistemas do tipo ganho

puro (ganho = K), y(t), e de primeira ordem (ganho K, constante de tempo 1),
y.(t) a essa mesa perturbacao:

Y(t) = pyq(t) + (- p)y1(t)

Exemplo:
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Resposta ao degrau de um sistema lead-/ag:

yg(t) =K e yy(t) = K(l— e—t/r)

Logo:
V() =K| p+(1-p)(1-e77)]
2 I I I I 7y gm
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Sistemas de Sequnda Ordem

Os sistemas de segunda ordem tém dois polos e sao tipicamente
representados por equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem.
Considerando o caso de sistemas de segunda ordem puros, lineares, com
coeficientes constantes e condig¢oes iniciais nulas, temos:
dy?(t) _ dy(t) dy (t)
ar, ——_—~+a;——~>+apy(t)=bpu(t) com y(0)=0¢e
2= 5 taLg +aoy(1)=bou(t) com y(0)=0e =

t=0

Usando a transformada de Laplace chegamos a fungao de transferéncia:

bg
u(s) a252 +a1S+a

A funcao de transferéncia dos sistemas de segunda ordem tem uma forma
padrao de ser escrita:

(K=G(0)=bg/ag —— Ganho estatico

G(s — K T=,/as/ag — Constante de tempo aparente
1252 + 2Cts+1 (periodo natural de oscilacao)

N

2Ct=a1/qg —— ( coeficiente de amortecimento



v 0<(<1: polos complexas

v £=1: polo real duplo, p=—
T
v ¢>1: polos reais, distintos e negativos
ti

v £=0: polo imaginario puro, p=—
T

resultando numa oscilacao permanente com periodo t; esta
é a origem do nome periodo natural de oscilacao.

Note também que:

Gs)- - K K 1 c__(P1+p2) 1
1?s? +201s+1  t2(s—py)(S—p2) JP1P2 2 \p1p2



Os sistemas de segunda ordem podem ser originados da combinacao de
sistemas de primeira ordem ou serem inerentemente de segunda ordem.

« Combinacao de sistemas de primeira ordem

Dois sistemas de primeira ordem combinados, mas sem interagao, resultam
na seguinte funcao de transferéncia:

__Ka K2 |_ K1K2
G(S)_[r s+1j(r s+1j_ 2
1 2 11128 + (11 +10)S+1

Comparando com a forma padrao:

K =K;1K>
’CZ«/’C]_TZ
_T1+’C2 1

2 1o



O primeiro fator € a média aritmética e o segundo a inversa da média
geométrica. Como a média aritmética é sempre maior ou igual a
geomeétrica, o coeficiente de amortecimento para este tipo de sistema sera
sempre maior ou igual a 1, o que é um indicativo de que nao havera
oscilagao (os polos sao -1/1, e -1/z,, reais).

Um sistema deste tipo, por exemplo, € a combinacao de dois tanques de
nivel, como mostrado abaixo:

Fe(t)
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Dois sistemas de nrlmplra ordem romhmadnq mas com mi'praran resultam
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na seguinte fungao de transferéncia:

KiKo
T1T252 + (’Cl +To + K2’C1)S +1

G(s)=

Comparando com a forma padrao:

T =4/T1T2

_’Cl-l—‘Cz +K2’Cl 1

== 2 JT1T2

Novamente o coeficiente de amortecimento nao pode ser menor do que 1 e
este sistema também nao apresenta oscilacgao.



Um sistema deste tipo pode ser exemplificado pela combinacao de dois
tanques de nivel:

Fe(t)

f E
F(t)
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Neste caso os polos podem ser reais e distintos, reais e repetidos,
complexos conjugados e imaginarios conjugados, cuja forma geral é:

Gy -1
- T

P

Resposta ao degrau de um sistema de segunda ordem:

K A AK / 12

252 4201s+1 s S(S—P1)(s-p3)

y(s)=



Resolvendo pela técnica de expansao em fragcoes parciais, obtemos:

. AK/TP
s(s—p1)(s—p2)

y(s)

I Pt pot
= y(t) = cg +c1ePt +cpeP2' = AK| 1+ P2€~ | P1€
(P1—-pP2) (P2 —P1)

onde: [ o
-1 Observe que:
|01,I02=—§i > a dy]  _
T T dt
t=0
Analise:

v Caso 1: 0<(<1 (p, e p, raizes complexas conjugadas)

y(t) = AK {1— %e_ct”sen (gt + d)ﬂ

onde: B= ‘Cz_q

¢ =arctg(B/C)



v Caso 2: {=1 (p,=p,=-1/1; raizes reais e iguais)

Nesse caso, a seguinte funcao de transferéncia deve ser invertida:

2
s) = AK T 5= y(1) :AK{l—(lJrEje_t/T}
s(s—p1) E

v Caso 3: {>1 (p, e p,raizes reais e distintas)

Nesse caso, a seguinte funcao de transferéncia deve ser invertida:

+

a |
a |™

P1,P2 =—

de modo que:

y(t) = AK{l— e_(:-‘t/T[COShEHSsenhE ﬂ

T B T



Analise:

v Caso 1 (0<{<1): Aresposta é oscilatoria e é dita sub-amortecida
(underdamped).

v Caso 2 ({=1): A resposta é dita criticamente amortecida (critically damped)
e oferece a resposta mais rapida para alcancar o valor final sem oscilacao.

v Caso 3 ({>1): A resposta é morosa e é dita sobre-amortecida
(overdamped).



Consideremos novamente o caso sub-amortecido (0<{<1):

y(t) = AK {1— %e_ct”sen [Et + q)ﬂ

T

e vejamos a resposta do sistema para £=0:

y(t) = AK [1— sen [1 + EH
T 2

Vemos que a resposta obtida é um sinal sinusoidal puro e nao amortecido
com frequéncia 1/t, chamada de frequéncia natural de oscilacao. Observe
que o seu inverso é T, portanto chamado de periodo natural de oscilagao.

2 . . |
1.5F .
Ynatura() 1 i
0.5[ /
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t
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» Efeito de um zero

A funcao de transferéncia para um sistema de segunda ordem com um zero
é dada por:

K(gs+1) Também
(Tls 4 1)(,[25 n 1) cor!hemdo como
sistema (2,1)

G(s) =

de modo que a resposta a um degrau unitario no dominio de tempo fica:

t t
y(t):K 1_Lale Tl_TZ—_ale 12
11— 12 12—11

Comparando sua resposta a um degrau unitario com a resposta do
sistema de segunda ordem puro:




N

i S e ]
¥21_zero(t,0.05) 1> §1 T2 . T~

¥21 zero(t>1)

¥21_zero(t:4)

¥21_zero(t»8)
1

Analise:
v Caso 1 (§,>1,): Observamos a possibilidade de overshoot.

v Caso 2 (§,=1,): Verificamos o cancelamento de um polo com o zero; logo o
sistema se comporta como um sistema de primeira ordem.

v Caso 3 (0<&,<t,): A medida que & diminui, as respostas tendem para
aquelas de um sistema de segunda ordem sobre-amortecido.



Observacoes finais para o sistema 2,1:

v" Diferentemente de um sistema de segunda ordem puro, a resposta com
um zero é mais rapida. Vemos entao, com clareza, que o efeito do termo lead
acelera o processo.

v E possivel acelerar o sistema até o ponto de haver overshoot. Isso
acontece quando a constante de tempo /ead for maior que as duas
constantes de tempo /ag.

v'Pode-se mostrar que esse sistema tem inclinagao inicial nao nula:

dy| K&
dt t=0 112

Deve-se observar que a inclinagcao é positiva quando os sinais de K e
&, forem os mesmos, e negativa quando K e &, tiverem sinais
opostos.
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Algebra de Diagramas de Blocos (Revisio)

A funcao de transferéncia relaciona a resposta de saida de um sistema a

perturbacao de entrada:

Y1(S)fG1(S)U(S)

Y2(S)=G,(s)y(s)=G,(s)G4(s)u(s)

ue) > G,(s)
y1(S)
> Gy(s)
u(s) | 6y y(s) X

G,(s) Y2(S)iG2(S)G1(S)U(S)




uy(s)

Algebra de Diagramas de Blocos (Revisio)

u,(s)

l

G,(s)

G,(s)

Y =+
4
+

Y1(s)=G,(s)u,(s)

Y2(S)=G,(s)u,(s)+G,(s)u,(s)




u(s)

Algebra de Diagramas de Blocos (Revisio)

G,(s)

G,(s)

+

Y2(S)=G,(s)u(s)-G,(s)u(s)

G(s)=G,(s)-G;(s)




* Resposta inversa

Consideremos um sistema cuja funcao de transferéncia, G(s), € composta
de duas partes:

G(s) = Gy(s) - G(s)

. modo secundario (opositor)

» modo principal

Vamos considerar, em particular, a situacao de dois sistemas de primeira ordem:

G(S)= Kl — K2 ,COmK1>O, K2>0, K1>K2
’C]_S—l-l ’C28+1

K1
’Cls +1
u(s) | + 1 Y(s) = G(s)u(s)
B T =Gy(s)u(s)-Ga(s)u(s)
K2 = yl(s) - yZ(S)




Consideremos, agora, a resposta ao degrau unitario desse sistema. De
nosso aprendizado com os sistema de primeira ordem, sabemos que:

y(0) =K1 -K3

e como K,>K,, essa quantidade é positiva.

Inclinacao inicial

y(t) = y1(t) - ya(t)

U
dy _dy; dyy
dtdt dt
U
dyl  _Ki_Kz

dti_g ™ 12

Vamos, agora, admitir que: Ko Ky

2 1



Representacao grafica da resposta inversa:

y(t)

Estado estacionario final positivo

y(t)

Inclinagao inicial negativa

Inclinagao inicial positiva

Estado estacionario final negativo

(1)

(2)



Consideracoes finais dos sistemas com resposta inversa:

v Sistemas cujas respostas ao degrau sao caracterizadas por tal inversao
inicial (o processo se inicia na “direcao errada” que é, a seguir, revertida
de modo que o processo segue pela “direcao correta”) sao aqueles que
exibem resposta inversa.

Resposta inversa ocorre como resultado liquido de (pelo menos de dois)
modos dindmicos de magnitudes diferentes, operando em escalas de tempo
diferentes. O modo rapido, que deve ter a menor magnitude, é responsavel
pela resposta inicial “na direcao errada”; esse comportamento é, com o
tempo, superado pelo modo lento que tem maior magnitude.

v" Agora observe que:

Ky Ky (Kyrp —Korg)s+(Ky-Kp)
115+1 1os+1 (s +1)(tos+1)

G(s) =

Podemos ver que o sistema acima é um sistema 2,1:

K(&s+1)

G(S) - (’515 + 1)(’[28 + l)




onde: K=Kq;—K,
£ = Kito —Kotg _ [K1 B Kz\J L)
K1-K2 u 12 )(K1-Kp)

Para obtermos resposta inversa como mostrado na Figura 1, é requerido
que K,, K, sejam positivos, K,>K, e também que K,/1,>K,/t,. Isso implica que
K>0 e &<0.

Alternativamente, a Figura (2) pode ser obtida para |K, |>|K,| com K, e K,
negativos e também que |K,/,| >|K,/t,4|. Isso implica que K<0 e £<O0.

Assim, vemos que embora o ganho global do processo possa ter qualquer

sinal, £<0 é um requerimento para resposta inversa de G(s), isto é, G(s) tem
que possuir um zero positivo (Right-Half Plane — RHP).



Exemplos de sistemas com resposta inversa:

v Um tambor de vapor:

Aquecimento

v Um refervedor de uma coluna de destilacao.

v Um reator catalitico tubular exotérmico.



