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Dinamica de Sistemas de Ordem Superior

Consideremos o caso de N sistemas de primeira ordem em série:

u Ky [ Y1 Ko | Yo Yia | Ki | Vi Yna1 | Ko | Yn

—> > > ... > ... > >

115 +1 198 +1 TiS +1 NS + 1

A funcao de transferéncia global, para esse processo, € dada por:

_qTs+1

De modo que: N k.
s) = L lu(s
)=\ [T 5L ue)

N
Parametros caracteristicos: ¢ Ganhos estaticos combinados: K = HKi
i=1

* N constantes de tempo T, i1=12,...,N



Na forma expandida, o denominador da funcao de transferéncia fica:

K

aNsN + aN_1sN_1 +...+ a232 +as+1

G(s) =

De modo que podemos interpretar o conjunto de N sistemas de primeira ordem em
série como um sistema de ordem N, com N pdlos dados por:

o=— =12, N

Tj

Consideremos, agora, a resposta desse sistema ao degrau:

N k. N |
y(s)—{H & J1—K{CO+Z - J co=1 cj= lim (vis +1)G(s)

. Ts+1]s s TS+ (~1/7) Ks

No dominio temporal, a resposta fica:

N
y(t) = K(1+ZCieUTiJ

i=1 i



No Mathcad:

Ki=1 1,=2i=12...,N
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Consideremos, agora, um caso especial:
» Todos os N ganhos estaticos envolvidos iguais a 1;

» Todas as constantes de tempo idénticas;
» Cada constante de tempo igual a a/N.

A funcao de transferéncia para esse sistema fica:

1
o N
(S+1j
N

O que acontece quando N —» «? (detalhes mais tarde)

G(s) =

Yt .

v



* Zeros Positivos x Zeros Negativos

Consideremos a seguinte funcio de transferéncia:

K(ns+1)

G(s) =

(’C»]S + 1)(128 + 1)

Resposta ao degrau unitario:
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Consideremos, agora, a seguinte funcao de transferéncia:

. :K(—nS—l—1)(§1S+1)(§28+1)---(§m8+1)
&() (tis+1) (15 +1)---(ths +1)

comn > 0,§ >0 (i =1,2,...,m),rj >0(j=12,...,n)

De modo compacto:

K(—ns+1)1m[(§is+1)
G(s) = =1

ﬁ(rjs+1)

j=1




- Sistema A:  G(s)=

- Sistema B:  G(s) =

- Sistema C:  G(s) =

Amplitude

(-3s+1) No Matlab:

1.2

0.8 -

0.6 -

041

0.2F

L | | | |
0 5 10 15 20 25 30

(28+1)(5S+1) >>num = [-3 1];
>>den = [10 7 1];
(—38 + 1) >> G = tf(num,den)
(28 + 1) (58 + 1) (4S + 1) Tra_gssfe: 1;unction:
(-3s+1)(s+1) T
(2s+1)(5s+1)(4s+1) »> stop(G)

Step Response

Sistema A
Sistema B | |

Time (sec)



» Sistema A: G(s) =

- Sistema B:  G(s) =

« Sistema C:  G(s)=

Amplitude
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» Sistema A: G(s) =

- Sistema B:  G(s) =

« Sistema C:  G(s)=

Amplitude
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Consideremos, agora, o caso de multiplos zeros positivos

(-3s+1)(-s+1)
(2s+1)(5s+1)(4s+1)

« Sistema D:  G(s)=
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- Sistema E: G(s)=

Amplitude

(-3s+1)(-s+1)(-2.55+1)

(2s+1)(5s+1)(4s+1)(3.55+1)
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. _ ~ (-3s+1)(-s+1)(-2.55+1)(—6s+1)
roistema Ol8) = (s 1) (5s+ 1) (ds-+1)(3.55 + 1) (7s + 1)
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O sistema com um numero impar de zeros RHP exibe resposta inversa
verdadeira no senso que a direcdo inicial da resposta ao degrau ira sempre
ser oposta a direcdo do estado estacionario final, independente do numero
de inversdes envolvidas nesse processo.

Por outro lado, a porcéao inicial da resposta ao degrau de um sistema com
um numero par de zeros RHP exibira o mesmo numero de inversdes antes
de partir para a direcdo do estado estacionario final, mas a direcéo inicial
sera sempre a mesma desse estado estacionario final (Ray & Ogunnaike,
1994).
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» Sistemas com Atraso Temporal

Consideremos o seguinte exemplo:

Ct) ;
o

Trata-se do escoamento puramente advectivo em um tubo de comprimento L,
cujo fluido escoa com velocidade v. O modelo matematico para esse sistema é€:

oC(t,z)  oC(t2)
ot 0z

=0, 0<z<L, C(t0)=Cs(t), C(0,2)=0

No dominio de Laplace o modelo fica:

z
—=s

C(s,z)=e V C¢(s)



Na saida do tubo teremos:

L
——s

C(s,L)=e V C¢(s) = y(s)=e Bu(s)

onde 6 € o tempo de residéncia medio. A conversao direta para o dominio
temporal resulta em:

y(t) =u(t-0)

indicando que a resposta de saida € exatamente igual a perturbagao de entrada,
apenas atrasada 6 unidades de tempo!

Sistemas com atraso puro sao, portanto, aqueles com a seguinte fungao de
transferéncia:

g(s)=e %

onde 0 indica a magnitude do atraso.



Respostas de sistema de atraso puro a perturbacdes tipicas:

v Degrau:

A -
y(t)

v Impulso:

y(t)

A -
y(t)

v Pulso:

v Rampa:

y(t)

/ﬂclinagéo =A

0 t



Funcao de transferéncia de N sistemas de primeira ordem em série:

de modo que:

lim Gp(s)= Iim

N— oo N— oo o N
(NS + 1)

Agora observe que:

Fazendo N=am:

m-—oo m

1 m
e= lim (1+—) —> e ¢

e = |lim

= |im
m-—oo

lim

m-—oo
(1 +

(4]

om
1
1 \om
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Portanto: —as

lim Gyn(s)=e
N—oo

O sistema com atraso puro, o, € obtido no caso limite de uma sequéncia de
N sistemas de primeira ordem idénticos (cada um com constante de tempo
o/N) conectados em série, quando N—co.

Interpretacao de um atraso em termos de funcdes de transferéncia:

u(s) | . y(s)= e°G*(s)u(s)
— e > G*(s) : > =G(s)u(s)
[+ e
KTT(gs+1)e™
—as Caso geral o
G(S) _ 2Ke R G(S) _ I—1n
178 +2C1s+ 1 [T(xs+1)



Exemplo:

Ga(s)=

y5(t)
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Aproximacoes racionais para e s

As aproximacgdes mais usadas sao aquelas de Padé, com a forma geral:

-1
oS ap(as)P +ap_q(as)’™ +...+ag

bq(s)d +bg_1(as)d " +...+ by

onde p, q, g (i=1,...,p) e bj (j=1,...,q) escolhidos de modo a melhor aproximar a
exponencial.

A expansao em série de Taylor pode ser usada mas, para representar bem,
necessita de muitos termos:
¥ _(as)’

(as)” (as

3!

-

e %S —1_gs+

+...



As aproximacoes de Padé mais usadas sao as de primeira, segunda e
terceira ordens:
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