10. INTRODUCAO A OTIMIZACAO

10.1 Formulagéo de Problemas

Os componentes chaves da formulacdo de um problema de otimizacéo sédo:
1) A funcdo objetivo
2) O modelo do processo
3) As restricdes

A funcao objetivo representa lucro, custo, energia, producdo, distancia, etc., em termos
das variaveis de decisdo do processo ou sistema em andlise. O modelo do processo e as
restricdes descrevem as inter-relacGes entre estas variaveis.

10.1.1 Aplicagdes

As técnicas de otimizacao, que buscam a melhor solugdo para um problema (méaximos
ou minimos de grandezas mensuraveis em seus dominios de defini¢do), fazem-se necessarias
em muitas areas da engenharia, tais como:

* pesquisa operacional: otimizacdo de sistemas técnico-econdmicos, controle de
estoques, planejamento de producéo, etc.;

* engenharia de processos: dimensionamento e otimizagdo de processos, integracao
massica e energética de processos, estimacdo de parametros, reconciliacdo de dados,
analise de flexibilidade, etc.;

« controle de processos: identificacdo de sistemas, controle 6timo, controle adaptativo,
controle preditivo, estimadores de estados, etc.;

« analise numérica: aproximacdes, regressdo, solucdo de sistemas lineares e ndo-
lineares, etc.

A otimizagdo pode ser efetuada em diferentes niveis dentro de uma empresa, desde
uma combinacdo complexa de plantas e unidades de suprimentos, passando por plantas
individuais, combinacfes de unidades, equipamentos, pecas de equipamentos, até entidades
menores. Portanto, o escopo de um problema de otimizacdo pode ser toda a empresa, uma
planta, um processo, uma equipamento, uma peca de um equipamento, ou qualquer sistema
intermediario entre estes. Em uma indulstria tipica existem trés niveis que podem ser
otimizados: nivel gerencial, nivel de projeto de processo e especificacdo de equipamento e
nivel de operacédo de plantas.



Existe uma série de atributos de processos que afetam os custos ou lucros, tornando-os
atrativos para aplicacdo de otimizacao, tais como:

vendas limitadas pela producdo - aumento de capacidade produtiva

vendas limitadas pelo mercado - aumento de eficiéncia ou produtividade

- grandes unidades de processamento = reducdo dos custos de producéo

- elevados consumos de matéria-prima ou energia = reducdo do consumo

- qualidade do produto superior as especificacdes = operar perto das restricdes

- perda de componentes valiosos para os efluentes = ajustes e re-aproveitamentos

- alto custo de mao-de-obra - automacdo e replanejamento das unidades.

Exemplo 1: No projeto de um sistema de resfriamento representado abaixo:

j W, Ty l W, T, j Wi, Ts
F’ tO F1 tl F1 tz F! t3
Aq, Uq | Az, Uy | Az, Us >
l Wll Tl l W21 T2 l W31 T3

deseja-se dimensionar os trocadores de calor de modo a resfriar a corrente a temperatura t,
para t; com o menor custo possivel. Uma analise econdmica levou a seguinte expressdo do
custo do sistema:

custo por unidade: ¢; = a;/A; +b; W,
3

custo total: ¢; = ) ¢
i=1

onde o coeficiente a; € funcdo do tipo de trocador de calor e do fluido refrigerante e b; € o
custo unitario do refrigerante. Uma analise técnica (balanco de energia) gerou as seguintes
relacdes restritivas:

Ai = FCp In(ti_l_Tij e Wi :ﬂ(ti—l_ti)
Ui ti _Ti }\.i

onde Cp € o calor especifico da corrente, U; € o coeficiente global de troca térmica e A; é 0
calor de vaporizacédo do refrigerante. Portanto, dados os tipos de trocadores de calor e fluidos
refrigerantes, e conhecidas as temperaturas T; e as propriedades Cp, A; e U;, 0 problema de
levar a corrente (F, t,) para a condicdo (F, t3) da maneira mais econdémica possivel, consiste
em minimizar ¢t no projeto dos trocadores de calor.
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10.1.2 Nomenclatura

No contexto de otimizacao os problemas s&o tratados dentro da seguintes definigdes:

funcéo objetivo: é a fun¢do matematica cujo maximo ou minimo deseja-se determinar. No
exemplo acima a funcéo objetivo € o custo total.

variaveis de decisdo: sdo as variaveis independentes que aparecem na funcdo objetivo.
Correspondem, em nimero, ao excesso de variaveis em relacdo ao
numero de equacges (restricdes de igualdade), isto €, o grau de
liberdade do sistema. No exemplo acima tem-se 6 equacdes (3 para
A e 3 para W;) e 8 variaveis (1, t,, Aj e Wj), portanto 2 variaveis de
decisdo ou grau de liberdade igual a 2.

restricdes: sdo os limites impostos ao sistema ou estabelecidos pelas leis naturais que
governam o comportamento do sistema, a que estdo sujeitas as variaveis de
decisdo. As restricdes podem ser de igualdade (equacBes) ou de desigualdade
(inequacbes). No exemplo acima tem-se 6 restricGes de igualdade e 3 restrices
de desigualdade: t3 <t, <t; <t,.

regido de busca: ou regido viavel, é a regido do espaco definido pelas variaveis de
decisdo, delimitada pelas restrigdes, em cujo interior ou em cuja fronteira
se localiza o 6timo da funcdo objetivo. No exemplo acima, tomando t; e
t, como variaveis de decisdo, a regido de busca é aquela delimitada pelas
restricdes de desigualdade.

A

to
L=

t, "t

No exemplo acima, o problema de otimizacdo foi gerado pela busca de um projeto
Otimo do processo. Outra aplicacao tipica de técnicas de otimizacdo aparece na melhoria das
condicdes de operacdo de um processo em producao.

Exemplo 2: No processo de extracdo por solvente puro, ilustrado abaixo, deseja-se encontrar
a condicao de operacdo com a maior lucratividade possivel.



F, Xo F, X]_ F, X2
’ 1 2
l W, y1 l W’s, ¥2

onde W; e W’; sdo vazBes massicas de solvente, F é a vazdo massica de agua, X; é a massa
de soluto por unidade de massa de &gua e y; € a massa de soluto por unidade de massa de
solvente. Uma analise econémica levou a seguinte expressao do lucro do sistema:

lucro: L=R-C

receita: R=Ps(W’y y1 + W, yy)

custo: C =Py (W1 +Wy)

restricio: R>C

onde Ps é o prego do soluto no extrato, Py € o preco do solvente puro. Uma analise técnica
gerou as seguintes relagdes restritivas:
balangos de massa para o soluto: FXo—W71 y1—-Fx3=0

FX1—W’2 yz—FXQZO
balangos de massa para o solvente: W;-W'1-sF=0

W;+sF-W,-sF=0
relacGes de equilibrio: y1=mXxg

y2=mXo
onde s é a solubilidade do solvente em agua (massa de solvente / massa de agua) e m € a
constante de equilibrio entre as fases. Portanto, dados F, X,, S, m, Ps e P, 0 problema de
extrair 0 soluto da agua da maneira mais lucrativa possivel, consiste em maximizar L em
funcdo das condicBes de operacdo. Este exemplo possui também 6 equacBes (4 equacdes de
balanco de massa e 2 equac@es de equilibrio) e 8 varidveis (Wi, W’;, yi, X1 € X2), tendo portanto
2 variaveis de decisdo, ou dois graus de liberdade. Tomando x; e X, como variaveis de

decisdo, a regido de busca para o problema de otimizacdo estd delimitada pelas seguintes
restri¢ces de desigualdade:

Xo > X1 >%>0
L(x1, x2) >0

A figura a seguir ilustra a regido de busca para F = 1,0 x 10* kg-4gua / h, X, = 0,02
kg-soluto / kg-agua, s = 7,0 x 10™ kg-solvente / kg-4gua, m = 4,0 kg-agua / kg-solvente,
Ps=0,4 R$/kg-soluto e Py =0,01 R$/kg-solvente.
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Outra aplicacdo muito comum, que utiliza as técnicas de otimizacdo, é o ajuste de
modelos matematicos a dados experimentais (ajuste de curvas), onde a funcdo objetivo
utilizada, S(x), é formada pelos quadrados dos desvios do modelo em relacdo aos dados
experimentais (minimos quadrados):

N
2
S() =2 Iy; () -yi*]
j=1
onde y(x) € o modelo proposto (ou tipo de curva) para ser ajustado aos N dados
experimentais y***, e x sdo os parametros de ajuste do modelo. Ou, se for utilizado o método
da maxima verossimilhanca:

N 1 exp 12
S()=> S lyj()-yi*]
107

onde GJZ séo as variancias dos dados experimentais.

10.1.3 Procedimento geral

N&o existe um unico metodo que pode ser aplicado eficientemente para todos os
problemas. O método escolhido para um caso particular depende das caracteristicas da funcéo
objetivo, da natureza das restricdes e do numero de variaveis do problema. Contudo, 0s
seguintes passos devem ser observados na formulacdo e solucdo de um problema de
otimizacao:

1) Anaélise do processo e suas variaveis;

2) Determinacgdo do critério para otimizagédo e especificacdo da funcdo objetivo em termos
das variaveis do processo;



3)

4)

5)
6)

Desenvolvimento do modelo para o processo, relacionando as suas variaveis através de
restri¢ces de igualdade e desigualdade. Célculo do grau de liberdade do sistema;

Se a formulacdo do problema é de dimensdo elevada, entdo procurar particionar o
problema em partes menores ou simplificar a funcdo objetivo e/ou 0 modelo;

Aplicacdo de técnicas apropriadas de otimizagé&o;

Analisar a solugdo obtida e a sua sensibilidade frente a variagbes em parametros do
modelo e suas consideracdes (hipoteses).

10.1.4 Dificuldades encontradas

Problemas de otimizacgdo que apresentam funcdes objetivo e/ou restricdes complicadas

podem apresentar grandes dificuldades para obter a solugdo pelo uso de algumas técnicas de
otimizacdo. Algumas destas complicac@es estdo listadas abaixo:

funcao objetivo e/ou restricdes podem apresentar descontinuidades;
funcao objetivo e/ou restricdes ndo lineares;

funcdo objetivo e/ou restricbes podem estar definidas em termos de complicadas
interacdes entre as variaveis, podendo ocorrer valores ndo Unicos destas variaveis para o
valor 6timo da funcéo objetivo;

funcdo objetivo e/ou restricbes podem exibir patamares (pouca sensibilidade a variacao
das variaveis) para alguns intervalos das variaveis e comportamento exponencial (muita
sensibilidade) para outros intervalos;

funcao objetivo pode apresentar 6timos locais.

10.2. Conceitos Basicos

10.2.1 Minimos e maximos

Seja uma fungdo S: X < R" — R. Diz-se que x* € um minimo global (ou absoluto) de

S se S(x*) < S(X) V x € X, e que x* € um minimo local (ou relativo) de S se existe € > 0, tal
que S(x*) < S(x) V x tal que ||x — x*|| < €. Se as desigualdades forem estritas, isto &,
S(x*) < S(x) tem-se minimos globais e locais estritos.

\{ S(x)

minimos locais

v
>

minimo giobal



Se existe um namero P tal que S(x) > B V x € X e, para um ¢ suficientemente pequeno,
S(x) < B + ¢ para algum x € X, entdo 3 é o infimo (ou valor inferior) de S(x). Considerando 0s
pontos +oo, entdo toda funcdo S(x) tem um infimo e um supremo (ou valor superior) em X.
Nem toda funcdo tem minimo (mé&ximo), mas se ele existir deve ser finito e é obtido no
infimo (supremo), isto é,
S(x*) = min S(x) = inf S(x) [S(x*) = max S(x) = sup S(x) ]
xeX xeX xeX

xeX

Por exemplo, a fungdo S(x) = €* ndo tem maximo em X = R e a funcdo S(x) = ™ ndo tem
minimo em X = R. Contudo, o supremo de e* é +oo, e 0 infimo de ™ é zero.

10.2.2 Condicdes para a otimalidade

Otimizacéo sem restricao

No caso da otimizacdo sem restricdes, onde deseja-se encontrar 0s pontos extremos da
funcdo objetivo, tem-se as seguintes condi¢des de otimalidade.

* Condicgdo necessaria de primeira ordem:

Para que x* seja um minimo (maximo) local da funcdo S(x), diferenciavel em x*, é
necessario que:

VS(x*) = 0

» Condicdo necessaria de segunda ordem:

Para que x* seja um minimo (maximo) local da funcédo S(x), duas vezes diferenciavel
em x*, é necessario que:

VS(x*) =0 eque

H(x*) = V2S(x*) seja positiva (negativa) semidefinida

onde H(x*) é chamada de matriz Hessiana.
Observa-se que estas condi¢des sao apenas necessarias porque 0s termos de primeira e
segunda ordem podem estar nulos, deixando ainda ddvida sobre a natureza de x*.
* Condicdo suficiente:
Seja S(x) duas vezes diferenciavel em x* tal que:
VS(x*)=0 e
H(x*) seja positiva (negativa) definida

entdo x* € um minimo (maximo) local estrito de S.



Pode-se analisar a condigdo da matriz Hessiana, H(x*), pelas seguintes formas:

1) Pela sua contribuicdo no termo de segunda ordem da expansdo em série de Taylor em torno
do ponto 6timo.

S(x)=S(x*) =%(><—X*)T H (X*)(X = X*) + -

2) Pelos sinais dos valores caracteristicos de H(x*).
Decompondo a matriz Hessiana em seus valores e vetores caracteristicos:
Hx*) =V AV?!

onde V € a matriz dos vetores caracteristicos (nas colunas) e A é a matriz dos valores
caracteristicos (na diagonal). Definindo z(x) = V! (x - x*) e lembrando que sendo a matriz
Hessiana simétrica entdo V* = V' (matriz ortogonal) e (x - x*)" V = z'. Desta forma a
expansdo em serie de Taylor pode ser escrita como:

n
S(x)—S(x*):lzTAz+---:£Zkizi2+---
2 2ia
3) Pelos sinais dos determinantes das primeiras menores principais de H(x*) (critério de
Sylvester).

A menor Mj; de uma matriz H é definida como a matriz obtida pela remocéo da i-
ésima linha e da j-ésima coluna de H. Uma menor principal de ordem k é uma matriz obtida
pela remocdo de quaisquer n — k colunas e suas linhas correspondentes de uma matriz de
ordem n. A primeira menor principal de ordem k de uma matriz H, denotada por My(H), é
obtida pela remoc¢do das ultimas n — k colunas e linhas da matriz H. Observa-se que 0s
determinantes das primeiras menores principais de ordem 1,2,..n da matriz A sé&o,
respectivamente: A1, Ay, ..., AAoAsz-An.

Na tabela a seguir apresenta-se as relagdes entre a matriz Hessiana e as trés formas de
analisar a sua condicao.

H(x*) Taylor A A= det (M)
positiva semidefinida x'H x>0 >0 >0
positiva definida x"H x>0 >0 >0
negativa semidefinida X' H x<0 <0 (-1)*A=0
negativa definida x'H x<0 <0 (-1)*Ac>0
ndo definida X'H x>0 -0 # dos acima




Desta forma, pode-se afirmar que x* é:
* ponto de minimo local se H(x*) for positiva definida, S(x) > S(x*)
* ponto de maximo local se H(x*) for negativa definida, S(x) < S(x*)
* ponto de sela se H(x*) for ndo definida, ora S(x) > S(x*) e ora S(x) < S(x*)

Nas situacdes onde H(x*) é semidefinida deve-se ainda investigar os termos de ordem
superior da expansao em série de Taylor.

Exemplo 3: S(x) = (x* - 1)°

Xl - 0
VS(X) =6 x (X* = 1)> - VS(x)=0 X, =1 , satisfazem a condi¢&o necessaria de primeira

ordem;

HX) = (¥* = 1) (30 X* = 6) — H(x1) = 6; H(x2) = 0; H(xs) = 0 satisfazem a condicdo
necessaria de segunda ordem; contudo somente x; satisfaz a condicdo suficiente. Neste caso
(univariavel) x, e x3 sdo pontos de inflexdo, como pode ser visto no grafico abaixo, ou
avaliando o valor da derivada terceira de S(x) nestes pontos:

V3S(X) =24 x (5X*=3) — V3S(x,) =48 =0 e V3S(xs) = — 48 = 0.
S(x)
20 1+

15+
1.0 +
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Exemplo 41 S(X;,X,) = XZ +X; X5

2
o= 25
1

entdo, x1* = x,* =0, e:

B 22X «~ 20
H(X)_{sz ZXJ - Hx )_[0 0}



isto €, uma matriz positiva semidefinida. O gréfico abaixo ilustra a fungcdo S(x), onde observa-
se que x* =0 ndo é um ponto de minimo. Fazendo a mesma andlise com a mudanca de
varidvel y = x>, verifica-se que a origem é um ponto sela.

150 <
100 4

50 J

S(x)

-50 4

-100

Otimizacédo com restri¢des

Na otimizacdo com restri¢do o problema que estéa sendo resolvido é:
min S(x) ou max S(x)

sujeito a restrigdes de igualdade e/ou de desigualdade, que definem a regido viavel, sendo que
qualquer ponto nesta regido é uma solucao viavel. Dependendo do tipo de funcdo objetivo e
de suas restricdes, os problemas de otimizacdo com restricdo sdo comumente chamados de
programacao linear, programacdo quadratica, programacao néo-linear, programacdo inteira e
programacao mista.

Programacado linear: funcéo objetivo e restrices lineares

min S(x) = ¢’ x
sujeitoa: Ax<b
x>0

onde A é uma matriz m x n, isto &, m restri¢ces e n variaveis.

Programacdo quadratica: funcéo objetivo quadrética e restricbes lineares
. 1
min S(x) =c'x +EXTQX

sujeitoa: Ax<b
x>0
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Programacdo ndo-linear: funcdo objetivo e/ou restricdes ndo-lineares

min S(x)
sujeitoa:  hj(x)=0, j=1,2,...,m
g(x)<0,j=1,2,..p

onde h;j(x) sdo m restri¢des de igualdade e gj(x) séo p restrigdes de desigualdade.

Programacdo inteira: variaveis de decisdo pertencem ao campo dos numeros inteiros.

Programacdo mista: € uma combinagdo da programacao inteira com as demais. Por exemplo,
no problema de projeto de trocadores de calor as varidveis de decisdo poderiam ser as
temperaturas das correntes (campo real) e 0s tipos de trocadores existentes (campo inteiro).

Seja 0 problema de otimizagao sujeito a restri¢cbes de igualdade, h(x), e desigualdade,

g(x):
min S(x)

sujeitoa:  hj(x)=0, j=1,2,...,m
g(x)<0,j=1,2,..p
Xe XcR"

onde S(x), g(x), e h(x) € C2. O conjunto de todos 0s pontos viaveis é definido por:
K={xe XcR"/h(x)=0, g(x) <0}

Uma restricdo de desigualdade gj(x) é chamada de ativa em um ponto viavel X se
gj(x) =0, caso contrario ela € uma restri¢do inativa. As restri¢cdes ativas restringem a regiéo
de viabilidade, enquanto que as inativas ndo imp&em restri¢cdo alguma na vizinhanga do ponto
X , definida pela hiperesfera de raio € em torno deste ponto, denotada por B/ X).

Um vetor d € chamado de vetor de diregdo viavel a partir do ponto X se existe uma
hiperesfera de raio ¢ tal que:
(X +1d) e {BLX) N K} paratodo 0 <A < ”?8”

O conjunto de vetores de direces viaveis a partir de X é chamado de cone de direcGes
viaveis de K no ponto X . A figura abaixo ilustra estas definicGes.
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Sed =0, entdo X deve satisfazer as seguintes condi¢oes:
d"Vh(x)=0
d" Vg(X ) <0 para as g(X ) ativas, pois g(x) = /g(»Zf:O +AVT g(X)d <0
ese d'VS(X) <0, entdo d é uma direcdo viavel e promissora, isto &,

S(X +Ad)<S(X) paratodo 0 <A< ﬁ pois S(x)—S(X) szTS(Y)d <0.
Se X =x* é um ponto de minimo local do problema, entdo para um A suficientemente
pequeno, tem-se:

S(x*) < S(x* + A d).

A idéia chave para desenvolver as condi¢Ges necessarias e suficientes para um
problema de otimizacdo com restricdes € transforma-lo em um problema de otimizacdo sem
restrices e aplicar as condi¢des para este caso. Uma forma de fazer esta transformacéo é
através da introducdo de uma funcéo auxiliar, chamada de funcdo de Lagrange, L(x, A, w),
definida como:

L(x, 2, 1) =S() + 2" h(x) + p' g(x) , u>0

onde A e p sdo os multiplicadores de Lagrange associados com as restricdes de igualdade e
desigualdade, respectivamente (u sdo também conhecidos como multiplicadores de Kuhn-
Tucker). Deste modo, o problema transformado torna-se:

max min L(X, A, w)
Au>0 X

onde os multiplicadores A associados com as restricdes de igualdade, h(x) = 0, assumem
sinais positivos quando h(x) > 0 e negativos quando h(x) < 0. No ponto 6timo tem-se:

L(x*, A*, u*) = S(x*)
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Cada multiplicador de Lagrange indica o qudo sensivel € a fungdo objetivo em relagdo
a restricdo associada. Por exemplo, se as restricdes de igualdade sdo perturbadas por um vetor
b, isto €, hp(x) = b, entdo:

VpS(X*) = —A*.

Note que neste caso a fungdo de Lagrange tem a forma:

L(x, 1) = S(x) + A" [hu(x) — b]
e sua sensibilidade em relacdo ao parametro b é dada por:

Vol = V| X [VsS(X) + V ho(x) &] + V| & [ho(X) — b] - &
Como os termos entre colchetes da expressdo acima devem ser nulos no ponto étimo
(condicédo necessaria de primeira ordem), entdo:
VoL(X*, M%) = —A* e  VpS(x*) = —A*

pois  VpL(X*, A*) = VpS(X*) + V| & [o(x*) — b] + V{ hp(x*) A% —ax

ho(X)=b e  Vphy(x) =1

Portanto, o valor de S(x) aumenta ou diminui a partir de S(x*) com um aumento ou
diminuicdo em b, dependendo do sinal de A*. Por isso, os multiplicadores de Lagrange sdo
também conhecidos como “shadow prices” ou “custos marginais” das restri¢cbes, porque a
mudanca no valor 6timo da funcdo objetivo por unidade de acréscimo no lado direito da
restricdo de igualdade é dado por A*.

Exemplo 5: Seja o seguinte problema de otimizacdo com restri¢éo
min S(X) = (x — 5)* + (X, — 5)?
sujeitoa: h(x) =x; —x2 =0

Introduzindo uma perturbacédo na restricdo de igualdade do tipo: X; — X2 = b, entdo a funcéo de
Lagrange toma a forma:

L(x, &) = (Xt — 5)% + (X2 = 5)* + A (X1 — X, — b)
cujo gradiente nulo com relacdo a xi, X2 € A leva ao seguinte sistema de equacdes:
2(x¢—5)+1=0
2(Xo—5)-A=0
X1—X2—b=0
resultando na solucdo Otima: x,* =5+b /2, x,*=5-b/2 e A*=-bh.
Deste modo S(x*) = b?/2 e V,S(x*) = b = —A*.
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Para entender a origem da funcdo de Lagrange, o 6timo do exemplo acima deve
satisfazer as seguintes condigdes:

oS = é8X1 + ESXZ =0
0Xq X

oh = a—hsxl + a—hSXZ =0
OX1 OXy

Se S(x) fosse uma funcdo sem restricdo, entdo as suas duas derivadas parciais seriam nulas no
ponto Otimo e 8S(x*) seria nulo para quaisquer valores das variagcdes ox; e ox,. Entretanto,
COMO as Vvaridveis x; e X, estdo restritas (6x; e ox, ndo séo independentes), as duas derivadas
parciais de S(x) ndo precisam ser igualadas a zero. Contudo, S(x) deve ser um ponto
estacionario no ponto 6timo e portanto 6S(x*) = 0. A segunda condi¢do, dh(x*) = 0, existe
porque h(x) = 0. Para se obter uma solucdo (x; e dxp) ndo-trivial do sistema de equacGes
acima, a matriz dos coeficientes do sistema:

oS  0S
o o
oh  ¢oh
o4 oy

deve ter determinante nulo, ou seja, as linhas da matriz sdo linearmente dependentes:

é + }La_h =0 e ﬁ + }\’a_h =0
OX1 0Xq OXy 0Xy

Entdo, definindo uma func&o auxiliar: L(x, &) = S(x) + A" h(x)

as condicBes acima sdo satisfeitas se: VL(x, A) = 0. Para que a restricdo de igualdade, h(x) =
0, seja também satisfeita € necessario que V,L(x, A) = 0. Portanto, no ponto 6timo é
necessario que VL(x*, A*) = 0.

A existéncia dos multiplicadores de Lagrange depende da forma das restricdes, e
estara garantida se e somente se os gradientes das restricdes de desigualdade ativas, Vg;(x*), e
das restri¢bes de igualdade, Vh(x*), forem linearmente independentes. Por exemplo, no caso
de um problema somente com restricdes de igualdade, a condi¢cdo necessaria de primeira
ordem para L(x, A) fica:

V,S(x) + [Vxh(x)]" A =0

cuja solucéo para A existira somente se a matriz Vih(x) possuir posto completo, m, isto é, estar
composta por m vetores linearmente independentes.

* Condicdo necessaria de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):
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Para que x* seja um o6timo local do problema com restri¢ces, com S(x), g(x), e h(x)
diferencidveis em x*, é necessario que:

os gradientes das restricdes de desigualdade ativas, Vg;j(x*), e das restricdes de igualdade,
Vh(x*), sejam linearmente independentes (qualificacdo de segunda ordem das restri¢fes), e
que as seguintes condic¢des sejam satisfeitas:

ViL(X*, A%, u*) = VS(x*) + (A*)T Vh(x*) + (u*)" Vg(x*) = 0
h(x*) =0

g(x*)< 0

w*gi(x*)=0,j=1,2,..,p (condigdes de complementaridade)
u*>0

A condigdo de independéncia linear pode ser relaxada por outras qualificacbes de
primeira e segunda ordens das restricdes (Floudas, 1995, pg. 59 e 64).

A condicdo do gradiente nulo, ViL(x*, A*, u*) =0, implica em:
(A%)T Vh() + (u*)" Vg(x*) = -VS(x*)

que interpretada graficamente, figura abaixo, mostra que o vetor —VS(x*) pertence ao cone
das direcOes viaveis, formado pelos gradientes das restricbes de igualdade e desigualdade
ativas (uma vez que u’} = 0 para as restri¢Oes inativas).

Ny g

I S(x)=const @x)=10
. IS

!

i

\' f = % B
< 1{ e o Tangent W g,(x)

\\ J:{f 7 - VS(x*)

Feasible S
region Vi (x™) *
gix) <0 A
¥ - e
% i
: e
= 2 )q !
'_frr . et [ Vg, (x*1]
g % 3
:‘-'"_-'? 4 . b’
A iDssm %
= = L decrenses "'\‘1
&= ‘ %
o | . Y
= / Hix) consl
P / . 5 3 ¥
; . ’l:l-\'l (A}
gixy =190
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Supondo que —VS(x*) caia fora do cone das diregdes viadveis, entdo haveria uma
direcdo d tal que d" VS(x*) < 0, d' Vg(x*) <0 e d' Vh(x*) = 0, isto &, existiria um ponto
melhor que x*, como ilustra a figura abaixo.

Xy i#ilx) =0

Gy(x) =0

Tangent to g,ix)

B(x) = const .."\

Feasible
re g
gdx)= 0

___S(x) decreases

ilx}

« Condicdo necessaria de segunda ordem de KKT:

Para que x* seja um minimo local do problema com restri¢cbes, com S(x), g(x), e h(x)
duas vezes diferenciaveis em x*, € necessario que:

a condicdo de primeira ordem de KKT seja satisfeita e, que a matriz Hessiana da funcéo de
Lagrange, Vﬁ L(x*, A*, u*), seja positiva semidefinida para todo vetor ndo nulo d tal que:

d'Vhi(x*)=0 ,i=1,2,..,m
d’ Vgj(x*) = 0 para as g;(x*) ativas

isto 6, d” V2L(x* A*, u*)d>0.

* Condicédo suficiente de KKT:

Para que x* seja um minimo local do problema com restri¢cbes, com S(x), g(x), e h(x)
duas vezes diferenciaveis em x*, € suficiente que:

a condicdo de primeira ordem de KKT seja satisfeita e, que a matriz Hessiana da funcéo de
Lagrange, Vﬁ L(x*, A*, u*), seja positiva definida para todo vetor ndo nulo d tal que:

d'Vhi(x*)=0 ,i=1,2,..,m
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d’ Vgi(x*) = 0 para as g;(x*) ativas {gj(x*) =0 e p* >0}
d" Vgj(x*) < 0 para as gj(x*) inativas {g;(x*) <0 e p* =0}
isto &, d' V2L(x* A%, u*)d>0.
A positividade da matriz Hessiana com restricao, isto €:
d" V2L(x*, A%, p*)d>0 vde{d/d Vh(x*)=0,d vgj(x*) =0, d =0}
é garantida se todas as raizes do polinémio caracteristico

AM-ViL M

-0
MT 0

p(A) =

forem positivas, onde M é a matriz formada pelos gradientes de h(x*) e g(x*) ativas, isto é, a
matriz tal que d” M = 0, com m+p® < n e com posto completo (p* é o nimero de restricdes g
ativas). O mesmo critério se aplica para semipositividade, negatividade e seminegatividade,
com 0s respectivos sinais das raizes.

Uma maneira de resolver o problema de valor caracteristico acima € usando a
decomposicdo decomposicdo QR (ou decomposicdo ortogonal-triangular, ou decomposigéo
de Householder) da matriz M (= Q R) para obter a matriz de projecdo, Z', do vetor d no sub-
espaco nulo de M, isto é, d"M =0, ou entdo a decomposic&o em valores singulares da matriz
M" (= U S V). A matriz Z é formada pelas ultimas w colunas de Q, ou ainda pelas Gltimas w
colunas de V, onde w é a dimensdo do espaco nulo (numero de valores singulares nulos, ou
namero de linhas nulas da matriz R):

Zij=Qij=Vij i=1,2,..,n, j=m+p-w+l,...m+p?
R
onde Q"M= {0} (Q é uma matriz unitaria e Q' = Q" é a transposta conjugada)

Uma vez encontrada a matriz Z, obtém-se os valores caracteristicos da matriz Hessiana
projetada neste sub-espaco: 2" V§ LZ

Exemplo 6: Verificar as condi¢des necessarias e suficientes para o seguinte problema (Edgar
& Himmelblau, 1988 , pg. 314):

min S(x) = (X, — 1)? + x5

sujeito a: gi(x) = X3 — x% 14<0

Exemplo 7: Verificar as condigdes necessérias e suficientes para o problema com a mesma
funcdo objetivo do exemplo 2.4, mas usando a seguinte restrigdo:
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02(X) = X1 — x% <0

Exemplo 8: Verificar se o ponto x* = [1 4,9]" é um minimo local para o seguinte problema

(Edgar & Himmelblau, 1988 , pg. 316):

min S(x) = 4 x; —x5 — 12
sujeito a: hy(x) =25— xZ — x5 =0
01(X) = X2 —10%, +x —10 X, +34<0
g2(X) = —(x1 — 3)° — (2 — 1)°<0
g3(x) = —x1 <0

04(x) =—x2<0
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B = L " _¥g.(1,49

¥
Vh,(l,49)

10.2.3 Convexidade

Um subconjunto K de um espaco vetorial X é dito convexo se Vxi, X, e Ke0<a <1:

axit (1-a)x e K

e apresenta as seguintes propriedades:
A pK={xeK/x=By, ye K}éconvexoparaV 3 € R;
b) K+L e Kn L sdo convexos para VvV subconjunto convexo L de X.

Seja K um convexo nao vazio do R". A fungdo S: K — R é dita convexa se V X1, X2 €
KeO<a<1:

S[axi+ (1—-a) X2] <aS(X)+ (1-a) S(xz)

A funcdo S(x) é estritamente convexa se a desigualdade for estrita. Uma funcdo T(x) €
concava se a funcdo S(x) = —T(x) for convexa.

Sejam S(x), Si(x), i=1,2,...,n, funcdes convexas em um convexo ndo vazio K do R",
entdo as seguintes propriedades sdo apresentadas:

a) S(x) e continua em qualquer ponto do interior de K;

b) as se¢bes K, = {x € K / S(x) < €} séo conjuntos convexos;
n

c) S(x) = >.S;(x) é uma funcdo convexa. Se no minimo uma S;(x) é estritamente convexa,
i=1

entdo S(x) é estritamente convexa;

19



d) B S(x) é convexa para § >0 € R.
e) se todas Si(x) < V x € K, entdo S(x) = max{Si(x), S2(x), ..., Sn(X)} € convexa.

Quando S(x) é convexa, as condi¢cBes de otimalidade simplificam-se, porque as
condicBes de segunda ordem sdo equivalentes a convexidade local da funcéo. Além disso, um
minimo local seré4 também global e se a funcéo for estritamente convexa o minimo global é
unico.

Para ilustrar, define-se y=oax;+ (1-a) X2 e w=a S(X1)+ (1 —a) S(x2)

S(x) ) S(x) fungo concava
fungdo convexa
() /%

W '

N— |
S(y) \

i X : : X
X1 y X2 X1 y X2

Seja X um conjunto aberto ndo vazio do R" e S(x) uma funcéo diferenciavel em x°
X. Se S(x) é convexa em x°, entéo

S(x) — S(x°) = VTS(x°)(x — x°)
Para uma funcdo S(x) diferenciavel em X,
S(x) é convexa < S(x?) — S(x') = VIS(x)(xX* —x') WV x1, X2 € X.

Seja X um conjunto aberto ndo vazio do R" e S(x) uma funcdo duas vezes
diferenciavel em x° € X. Se S(x) é convexa em x°, entdo V2S(x°) é positiva semidefinida. Para
uma funcdo S(x) duas vezes diferenciavel em X,

S(x) é convexa <> V2S(x) é positiva semidefinida v x e X.

Seja K um conjunto convexo ndo vazio do R", x° € K e d um vetor ndo nulo tal que
(x° + o d) e K para um o > 0 suficientemente pequeno. Entdo, a derivada direcional de S(x)
no ponto x° ao longo da direcdo o, denotada por S'(x°,d), é definida pelo seguinte limite
(incluindo +o0):
o] _ o
s'(x0,d) = lim 2+ =S00) iy (VTS(x0)d +adTV25(x°)d)

a—0* (0} a—0*

Portanto, a derivada direcional no ponto x° é dada por S"( x°,d) = V'S(x°) d.

Seja K um conjunto convexo ndo vazio do R" e S(x) uma funcdo convexa. Entdo, o
sub-gradiente de S(x) no ponto x° e K, denotado por d, é definido como:
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S =S +d" (x—x°) , VxeK

Isto &, a aproximacdo linear com o uso do vetor d sempre resulta em uma sub-estimativa de
S(x).

Generalizacdo de funcdes convexas

Para generalizar a definicdo de funcbes convexas é necessario definir a continuidade
de fungbes escalares multivariaveis.

Sejam X = R", x° € X, e S(X): X > R.
S(x) é continua em x° se:
para cada € > 0 existir 5(¢) tal que ||x — x%| < & = |S(X) — S(x°)| <&, ou

para cada seqiiéncia x*, %2, ..., X" em X convergindo para x°:

lim S(x™) = S[n!i_r)nwxm) = S(x°).

m—oo
S(x) é continua em X se ela for continua para todo x° e X,
S(x) é semicontinua inferior em x° se:
para cada € > 0 existir 5(¢) tal que ||x — x%| < & = —& < S(x) — S(x°), ou

para cada seqiiéncia x*, X, ..., X" em X convergindo para x°:

lim inf S(x™) = S( lim xm): S(x°),

m-—oo m—o0

onde lim inf S(x™) = lim min{S(x),S(x?),...,S(x™)}.

S(x) é semicontinua inferior em X se ela for semicontinua inferior para todo x° € X.

Stx) } P St
z/.- '|_‘
7 \

7 ‘ i

/ ix i

| A \ *
X ‘ (
funcdo semicontinua inferior funcdo semicontinua superior

S(x) é semicontinua superior em x° se:
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para cada € > 0 existir 5(¢) tal que ||x — x%| <& = S(x) - S(x°) <, ou

para cada seqiiéncia x', X2, ..., x™ em X convergindo para x°:

lim supS(x™) = S( lim xm)z S(x°%),

m—o0 —®

onde lim supS(x™) = lim max{S(x}),S(x?),...,S(x™}.

m-—oo

S(x) é semicontinua superior em X se ela for semicontinua superior para todo x° € X.

Seja K um convexo néo vazio do R". A funcdo S: K — R é dita quasi-convexa se V X,
X2e KeO<La<l:

S[ax1+ (1 —a) X2] < max{S(x1), S(x2)}

A funcdo S(x) é estritamente quasi-convexa se a desigualdade for estrita quando S(x1) # S(xy).
Uma fungdo T(x) € (estritamente) quasi-concava se a fungdo S(x) = —T(x) for (estritamente)

quasi-convexa. Um minimo local de uma funcdo estritamente quasi-convexa sera também
global.

i
S(x) Six)

Funcéo quasi-convexa Funcéo estritamente quasi-convexa

Definindo as se¢des K. = {x € K / S(x) < &}, ent&o:
S(x) é quasi-convexa < K é convexo V ¢ € ‘R.

Seja S(x) uma funcdo semicontinua inferior no convexo K < R". Se S(x) é estritamente
guasi-convexa em K, entdo S(x) é quasi-convexa, mas 0 converso ndo é verdadeiro.

A soma de fungdes quasi-convexas nao é necessariamente uma funcéo quasi-convexa,
propriedade valida para fungbes convexas. Por outro lado, o reciproco de uma funcao quasi-
convexa, 1/S(x), € uma funcéo quasi-concava, mas o reciproco de uma fungédo convexa nao é
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necessariamente uma fungdo céncava (ja o reciproco de uma funcéo céncava positiva é uma
funcéo convexa). Por exemplo, S(x) = ¢* é convexa e 1/S(x) é convexa também.

Seja S(x) uma funcdo diferenciavel em um conjunto convexo aberto néo vazio K < R",
entéo:

S(x) é quasi-convexa < S(x?) < S(x}) > VIS¢ —xH) <0 V xq, x; € K.

Seja S(x) uma funcdo quasi-concava duas vezes diferenciavel em um conjunto
convexo aberto ndo vazio K < R", entdo uma direcdo, d, ortogonal ao VS(x) exibe as
seguintes propriedades:

a)se xX’eK, de R" e d' VS(x°) =0, entdo d' V3S(x°) d <0;

b) a matriz Hessiana de S(x) tem no méaximo um valor caracteristico positivo V x e K. Isto &,
a generalizacdo da concavidade de funcGes (para quasi-concavidade) é equivalente a
existéncia de no maximo um valor caracteristico positivo da Hessiana.

Seja S(x) uma funcéo diferenciavel em um conjunto aberto ndo vazio X < R".
S(x) é pseudo-convexa se S(x?) < S(x}) »> VIS(xXH)(Z —x}) <0 V¥ xg, Xz € X.

Uma fungdo T(x) € pseudo-cdncava se a fungdo S(x) = —T(x) for pseudo-convexa. O
reciproco de uma funcdo pseudo-concava, 1/S(x), € uma fungdo pseudo-cénvexa. As seguintes
relagdes sdo validas:

a) uma funcgdo convexa diferenciavel é pseudo-convexa;

b) uma funcdo convexa € estritamente quasi-convexa;

¢) uma funcgdo convexa é quasi-convexa,

d) uma funcéo pseudo-convexa é estritamente quasi-convexa;

e) uma funcdo estritamente quasi-convexa e semicontinua inferior é quasi-convexa.

10.2.4 Formas funcionais

O meétodo empregado para solucionar um problema de otimizacdo depende,
fundamentalmente, da forma da funcao objetivo e de suas restricbes. Com relacdo a funcédo
objetivo tem-se:

n
fungdo linear: S(x)=a+c'x=a+ > ¢ X;
i1

como neste caso VS(X) = ¢ = 0 V X, a funcdo S(x) ndo apresenta pontos de maximo ou
minimo. Para este tipo de funcdo objetivo, s6 faz sentido a existéncia de um problema de
otimizacdo com restricdo, cuja solucdo, se existir, estard localizada em algum ponto da
fronteira da regido de busca.
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« " 1 n 133
fungdo quadratica: S(x) = a+ch+ExTAx= a+ Y CiX +o2 > X X
i1 i1 j-1

como x' Ax éumescalar = X' Ax=[x' Ax]"=x"A"x,

tem-se que: XTAXZ%(XTAX+XTATX) =x' {%(A+ AT)}X

1
entdo definindo Q = 2 (A+ AT ), que é uma matriz simétrica: Q = Q",

resultaem: x" Ax = x" Q x, isto é:

S(x)=a+c'x+= x TQx= a+Zcx+ ZZq”x Xj

| 1j=1
e portanto:
oS mq
VS (x Xj+Xi—|1"
0= {axk} { %%q”( OX L Xy }

ax O ,i * k 1 n n
mas como —- = §;, = (tem-se: VS(X) =| ¢, + =2 > (G X + i X;)

OXy 1 ,i=k 2 i=1j=1

e sabendo que a matriz Q € simétrica:

VS(x)z{ck +Zn:qik xi}z c+Qx

i=1
e H(X) = V2S(x) = Q

com isto, a condicdo necessaria de primeira ordem, VS(x*) = 0, para este tipo de funcéo
resulta em:

Qx*=—c oudeformasimilar (x*)'Q=—c'

S(X*)=a+C' X*+= (x*) Qx*=a+ ;c X*
Subtraindo S(x*) da funcdo S(x) tem-se:
S(x)=S(x*)+c' (x—x*) —I—%[XTQ Xx—(x*)TQx*

como ¢’ = —(x*)" Q,
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S(x) =S(x¥) +%-XTQ X=(x*)TQx*~(x*)"Q (x—x*) = (x*)" Q (x—x*)

S = S(6) + [T Qx= (60T QX (x)7 Q (x~x*)

S = S00)+ [~ 39T Qx= ()7 Q (x-x¥)]

S(x) = S(x*)+%(x—x*)TQ (X—x*)

funcéo néo linear: S(x): R" — N

a expansdo em série de Taylor de S(x) em torno de um ponto X, é dada por:

S(x) = S(x0)+VTS(x0)(x—x0)+%(X—XO)T V25 (Xg) (X = Xg) +...

No caso particular de X, = x*, tem-se VS(x*) =0 e:

S(x) ~ S(x*) +%(x—x*)T H(x*) (x — x*)

0%S
OX;OX

Se S(x) for duas vezes diferenciavel em x*, entdo H(x*) = [ } é simétrica.

I lx
Portanto, tanto no caso de funcdo quadratica, onde H(x*) = Q, quanto no caso geral de funcao
ndo-linear, a matriz Hessiana fornece as caracteristicas do(s) ponto(s) 6timo(s) de S(x).

Algumas observacbes adicionais:
1) no caso de S(x) ser uma funcéo quadratica, o ponto 6timo é global,

2) se H(x*) é positiva definida, entdo S(x) € estritamente convexa na vizinhanc¢a de x* (ou V x
no caso da funcéo quadratica);

3) se H(x*) é positiva semidefinida, entdo S(x) é convexa na vizinhanca de x* (ou V X no caso
da funcédo quadratica)..

4) se H(x*) é negativa definida, entdo S(x) é estritamente concava na vizinhanca de x* (ou Vv
X no caso da funcdo quadratica);

5) se H(x*) é negativa semidefinida, entdo S(x) é concava na vizinhanga de x* (ou V X no
caso da funcdo quadrética).
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funcdo mista linear e inteira: S(x,y) =c'x+d'y , xe XcR"eyeY

onde y é um vetor de variaveis inteiras de dimensdo g, Y < 39 ou um vetor de variaveis
binarias de dimensdo g, Y = {0, 1}". Como a funcéo ¢ linear, s6 faz sentido a existéncia de um
problema de otimizacdo com restrigéo.

funcéo mista néo linear e inteira: S(x, y): X x Y —> R

Problemas de otimizagdo mista néo linear e inteira apresentam grandes desafios e dificuldades
associados com o cardter combinatorial do dominio discreto (inteiro) junto com as
comumente encontradas ndo convexidades e ndo linearidades do dominio continuo.

funcdo unimodal: é a fungdo que apresenta apenas um extremo.

funcdo multimodal: é a funcdo que apresenta mais de um extremo.

NOTA: toda funcdo cdncava ou convexa € unimodal, mas nem toda funcdo unimodal é
necessariamente concava ou convexa. Veja exemplo S(x) = (x* — 1)°.

10.2.5 Algebra vetorial

Sejam xey e X R", AeB e R™, S(x): X = R, g(x) e h(x): X = X. Entdo as
seguintes regras de diferenciacdo se aplicam:

VIg(x)" h()] = V'g(x) h(x) + V'h(x) g(x)
VIS(x) 9091 = g(x) V'S(x) + S(x) Vg(x)
V(AX)=A

VX"A) = A

VX'AX) = (A+A")x

VS[g(x)] = V'g(x) VeS(9)

VS{g[h()1} = V'h(x) Vi'g(h) V,S(g)
Vg[h(x)] = Vig(h) Vh(x)

dxX"y) .t T

———= =X Y+X
at y y

d(Ax) = Ax+ AX
dt
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d(AB)

= AB+AB
dt
d(x"Ax) .t T ; T
Tz)‘( AX+X AX+X AX

Exercicios de fixagao
1. Teste as condi¢Oes necessarias e suficientes do problema abaixo.
min S(X) = X1 Xz
sujeito a: gy (X) = xZ +x5 —25<0
2. Determine se as fungdes abaixo sdo cbncavas, convexas, estritas ou ndo, ou nenhum
destes casos ?
a) SX)=2x1+3%x,+6
b) S(X)= 2xZ —3X; X, +2X5
c) S(x)= x13 +x§ —3X% +8x%, +2
3. Verifique se as restricbes abaixo, definindo uma regido fechada, formam uma regido
convexa.
01(x) = —xf +X2>21 e gpX)=x—-x<2
NOTA: se todas as restri¢cdes colocadas na forma gi(x) < 0 sdo fungbes convexas (ou na forma

gi(x) > 0 séo funcbes concavas), entdo elas formam uma regido convexa. Fungdes lineares sao
tanto convexas quanto concavas.

4. Mostre que a fungdo S(x) = —x1 X com x; >0 e xp >0 é quasi-convexa. Ela é também
convexa ? Por qué ?

5. Mostre que a funcdo S(x) = xf +5%; X, +3x§ com x; >0 e Xy >0 é pseudo-convexa.

Ela é também convexa ? Por qué ?
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10.3 Otimizagédo Dinamica

Exemplo 9: Para ilustrar o problema de otimizacdo dinamica, algumas vezes chamado de
otimizacdo em dimensdo infinita, pois envolve variaveis de decisdo que sao funcdes,
considere o sistema abaixo de um reator semi-batelada, com duas rea¢Ges exotérmicas:

Feed A Feed B
TA+R - C —
_B + (- )

i —

Cooling

Water
onde C é o produto de interesse e D é um sub-produto. Iniciando com o reator vazio, as
alimentacGes de A e B, bem com a taxa de adgua de resfriamento, estdo livres para variar ao
longo da operagéo. Para um dado reator, com dimensdes fixas, o objetivo operacional pode
ser 0 de determinar o tempo de duragé@o da operagéo e as taxas de alimentagéo de reagentes e
agua, de modo a maximizar a concentracdo final de C. O projeto do equipamento também
pode ser parte do objetivo do problema. Geralmente, quando as variaveis de decisdo
envolvem somente varidveis operacionais, o problema é denominado de controle étimo.

A formulacdo matemética do processo acima pode ser genericamente representada
por:

F(x(1), x(t) y(t),u(t),v) =0
onde x(t), x(t) sdo as variaveis diferenciais e suas derivadas em relacdo a variavel

independente, t (geralmente o tempo), y(t) sdo as variaveis algébricas, u(t) sdo as variaveis de
controle e v sdo 0s parametros invariantes no tempo, a serem determinados pela otimizagéo.
Para 0 exemplo, u(t) representa as taxas de alimentacdo dos reagentes e da agua de
refrigeracéo e v pode ser o volume do reator. As condigdes iniciais para este problema podem
ser descritas genericamente por:

1(x(0), x(0) ,y(0),u(0).v) = 0
que juntamente com a forma funcional de u(t) e os valores de v determinam completamente a

resposta transiente do sistema.
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10.3.1 Formulagéo da fungéo objetivo e restri¢des
A formulacéo da funcdo objetivo para um problema de otimizacdo dindmica pode estar
associada a determinacdo dos seguintes valores:
e horizonte de tempo da operacéo, t; (tempo final);
e parametros invariantes no tempo, v;

e variacdo temporal das variaveis de controle, u(t), parat [0, tf].

de modo a minimizar (ou maximizar) um funcional ®(u(t),v,ty). A funcdo objetivo € um
funcional pois depende da escolha da funcdo u(t). No problema do reator semi-batelada @
seria a concentracdo final do produto C e t; seria a duracdo da batelada, resultando no
problema de otimizagdo abaixo:

max D = x5(ty)
tf ,V,u(t),te[O,tf ]

sujeitoa:  F(x(t), x(t) ,y(t),u(t),v) =0
1(x(0), x(0) ,y(0),u(0),v) = 0
onde X3 é a concentracao de C.

Se a funcdo objetivo a ser minimizada for a integral de uma funcdo sobre todo o
intervalo [0, t]:

tf
DUR)Vt) = Jo (x(), X(1) y(t),u(t),v) dt
0

pode-se adicionar ao sistema de equacGes algébrico-diferenciais do problema, a seguinte
equacao:

D = p(x(t), X(t) y(t),u(t).v)

com a condicéo inicial ®(0) = 0, para ser integrada simultaneamente. Para o caso particular de

® =1, tem-se o problema de minimizacao do tempo de operacao, t;.

Uma formulacdo mais geral para a funcdo objetivo envolve as duas formas acima, ou
seja:
ts

D(U()v,t) = wx(ty), X(t; ) y(t).u(t),v) + o (x(¥), X(t) y(t),u(t).v) dt
0
Dentre as mais variadas formas de restricdes adicionais em um problema de
otimizag&do dindmica, tem-se:
a) Limites nas varidveis de decisao

tfmm S tf < tfmax
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U™ <u(t) <u™ | Ve [0, t]
Vmin <v< Vmax
b) Restrigdes terminais
de igualdade: w(t;) = w*
de desigualdade: w™" < w(t)) < w™

onde w representa alguma varidvel do sistema (x ou y), ou uma relagdo entre elas. Para o
exemplo do reator, a quantidade final de material no reator pode ser fixada ou a temperatura
final pode estar limitada em uma dada faixa.

c) RestrigOes interiores

Aparecem quando algumas variaveis devem estar limitadas em alguns pontos no interior do
intervalo de operagéo, ou seja:
w™ (1) < w(ty) < w"(t)
onde t; € [0, t)). Como por exemplo, limitar a curva de aquecimento do reator dentro de uma
faixa determinada.
d) RestricGes de trajetdria
S&o aquelas restricdes que devem ser satisfeitas durante todo o intervalo de operacéo, ou seja:
W <w(t) Sw™ v te [0, t]

Por exemplo, no reator semi-batelada pode-se impor que a temperatura da reagédo ndo deva
ultrapassar um determinado valor para evitar a degradagé@o do produto.

10.3.2 Principio do Minimo de Pontryagin

Antes de enunciar o principio do minimo de Pontryagin, é necessario introduzir os
conceitos do céalculo variacional, que trata da selecdo de uma funcdo desconhecida que
aparece no integrando de uma integral que deve ser minimizada ou maximizada em funcéo
desta selecéo.

Considere a seguinte integral:

t
S(x) = [olt, x(t), x(t)]dt

L}
onde x(t) é a derivada de x(t) em relacéo a t. O problema do célculo variacional consiste na

selecdo de x(t) de modo a minimizar (ou maximizar) o funcional S(x). Supondo que x*(t) € a
funcdo que minimiza S(x) e x(t) € uma outra funcdo com uma diferenca infinitesimal de x*(t)
em cada ponto dentro do intervalo (ty, t2), define-se:
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X = Xx(t) — x*(t)

como o operador variacdo, ou seja, a variacdo de uma fungédo representa uma mudanca
infinitesimal arbitraria na funcdo a um dado valor de t. Note que a variacdo difere da
diferenciacdo, pois esta Ultima corresponde a uma medida da mudanca de uma funcéo
resultante de uma mudanca especifica (ndo arbitraria) na varidvel independente. A equacéo
acima pode ser escrita como:

8x = X(t) — x*(0) = & ¢(t)

onde ¢(t) é uma funcédo arbitréria continua e diferenciavel e € é um pardmetro varidvel que
tende a zero.

Como o operador variagdo acarreta uma mudanca infinitesimal em uma funcao para
um valor fixo de t, tem-se:
ot=0

ou seja, a variavel independente ndo participa do processo de variagdo. Outra propriedade
importante do operador variacdo é a comutatividade com os operadores de diferenciacédo e
integracao:
d d d¢ dx dx dx* d d¢
—X=—[ed()]=e— e O0—=—-——=—(X-X)=6—"
at * g AI= ey, gt T ot e )T g

atf X(t)dt =tf X(t)dt — tf x* (t)dt :tf[x(t) _x*(1)]dt =tf sx(t)dt

o] o] b o] o]

Como a condicdo necessaria de primeira ordem para o minimo local de uma funcéo,
S(x), pode ser interpretada como a existéncia de um ponto estacionario da funcéo objetivo,
entdo dentro de uma regido infinitesimal em torno deste ponto tem-se que:
3S=0

Usando a propriedade comutativa chega-se a:

onde 3¢ = @[x, X(t) f] — o[x*, x*(t) f] = o[x* + & ¢, X*()+ & §(t),t1] — Q[x*, x*(t) 1].
Expandindo ¢ em série de Taylor tem-se:

O[x* +& ¢(t), X* (1) +& §(t), t] = p[x*, x* (1), 1] + V} @[x*, x*(t), t] € d(t) +
Vi olx, x*(t), 1 4(t) + O[> ¢(t), 62¢* (1) ]
que eliminando os termos de ordem O(e?), resulta em:

8o =& {V} @DX* x* (), t] §(t) +V o[x*, x*(t), ] b(t) }
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Para um ponto estacionario tem-se:

t .
8S =sj(v§<p O+Vip ¢)dt =0
4
sobre qualquer funcdo arbitréaria ¢(t). O segundo termo no integrando pode ser integrado por
partes (u = Vyp e v =¢), resultando em:
BT T oo 2d o7
[Vie o dt=[Vyie ol - fa[vx@] ¢ dt
L’} L

Se a funcéo x(t) é fixada nos contornos, t; e tp, entdo ¢(t) deve se anular nestes pontos, pois
ndo pode existir variacdo de x(t) nos contornos. Deste modo o primeiro termo da integracdo
por partes é nulo. Para o caso mais geral, onde algum contorno pode estar livre, as seguintes
condicdes de complementaridade devem ser satisfeitas:

VTchq):O para t=t; e t=t
ou seja, se &S é para ser zero para todas as variagdes admissiveis (restritas somente pela

continuidade e diferenciabilidade) entdo o primeiro termo da integragdo por partes deve ser
sempre nulo. No caso de existir uma contribui¢do terminal na funcéo objetivo:

S(x) = YIx(t,).t,]+ ]%(P[t, X(1), x(D)]dt

b
a condicao de complementaridade terminal seria:
[VI¥+V 9] $=0 para t=t,
Substituindo a integracdo por partes em &S = 0, tem-se entéo:
Blor d o7
8S = sj(vxcp —E[chp]jd) dt=0
Y

Como a equacdo acima deve ser satisfeita para qualquer funcdo arbitraria ¢(t), continua,
diferenciavel e que satisfaca as condi¢Ges de contorno, entdo o termo entre paréntesis deve ser
nulo, resultando na equacéo de Euler-Lagrange:

d
V.o ——[V,0]=0
"0 dt[ @]

Exemplo 10: Para ilustrar, considere o problema de determinar a curva de menor
comprimento conectando dois pontos no espaco, conforme a figura abaixo.
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O comprimento de uma curva conectando 0s pontos (t, X1) e (t2, x2) é dado por:

s(t) 5
S(x)= [ds=[v1+x“dt
s(ty) Y

onde o[t, x(t), x(t)]= V1+ x> e ds=+dt?+dx? que € o comprimento de um segmento
infinitesimal da curva.

Aplicando a equacéo de Euler-Lagrange para o problema acima, tem-se:

o¢
Vo=22-0
xP ox
0 X
Vio=—-=

X 1+ %2

d d (9 d{
Vip——[Vi@] =0——| —F |=——| ——1|=0
0~ gLV %] dttaxj dt[/lﬂ-(z]

ou seja:

= constante, o que implica que x*(t) = constante. Portanto, como néo

X
V1+X2

poderia deixar de ser, 0 caminho mais curto entre dois pontos é uma reta: x*(t) =at + b.

Naturalmente, para assegurar que a funcdo x(t) minimize o funcional S(x), a condicéo
suficiente de segunda ordem deve ser verificada, que no caso de variagdes significa que a
segunda variacdo de S deve ser positiva para todas variacdes possiveis de X, isto €é:

8°S>0, V dx

que é equivalente a (8x)" V)Z(S (x*) 6x > 0, ou ainda pela condicdo de segunda ordem de
Legendre:
V2(x*,%x*,t) >0
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Aplicando esta condicdo para o exemplo acima tem-se:
V%(p = ﬁ >
logo, a solucgdo étima x*(t) minimiza o funcional S(x).

Retornando ao problema de otimizacgdo de sistema dindmicos, seja entdo o problema:

t
o (t)yum(ti)r‘lte[ ot DLx(t),u(t),t] = wix(t),t] + icp [x(B)u(t).t] dt
sujeitoa:  x(t) =fx@®),u),t] , x(0)=xo
h[(t),t] =0

Introduzindo os multiplicadores de Lagrange associado as restricdes chega-se a:

LIX(8),u(t) A().n.t] = wix(t),td + n' hix(t).t] +
ty
[{o Ix(®).u(t),f] + AT(t) (Fx(O),u(t).f] - x(t))} dt
0

que pode ser dividida em duas funcdes:

OX(t)m.t = wx(t),td + ' h[x(t).t] e
AIX(),u(t), (0.4 = @[x(t),u(t),f] + A7(t) (FIx®),u®).f] — X))

resultando no funcional:

ty
LIX(®),u(t),A(t),n,t] = Ox(t).m.t] + [ A [X(0),u(t),A(1).t] dt
0
que ao ser minimizado resulta nas equagOes de Euler-Lagrange:

V, A —%[VXA]zozvxmvlf A+

onde o(t) = u(t), e pelas condi¢des de complementaridade para o(t; ):
[V,0+V Al 60,=0 =V, 0+V,A=0 = V,A=0 parat=t
pois o(t;) é livre (dwr = 0) e ® ndo depende de o, chega-sea V,A =0 V t, ou seja:
VoA=0=V 0+VIfA=V,0+V]fa
Definindo a seguinte funcdo de Hamilton (ou Hamiltoniano):
HIX(®),u(t),A(0).4] = o[x(),u(®).t] + 1()) fIx(t).u(t) 1
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entdo, as condigcdes necessarias de primeira ordem (Euler-Lagrange) descritas acima sao
equivalentes a:

X=V,H=f

A=-V,H=-V,0-V]fA

V,H=V,0+V] fA=0
que devem ser resolvidas juntamente com as condigdes iniciais e finais e as condicdes de
complementaridade:

X(0) = Xo

h[x(t),t] =0

[Vy)© — Mt)]" dx(t) =0

{HIX(t),u(t) At 4] +V, ©3 8t =0

A condicao de segunda ordem pode ser verificada pela positividade de VﬁH . Este conjunto

de condigdes sdo conhecidos como Principio do Minimo de Pontryagin (1962), e o0s
multiplicadores de Lagrange, A(t), sdo conhecidos como variaveis adjuntas. Para as partes do

caminho u(t) sobre as restricdes u™" ou U™, vale a seguinte condicdo de otimalidade, no
lugar de V,H =0:

HDx*(t),u*(t),A*(t),t] < HX*(t),u(t),A*(t),t]
para todos as possiveis funcdes u(t).
Para problemas com restri¢cdes de desigualdade do tipo:
g[x(®),u(),t] <0 , Vte 0, t]

onde g € RP é duas vezes continuamente diferenciavel e o subconjunto de restricdes ativas,
g?, ndo deve ser maior que o nimero de varidveis de controle, u, e deve apresentar uma
matriz Jacobiana, V,g? de posto completo V t e [0, t]. Exemplos de restricdes de
desigualdade que satisfazem estas condi¢des sao:

U™ <u@) U™ Vtelo t]

U™ Ix(t),t] < ut) < U™ [x(),t] , Yt e [0, t]

u@|<u™, Vtel0t]

luOIF<r®, Vte[0,t],reR
Introduzindo funcdes de folga Z(t), isto é:

gilx@®),u@®),t] + 22 ®) =0, i=12,..p
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tem-se o integrando da funcdo de Lagrange na forma:
AIX(®),u(t),A(),t] = @[X(®,u(®),t] + 270 (FIX(A),u(t)t] —X(t)) + 1'(® @IXER) U] +2%(t))

onde o vetor z°(t) =[...22(t)...]". Neste caso as equacdes de Euler-Lagrange sdo dadas por:

VXA—%[VXA]:O=VX@+VU A+Vigu+i

\%

(o)

V,A —%[VzA] =0 = V,A=cte

De modo analogo as condig¢des de complementaridade para «(t), que resultam em V A =0
V t, para a funcéo z(t) tem-se:

[V,0+V,A]"6z,=0 = V,0+V,A=0 = V,A=0 parat=t
logo, V,A=0 V't e, peladefinicdo de A, pj 2, =0, ouaindapigi=0,i=1.2,...p.

Definindo o Hamiltoniano para este caso:

HIX(®),u(®),2.(1),8] = e[x(),u(t).t] + A'(t) fIx(®),u(t) t] + n'(t) gIx(t),u().1]

entdo o Principio do Minimo de Pontryagin (ou condi¢Ges necessarias de otimalidade para
systemas dinamicos) é dado por:

X=V,H=f

A=-VH=-V -V fA-Vigu

VH=V,0+V fA+Vigu=0

n>0

VAH >0 Vv {du| VI g®su=0}
juntamente com as condig0es iniciais, finais e de complementaridade:

X(0) =X,

h[x(t:),t] = 0

[V )® — Mt)]" Sx(t) = 0

{HIX(ts),u(t) A (te) t]] +V, © } 3t = 0

H'i gl = 0! i = 1!27"'yp'
10.3.3 Controle 6timo

Analisando inicialmente o problema de controle 6timo para sistemas lineares:
X(®) =AM x® +BE®uU® , x(0)=x
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com a seguinte fungdo objetivo quadratica:
1 > 1 2 2
S[x(t),u(t).t] = EHX(tf )HR +§£h|x(t)”(}(t) +||u(t)||W(t) ]dt

onde ||x||i =x"Rx e R>0, Q(t) > 0 e W(t) > 0 sdo matrizes simétricas de pesos. Definindo o

Hamiltoniano para este problema:

HIx(t),u(t),A(t),t] = %”x(t)"é o +%||“(t)||v2vm + A [AXx+Bu]

entdo, pelo principio do minimo de Pontryagin, tem-se:

x=V,H=Ax+Bu

A=-V,H=-Qx-A"A

V,H=Wu+B'A=0

X(0) = X,

At) = R x(t)
que resolvendo para u(t), chega-se a:

u=-W+'B"2
X =Ax-BW'B'A

gerando um problema de TPBVP (two-point boundary value problem) para x e A, cuja
solugdo minimiza a fungédo objetivo, pois VﬁH =W > 0, e € um minimo global devido a

convexidade do problema. Se a solucdo A(t) do problema de TPBVP puder ser expressa como
uma funcéo da solucéo x(t) em termos de uma transformagcéo linear P(t) € R™", isto é, x(t) ser
uma base de solugbes para A(t):

A() = P(t) x(t

entdo a solucdo do TPBVP pode ser facilmente obtida. Para verificar tal possibilidade,
primeiro substitui-se esta dependéncia nas equacdes para X e A, e subtrai-se uma da outra
resultando em:

(P+PA+ATP-PBW'B'P+Q)x()=0
que deve ser satisfeita Vv t, logo como x(t) = 0 entdo:
P=-PA-A'TP+PBW'B"P-Q

qgue é uma equacdo diferencial matricial ndo linear, conhecida como equacdo de Riccati
dindmica, cuja condicdo de contorno é obtida de A(t)) = R x(t;), ou seja:

P(tf) =R
Fazendo a mudancga de varidvel t = t; — t, tem-se dt = —dt e:
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P=PA+A"P-PBW'B'P+Q
P(0)=R

Portanto, o problema de TPBVP foi transformado em um problema de valor inicial de
dimensdo n (n + 1) / 2, pois P(t) é uma matriz simétrica. Com a solu¢do da equacdo de Riccati
dindmica, a lei de controle 6timo quadrético é dada por:

u* = —K(t) x*(t)
K(t) = W(t) ™ B(t)" P(t)

que é independente da condic¢do inicial x,. O sistema dindmico em malha fechada pode ser
escrito como:

x*=(A-BW?'BTP) x*=Acx*, x(0)=xo

onde Ax(t) = A - B W' B" P é a matriz caracteristica da dinamica do sistema regulado.
Observa-se também que o valor 6timo da funcéo objetivo é dado por:

S[x*,u* t] = %xg P(0) x,

onde P(0) é obtido em t =0 (t = t;). Este resultado pode ser verificado pela equacao:
d

dt(xTPx):XTPx+xTPx+xTPX

que ao substituir as expressdes para P e x*, resulta em:

%(XTPX) =X Qx-xX PBW'B"Px=-Xx"Qx-u"Wu

Integrando a equacgdo acima em [0, t;] tem-se:
t
x(0)" P(0) x(0) = x(t)" P(t) x(t)) + [(x" Qx+u"W u)dt = S[x(t),u(t),t]
0

pois P(t;) = R.

Fazendo a integracdo em [t, t;] tem-se:

ty
X(t)" P(t) (1) = ()" Rx(t) + [(x"Qx+u"Wu)dt >0
t

de onde conclui-se que P(t) é positiva semidefinida.

Para o caso particular de um sistema invariante no tempo, com [A B] controlavel, t; =
oo € matrizes pesos constantes, a lei de controle 6timo pode ser obtida atraves da solugédo da
equacdo de Ricatti estacionaria:

PA+ATP-PBW'B"P+Q=0
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que pode ser eficientemente resolvida via decomposicdo em valores caracteristicos do
gradiente do Hamiltoniano associado. Neste caso a matriz de ganhos, K, da lei de controle é
invariante no tempo.

Na maioria dos casos de controle 6timo néo linear, é mais eficiente tratar o problema
como uma programacao ndo linear do que utilizar o principio do minimo de Pontryagin, para
obter o controle 6timo, u(t). Nestes casos, a escolha da forma das variaveis de controle toma
um aspecto mais de engenharia do que matematico, pois dependera da forma com que as
acOes de controle serdo implementadas na pratica. Alguns tipos de variacdes mais comuns
para as variaveis de controle estdo ilustrados abaixo.

\/

Cantrod Variable
—
Comtrad Variable

Time, t Time, ¢
—_— —_—=

fa) Plecewise constant confrols (B Plecewise linear conirols

Conirel Variable
Comrol Variable

Timee, 1 Time, ¢
—_— —_—

() Precewise linear continuons coniraols () Polvnomial controls

Sendo as duas primeiras mais frequientemente utilizadas em controle 6timo de processos.

Para qualquer um dos casos acima, 0 algoritmo abaixo mostra uma maneira de
solucionar o problema de otimizagdo dindmica via NLP, conhecida como método da
tentativa-e-erro ou single-shooting.

algoritmo
1) Escolher um perfil inicial para as variaveis de controle, u°(t), k = 0.
2) Integrar o sistema de equacdes algébrico diferenciais.
3) Calcular a fungéo objetivo e restrigdes.
4) Corrigir as variaveis de controle pelo uso de métodos de NLP.
5) Verificar a convergéncia de u“(t). Caso ndo esteja satisfeita k « k + 1 (ir para 2).

6) FIM.
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Outra forma de resolver o problema é através da discretizacdo das equacdes
diferenciais (ou método de multiple-shooting) por técnicas de elementos finitos, diferencas
finitas ou aproximacdo polinomial, gerando um problema algébrico de programacdo néo
linear de elevada dimensdo, que também pode ser resolvido por qualquer método de NLP com
restricao.

Lista de Exercicios

1) A figura abaixo representa um extrator onde entram uma solucdo com uma vazdo F = 104
kg H,O / h e uma concentragédo x, = 0,02 kg A / kg H,0O, e um solvente B puro a uma vazéo
W kg B / h a ser determinada. A corrente rafinada sai com uma vazéo F = 104 kg H,O / h e
uma concentracéo x kg A / kg H,O e ainda um pouco de solvente B dissolvido em agua. No

extrato, a vazdo é de W kg B / h e a concentracdo y kg A / kg B. Calcular a vazdo 6tima W de
B.

lH’
dados: preco do soluto no extrato: 0,4 $/ kg A F . .
X
preco do solvente B: 0,01 $/ kg B ° l
solubilidade de B em agua: 0,0007 kg B / kg H,0O ¥

relacdo de equilibrio: y =k x (k=4)
0 despejo nao tem valor comercial.

critério de desempenho: Lucro = $ soluto extraido - $ solvente utilizado.

2) Calcular as vazdes 6timas de solvente para o exercicio anterior quando dois extratores em
série sdo utilizados no lugar de apenas um extrator, conforme figura abaixo. Considere a
mesma relacdo de equilibrio e a mesma solubilidade de B em agua para os dois extratores.
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3) A figura abaixo representa um trocador de calor em contra-corrente, onde uma corrente de
processo com vazdo W; = 1000 kg / h e temperatura T, = 200 °C é resfriada a T, = 100 °C

por uma corrente friaa t, = 60 °C. Calcular a vazéo 6tima W, do refrigerante (kg / h) bem
como a area de troca térmica 6tima A (m2). Considerar cp = 1 kcal / kg °C para as duas
correntes e U =500 kcal / hm2 °C,

3
dados: investimento do trocador de calor: 3200 (A / 50)048 $ T 1
; . 6 W,
custo do refrigerante: 5 x 106 $/ kg 1 i A
custo de manutengéo: 2 % do investimento / ano 1 T L
tempo de operagédo: 8640 h / ano w. ¢
z z

critério de desempenho: custo anual = 50 % custo

operacional + 10 % ao ano sobre o investimento

4) A figura abaixo representa um sistema de dois trocadores de calor em série, onde uma
corrente de processo com vazao F, = 1000 kg / h e temperatura t, = 20 °C deve ser

aquecida a t, = 100 °C por correntes de vapor saturado a T, = 100 °C e T, = 120 °C,
respectivamente. Calcular as vazdes 6timas W1 e Wo das correntes de vapor (kg / h) bem
como as areas de troca térmica otimas A; e A, (m2). Considerar cp = 1 kcal / kg °C, U, =
300 kcal / h m2 °C, U, = 400 kcal / h m2 °C, &, = 500 kcal / kg e %, = 600 kcal / kg.

I T

Fo, t t t
0—’0 Al, U1 L AZ, U2 ’2

A 4

TWl, T, TWZ’ T,

dados: investimento dos trocadores de calor: 160 (A;)0°$ e 320 (A,)0.5 %
custo do vapor: (a 100 °C)5x 106 $/kg e (a120°C)1x 102 $/kg
custo de manutencgéo: 2 % do investimento / ano
tempo de operagédo: 8640 h / ano

critério de desempenho:

custo anual = 50 % custo operacional + 10 % ao ano sobre o investimento
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5) Um reator CSTR converte um reagente A em um produto B através de uma reacdo
catalitica endotérmica. O catalisador pode ser continuamente injetado no reator e a
temperatura do reator pode ser controlada pela injecdo de vapor através de uma serpentina.
Alguma converséo pode ser obtida somente com o aquecimento, sem a adi¢do de catalisador.
Por outro lado, pode-se também obter alguma conversdo somente com a adicao de catalisador,
sem 0 aquecimento. O produto B pode ser vendido por R$ 50 / mol de B. O custo do
catalisador (R$ / mol da alimentacéo) é dado pela expressao:

C,=2+10 X, +20 X

onde X. é a fracdo molar de catalisador. O custo do vapor (R$ / mol da alimentacao) é dado
pela expressao:

C,=1+0,003S+2x10 ° s?

onde S é a relacdo de kg de vapor / mol de alimentagdo. A conversdo em termos das
quantidades de catalisador e vapor € dada por:

Xg=01+03X,+107*S-10"* XS

onde Xg € a relacdo de mol de B / mol de alimentacdo. Deseja-se saber qual o lucro maximo
deste processo produtivo por mol de alimentacdo.

6) Encontre o minimo global da funcéo

f(x)=xZ +x% —3x, + 15X,

sujeito a: (X, +X5)% =4 (X, —X,)=0
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