2 MODELAGEM

Neste item vamos estudar quais sdo 0s conceitos basicos envolvidos no processo da modelagem
matematica de sistemas. Os modelos matematicos sdo de grande importancia para a ciéncia e a
engenharia em geral, especialmente a partir do instante em que o computador digital veio simplificar
significativamente a tarefa do calculo numérico. Alternativas menos eficientes para se fazer a anélise do
comportamento de sistemas passam pelo uso do proprio sistema real para realizar testes - 0 que para 0s
processos quimicos é praticamente inviavel - ou o uso de modelos fisicos, do tipo das plantas piloto ou

das unidades de bancada.

2.1 Modelo Matematico

Um modelo mateméatico € uma representacdo conceitual; uma idealizacdo da situacdo real. Ha,
basicamente, trés abordagens diferentes para a obtencdo dos modelos matematicos: a fenomenoldgica,
baseada na aplicacdo de principios fundamentais, a empirica, baseada em dados experimentais, e a

hibrida, uma combinacdo ponderada das duas anteriores.

A modelagem fenomenologica se baseia em principios basicos de conservacdo e em relacfes
constitutivas. A sua construcdo é um processo iterativo de ajustes sucessivos, que segue as seguintes

etapas:

1- Definicdo do sistema a ser modelado: uma coluna de destilacédo, a sua secdo de esgotamento (abaixo

do prato de alimentagéo), apenas um prato, um setor particular de um prato, etc.

2- Escolha das variaveis dependentes fundamentais que descrevem o sistema: massa, energia,

guantidade de movimento. Estas variaveis ndo sao diretamente mensuraveis.

3- Escolha das variaveis de estado que permitem medir as varidveis dependentes fundamentais:

concentracdo, temperatura, velocidade.

4- Aplicacdo dos principios béasicos de conservacao das variaveis fundamentais em uma determinada
regidao do sistema - volume de controle (no volume de controle as variaveis dependentes fundamentais

ndo podem mudar com a posi¢éo). Isto €, a seguinte igualdade tem que ser satisfeita:

|[X acumulado]=[entrada liquida de X] +[gerag&o liquida de X]|

5- Determinacdo das expressdes matematicas dos principios basicos em termos das varidveis de estado,

resultando em relagdes entre variaveis dependentes e independentes; as equacdes basicas.



6- Verificacdo de igualdade entre 0 nimero de equacdes basicas e o de variaveis dependentes; com a
igualdade ja se tem o modelo. Entretanto, se 0 nimero de equacdes for menor, deve-se verificar se
todas as variaveis fundamentais foram consideradas; se o foram, introduzir equagfes constitutivas:

leis como a de resfriamento de Newton [q:h-(T—Tr)], da conducdo de calor de Fourier
(q:—k-z—T), da difusdo de Fick (j, =—C-D,gz - VX,),dos gases ideais (P-V =n-R-T), relagbes
y

cinéticas, etc.

Exemplo da necessidade de equagdes constitutivas:

Seja um tanque com uma vazéo de entrada "F" constante:

Considerando constantes a area transversal "A"™ e a massa especifica "p", o balango da variavel

fundamental "massa" pode ser expresso como,
[massa acumulada] = [entrada liquida de massa]
Matematicamente
p-A-h(t+At)—p-A-h(t)=pF(t") (t+At-1)
com

t<t <t+At

Neste caso foi aplicado o Teorema do Valor Médio no calculo da integral

t+At
[F(o)de = Ft )t +at-1)
t
Observar que a variavel fundamental esta sendo medida pelo produto da massa especifica e o volume, o

que, neste caso, resulta somente na variavel nivel "h".



Cancelando densidade, levando a zero o intervalo de tempo e usando a defini¢ao de derivada:

lim h(t+ At - h(t) _ F(t)

At—0 At A
dh(t) _@
d A

Esta equacdo ja representa o modelo matematico, pois se trata de uma equacdo e uma variavel
dependente, h(t).

Para um tanque descarregando com vazao F(t):

Nas mesmas condig¢des anteriores o balanco de massa é:

p-A-h(t+At)—p-A-h(t)=—p.F(t")- (t+ At —1)

dh(t) _ F(1)
d A

Trata-se de uma equacao e de duas varidveis dependentes, "h" e "F" (observar que a vazao de saida é

funcdo da diferenca de pressdo através do orificio de descarga). E necessaria mais uma equacao.

Podemos utilizar o principio de conservacdo da energia mecéanica (equacdo de Bernoulli), obtendo a

seguinte equacao constitutiva:

F(t) = c.4/n(t)

Esta é a equacdo que completa o modelo.



2.2 Alguns Modelos Tipicos da Engenharia de Processos

Vamos estudar os modelos de um conjunto de sistemas que sdo caracteristicos na area de engenharia de

processos.

Tanque de nivel

Feit)

TE) -

| Fit)
Um balango global de massa fornece,
p(t+ At) -V (t+ At) —p(t) -V (t) = p(t*) -Fe (t*) - At — p(t*) - F(t*) - At

que, uma vez aplicado o conceito de derivada, leva a:

dlp(®)- V()] p(t)- Fe(t)—p(t)- F(t)

dt

Se a massa especifica do fluido "p" e a &rea transversal do tanque "A" podem ser consideradas constantes,
a equacéo anterior se reduz a

dh() _

Adt

Fe(t) — F(t)

onde, fazendo F(t) = cy/h(t), vem

dh(t) _
AT+C h(t) = Fe(t)

O modelo é formado por uma equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem, ndo linear, com
coeficientes constantes; definindo Fe(t) e uma condicdo inicial, h(ty), o sistema estd totalmente

especificado.



Tanque de aquecimento

Felt), Teit)
]

YERES
F), T6)

Agora foi incorporada mais uma variadvel dependente fundamental, a “energia”. Assim é necessario

estabelecer o balanco de massa e também o de energia.

O balango de massa fornece:

dn(t) _
A pra h(t) = F.(t)

A energia total, em geral, pode ser considerada formada pelas energias interna, cinética e potencial:
E(t) = U(t)+ K(t)+ P(t)
Desprezando pequenas variagdes de energias cinética e potencial (em geral as suas contribuicdes em

sistemas quimicos sdo, no minimo, duas ordens de grandeza menores que a energia interna), e

considerando que para liquidos U(t) = H(t)"”, um balanco global de energia fornece:

) _ o 1), (0)-h, (0)-pl0)- FO)-h, () + UE)- AT, (- T(0)

dt
Porém, a entalpia total "H" e as entalpias especificas de entrada "h," e de saida "hs", sdo expressas pelas

seguintes equacdes:

H(t)=p(t) A(t)- h(t)- ¢, - [T(t) - T (1)

Considerando que "A", "p" e "c," sdo constantes, € obtida a equagdo
d[h(T-T.)] U-At
A————= =F(T,-T,) - F(T-T,) + T-T
dt e( e ref) ( ref) p'Cp ( q )



onde a variavel independente “t” foi deixada implicita.

Desenvolvendo a derivada do produto de func¢des no lado esquerdo da equacgao

d(T-T dh U-At
Acp S0 Ter) =-A(T-Ty) o+ F(T,-To) - F(T-Ty) + (T,- T
dt dt c,
Substituindo pelo balango de massa na forma:
A@—Fe F
dt
resulta
d (T Tref) U At

A-h

(T Tref) (F F) + F (T ref) F (T Tref.) (T T)
dt p-C

p

Simplificando termos e explicitando o argumento "t™:

A-h (1) de) ( e(t)+MJ.T(t):Fe(t).Te(t){U'AtJ.Tq(t)

p-C, p-C,

O modelo é formado por duas equacfes diferenciais ordinarias, de primeira ordem, ndo lineares e
acopladas, no sentido de que a solucdo da segunda depende de informacgGes fornecidas pela solucao da

primeira. As variaveis de estado sdo h(t) e T(t).

(*) O vinculo entre entalpia e energia interna é dado por:

H=U+p-V

O balanco de energia deveria ter mostrado também a energia, na forma de trabalho, necesséaria para introduzir e retirar o fluido do tanque.
Isto é

C:jlt"f,:e p-Ug—F-p-UtQ+Fe-Pe—F-p=Fe-p- [ue+p—ej—F-p-[u+Ej+Q
P p

Substituindo pela entalpia
CL_T—dS_tV=Fe p-he—F-p-h+Q
Entretanto
de dp
a v a s dt
Se 0 volume é constante e a mudanca média depresséao é desprezivel (uma consideragdo razoavel no caso dos liquidos),

%T—Fe p-he—F-p-h+Q



Escoamento isotérmico em um tubo

[ Fizt) - AY \F(ﬁﬁz,tj.f
: [ |
PIZL) ﬁJF‘(rl'ﬁz,t]x

0 iz

o L

Neste caso as variaveis e as propriedades mudam ndo sé com o tempo, mas também com a posi¢cdo
espacial. Para equacionar o balanco de massa global deve-se levar em consideracdo a variacdo com a
posicdo espacial; a varidvel fundamental s6 pode ser considerada invariante num elemento diferencial de

volume.

Considerando se um perfil de velocidades plano

A-Az-[p(z" t+At)-p(Z", )] =F (z,t") - p(z,t") - At — F(z + Az,t") - p(z + Az, 1") - At
com

2<7 <2+AzZ e t<t <t+At

Considerada a relacdo entre vazdo e velocidade do fluido, F=v-A, para uma &rea transversal "A"

constante, e usando a definicdo de derivada,

y [p(z' t+ At - p(z",1)] y [V(z,t") - p(Z" 1) - V(2 + Az,17) - p(z + AzZ,1")]
Atl—rg) At B Atl—rpo Az
Az—0 Az—0

op(z,1) _ av(z 1) -p(z, 1]
ot 0z

Uma equacdo diferencial parcial, nas variaveis independentes “t” e “z”, que requer uma condicéo

inicial e uma condigdo de contorno para poder obter sua solugdo



Trocador de calor em contracorrente

L”z
| A,
T2(2) rL| by

T1 [2] — .n.‘lll'a.l

|
— 2
L

Neste sistema com variacao espacial aparece a variavel fundamental "energia”.

Para elaborar um modelo apropriado devem ser estabelecidas consideracgdes simplificadoras que

facilitem a construcdo. No caso do trocador podem ser:
- fluxo empistonado

- gradiente maximo; apenas a direcdo espacial com maxima variacao é considerada.

-propriedades  constantes; pelo balanco de massa, como % _ a((;/ p)
z
p(z,t)=cte :@:o:-Mz-p.a_Vzojﬁ_VzojvzCte.
ot 0z 0z 0z

- a conducdo axial do calor nas paredes metélicas é desprezivel
- 0 isolamento térmico é perfeito

O balanco de energia do fluido 1 (num elemento de volume Az) é da forma

Al CAZ - py-CP; - [Tl(z*1t + At)— Tl(z*,t)J: Al VP, -CP; - [Tl(Z,t*)—Tl(Z + AZ,t*)J- At
+h,-a,-Az-(T, - T,)- At

Dividindo por "Az.At", levando ao limite e usando a definicdo de derivada parcial:

oT. oT.
A p,C, El =-AV,.p;.Cpy -6—21+ h,a,-(T,-T,)

Através de um processo semelhante é obtido o resto do modelo

oT
At P - Cy 'a_ttzhl'al'(Tl 'Tt)+h2 -a, '(Tz 'Tt)

entao,

Se



oT oT
A, p, Cpo 'a_i:"'AZ'Vz Py Cpy 'a_zz"'hz (T -Ty)+h,a (T, -T,)

oT
A p..C. -—=
¢ Pe ot

:hc-ac-(T2 _Tc)

c

Nestas equagdes "A" representa area transversal do tubo, "a" representa perimetro do tubo e "h"
representa coeficiente de transferéncia de calor (observar que ja usamos a letra “h> para indicar 3

variaveis diferentes!).
Trata-se de um sistema de equacdes diferenciais parciais e ordinarias.

Considerando despreziveis as capacidades térmicas dos metais, 0os balangos térmicos de tubo e carcaca

sdo0 quase-estaciondrios; assim:

h,-a h,-a
T.(t)= 1 1 T () +——2—2— . T,(t
W= T T

O modelo simplificado pode ser escrito

oT. oT.

El:'vla_zl"'ul'af(_rz'-rl)

oT oT

#:"'Vza_zz"'uz‘az‘(-rl'-rz)

onde

Ui: 1 . 1 i:1,2
A -p;-C, 1 .1

OperacBes em estagios contracorrente

Alguns exemplos deste tipo de operacdo sdo: extracdo liquido-liquido; absorcdo de gases; destilacdo

(retificacdo e esgotamento).



Duas fases nao misciveis, contendo algum componente que pode se trocado entre elas, sdo colocadas em
contato intimo, usualmente pela dispersdo de uma das fases na outra, na forma de gotas ou bolhas. A
diferenca de concentracdes é a forca impulsora para a transferéncia do componente de uma fase para

outra. A operacdo em contracorrente mantém a méaxima forca impulsora entre as fases.

Extracéo
”J,}.ri
L: Xi+1 T
|—> H;, xi' h; i
- sedimentador
LV .
= H;, %,
1;"T=1"i'i-1 tristurador l I«
L

Nesta figura usa-se a seguinte nomenclatura:
L, V: vazbes molares dos liquidos pesado e leve, respectivamente.
H;, h;, H’j, h’;j: retengBes molares nas fases pesada e leve, no misturador e sedimentador, respectivamente.

Xj, Y, X, y’j: fracbes molares nas fases pesada e leve do componente a separar, no sedimentador e

misturador, respectivamente.

As consideragdes simplificadoras séo:

- retencgdes (holdups) constantes; ndo requer balango global de massa.

- mistura perfeita nas duas fases nos dois equipamentos.

- estagio em equilibrio y'j =y, = m(x}); a relacdo de equilibrio é valida durante o transiente.
- efeitos térmicos despreziveis.

O balango de massa do componente no misturador fornece a seguinte equacao:

%(HJX] + hjy,) = L(Xj+1 'X'j) + V(yj—l - yrj)

Usando a relag&o de equilibrio

[ h 1
) =L [ vl v
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Os balangos de massa do componente nas fases do sedimentador fornecem:

i) =Lx -

v =M -y

O modelo resultante esta formado por 3 equacGes diferenciais ordinarias acopladas, para cada estagio.

Quando a massa retida no sedimentador pode ser considerada desprezivel frente a do misturador, os

balangos no primeiro sdo quase-estacionarios, assim X'j = X; € y’j =Y entao

[ h 1
H"%LXJ' +H—ij(xj)J= L.X.4 —[L-Xj +V. m(xj)] +V. m(xj_l)
Destilacéo

L,Xj+1 J{
Wy,
h.¥; ’;
prato j mﬂ’\?jl
J( L,XJ

U,Fl

As consideracdes simplificadoras séo:

- a retengdo de vapor, na forma de bolhas na fase liquida, e a de liquido, na forma de pequenas gotas na

fase vapor, séo despreziveis; as ndo despreziveis sdo constantes.

- a mistura é perfeita nas duas fases.

)

O balanco de massa do componente na fase liquida fornece:

- 0 estagio esta em equilibrio: y}, = y*; = m (

X

d(H;-x;) _

dt L'(Xj+1'xj )+V-(yj_1-y} )

O balancgo de massa do componente na fase vapor fornece:



d(hj'yj)

I V-(y’j-yj)

Combinando
WIL (VRLUEIV ) (L-x;+V.y )+V
gl TR Y TR XYY Yia

Considerando estado quase-estacionario para o vapor, y; = Y/, e usando a relagdo de equilibrio:

N _{ +_j,m(xj>}L.XH_[L.Xj evomlx, )+ vom(x,,)

Estas equagOes sdo validas nas secOes de retificacdo e esgotamento se ndo houver alimentagdes ou
retiradas. Além dos pratos com alimentacdo e retirada, 0 modelo se completa com equacdes para

condensador e refervedor.

E importante observar que as equacdes que descrevem o comportamento dindmico dos pratos sao as
mesmas que as que descrevem o0s estagios no extrator. Este fato ndo € isolado, existindo muitos

exemplos de modelos iguais de sistemas fisicamente diferentes.

Ainda poderiamos desprezar h; / H :

J

Variando o indice j, estas equacdes representam equaces diferenciais de diferencas.

12



Reator tanque agitado continuo (CSTR)

Reacdo irreversivel exotérmica A—>B AH <0

Pelo balango de massa global

d(p-v)

=p,.F, -pF
g " PeFeop

Considerando densidade constante pe = p = cte, e area transversal A = cte:

dh 11
dt A ¢ A

O balango de massa do componente A fornece

d(c,.V

% = F.c,, —F.c, — V.1

o, NVoav e ke v
A dt dt - Te'VAe YA :
ComoV =Ah

ac, :L{Fe.cAe ~-F.c, —V.r—cA.A.?j—ﬂ:i[Fe.cAe —Fc,—V-r—c,.F, +c,.F]

d Ah A.h
dc, F
dt - Ah (CAE _CA)_ r

Finalmente usando o balanco de energia, desprezando pequenas variacdes de energia cinética e potencial

e considerando que para liquidos U = H, vem:

dH

E:pe'Fe'he(Te)_p'F'h(T)'q

onde:

13



H: entalpia total da massa reacional

h(T): entalpia especifica, funcdo da temperatura.
Por um lado:

H=H(T, n,, ng)

dH o H dT+ oH dn, N 0 H dng
d¢ oT dt o n, dt ong dt

a_H_ VC

oT PV

oH ~ . : -
T H (T) € a entalpia molar parcial.
dn d

th = a (V,CA) = Fe CAe—F.CA—V.r

ang _ F.cg +V.r

a7

entao:

dH aT -~ ~
E:p,v,cpaju HA(Fe.cAe—F.cA—V.r)+HB(—F.cB+V.r)

Por outro lado

o h,
ec, =, (T)=h,(D+c, (T, -T)

assim,
pe'Fe'he(Te) = Fe'[pe'he(Te)] = Fe [pe he(T) + pe'Cpe'(Te _T)]: Fe[CAe'F'A(T) + pe'Cpe'(Te _T)]
também
p.F.N(T) = Fph(N)] = Fca.Ha(T) + cg.Hg(T)]
Substituindo estes termos no balanco de energia global e simplificando termos, vem:
dT ~ o~
p.V.c, e Pe-Cpe-Fe- (T —=T)+(Hy —Hg) r.V-q

Para p, = p, C,, =C, € Hy —Hy =—AH, vem

14



F(t), r(t) e q(t) vem dadas por equagdes constitutivas, por exemplo:

F(t) =c y/h(t)
r(t) =k, e, (1) para reacdo de primeira ordem
q(t) = UA,[T(t) - T, (t)] Lei do resfriamento de Newton

A descricdo destas trés variaveis € muito especifica do caso considerado.

O modelo esta formado por um sistema de equacGes diferenciais ordinarias de primeira ordem, nédo

lineares, acopladas.

Reator tubular de leito fixo

E, : I ;
=) ERY i)
AT

Z =+

Considerando somente gradientes na diregdo axial, para um fluido incompressivel, a v(z) é constante, o

balanco de massa de um componente determina:

E— vE r(c, t)
ot 0z ’

O balango de energia depende do local onde acontece a reagao

1 - Reacdo na fase fluida

No fluido
My, ha g g, EAH) o
ot oz A-g-p-C, p.Co

15



No solido

OT, h-a,

o A-(I—g)p, -,

(T'Ts)

2 - Reacdo na fase solida

No fluido
a_.a, ha g
ot oz A-ge-p-C,
No sélido
o T, h.at e (-AH)
= T-T)+— c .
ot - Al-g)pec. I oo (e )

Trata-se de um sistema de equacdes diferenciais parciais, ndo lineares e acopladas.
S&o necessarias 3 condi¢es iniciais e 2 de contorno

volume de vazio
volume total

r(c, T): a taxa de reacdo representa os diferentes fendbmenos envolvidos
- transporte de reagentes

- difusdo nos poros

- adsorcao/dessorcgéo

- reacao

- transporte de produtos

16



2.3 Tipos de Modelos

Seqgundo a natureza do processo descrito

Deterministicos Estocasticos

As variaveis e os parametros tém valores definidos. |[S6 sdo conhecidas as probabilidades de

parametros e variaveis terem certos valores.

Lineares N&o Lineares
Satisfazem o principio da superposicado Ao contrario dos modelos lineares, o principio da
Se y =f(u), entdo superposicdo ndo € satisfeito.

f(au, +bu,)=af(u,)+b.f(u,)=ay, +by,

Estacionarios Dinamicos
N&o ha variagdo com o tempo. Ha variacdo com o tempo.
Invariantes no Tempo Variantes no Tempo
Os parametros ndo mudam com o tempo. Os parametros mudam com o tempo.
Macroscopicos Microscépicos

Né&o h& variacdo no espaco; também chamados de|Ha variacdo no espacgo; sistemas distribuidos;

sistemas concentrados. gradiente maximo € um subtipo.

Seqgundo a natureza das equacdes envolvidas (tempo continuo)

Algébricas: macroscopicos no estado estacionério.

Diferencias Ordinarias: macroscopicos dindmicos ou microscépicos gradiente maximo no estado

estacionario.

Diferenciais Parciais:  microscopicos no estado estacionario (para gradientes em mais de uma

direcdo) ou dindmicos.

de Diferencas: com variagdo discreta numa Unica direcdo espacial, no estado estacionério

(operacdes em estagios no estado estacionario).
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Diferenciais de Diferencas: dindmicos com variagdo discreta numa unica direcdo espacial (operagcdes em

estagio).

2.4 Formas gerais dos modelos matematicos obtidos pelo processo de modelagem

N&o levando em conta a estocasticidade dos valores envolvidos, os modelos apresentados para descrever

0 comportamento dinamico dos processos e das opera¢fes mais comuns sdo: deterministicos, nao

lineares, variantes no tempo, dindmicos, macroscépicos ou microscopicos.

Modelos macroscopicos

dx
d_tl_ 1(X1’ v Xy Uy,
dx
d_tz—fz(xlv v Xy Uy,
dx,

dt fn(Xu v Xy Uy,

1.11 _— —_— X1
—_— —_—
ug XhXE?"'?Xn . Xa
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[%, ] [u, | [, ]
100 e B
) L)Ll

Exemplo: CSTR

F()-—-c-h(E)

dn(t)

1
dad A

dcg'[(t) - :eh(zt)) [CAe (t)_ Ca (t)]_ ko € R10 'CA(t)

U()-A,-[T()- T, (1)

b-c,-A-N(t)

Segundo a nomenclatura usada em termos gerais teriamos, por exemplo,

X;(t)=h(th x,(t)=calth x,(t)=T()

U () =F(tF u()=ca ) us()=T.(1) u,()=U(1) us()=T,()

No caso linear

dx,

ann Xp tootag X, Fbyu b U

dx

d—t2=a21X1 oot A, X, F by Ut by Uy

dx,

dt :anl Xl + + ann Xn + bn1 ul + + bnm um
dx

X=A-X+B-u ou —=A-Xx+B-u

A= [aij] B= [bij]
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Modelos microscépicos

4

ﬂc

=zt =

Em termos de processos de Engenharia Quimica € suficiente uma representacao da forma,

o X (azx o X j
=f X, u

ot 0z> o0z’

pois, em muitos casos, € possivel considerar uma situacdo de gradiente maximo e uma variacao espacial

méaxima de segunda ordem, como a que acontece no caso dos processos difusivos.

Exemplo: reator tubular

ALl ) 2ot ) 72 0)

Ty T o) 0 8 e e )

aTs(Z’t) _ h -d, ]
ot A-(l-g)p,-c, [T(z,t)- T(z,1)]

__X__

No caso linear

(&)
x
(o))
N
X
|

|

1

o

ol

<
N Ix

2.5 As simplificacbes

Para utilizar ferramentas matematicas completas na solucdo dos modelos de sistemas que queremos
analisar, devemos transformar estes modelos em invariantes no tempo, sistemas concentrados e

lineares.
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Modelos que variam com o tempo (coeficientes variaveis)

Em geral todos os sistemas se alteram com o tempo. Desta forma os modelos que representam esses
sistemas devem ter uma estrutura que se altera com o tempo, o que se reflete em pardmetros variando com

0 tempo.

Como a matematica que queremos usar se aplica a modelos invariantes no tempo, utilizamos um intervalo
de validade do modelo suficientemente pequeno para considerarmos que ndo ha variages temporais nos
parametros dos modelos analisados. Se o intervalo dentro do qual queremos fazer a nossa analise for
maior que 0 necessario para garantir uma estrutura constante no tempo, devemos utilizar varios modelos

com estruturas diferentes para cada sub-intervalo (onde a constancia é considerada).

Modelos microscdpicos (sistemas distribuidos)

Os modelos em sistemas distribuidos sdo aproximados por sistemas de equacdes diferenciais ordinarias.

_ opl(zt) op (z, 1)
Exemplo: 1 =—V 5 7
MAzK
1 2 ................ N ﬂ —L
-1 1=
0 L

f(x) - f(x— AX)
AX

diferenca descendente

f(x+ Ax) — f(X)
AX

diferenca ascendente

f(x+ % Ax) — f(x — % AX)
AX

diferenca central

No exemplo, para a diferenca descendente:

0z Ax—0 Az AZ AZ

dp(z1) imp(z,t)-(Z-AZ,t)~p(Z,t)-p(Z'AZ,t)Epi(t)_pi—l(t) 212 N

Aplicando esta aproximacéo,
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dp, v

=g (P:Po)

dp, v

dt Az (pi pi-l)

dpy v

dt | Az (pN pN-l)

com Az=—

_ - I N 1

dp, —tv 0 0 0 ‘N

ddt N N I_Pl—I fv

% _ IV —IV 0 0 0 | P, |+ 0 "
I

dpy. N N LpNJ 0 |

L dt 0 0 0 IV —IV

Modelos ndo lineares

Os modelos néo lineares séo simplificados linearizando seus termos ndo lineares.

Equacbes diferenciais ordinarias
Uma variavel dependente

dx(t)
at )

Os termos néo lineares sdo aproximados pelos dois primeiros termos de sua expansao em serie de Taylor

em torno de um valor nominal.
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fiz)

N_____

f(X)=f(Xo)+dz(;) (x—xo)+d];)fzx)| (X_ZT") b f(x,) + d;()’(‘)
OO L gy + I x)
dt - 0 dx vex, 0

A validade da aproximacao depende de:
- objetivos do modelo (quanto de erro € aceito)

- forma da ndo linearidade

Variaveis desvio

Em geral a linearizacédo é feita em torno do estado estacionario (quando houver)

dx(t)
dt

—f(x) = f(x)=0

Linearizando

dx - df(x) —
LI

— d
como X = cte E =0, entdo

dx-x) df(x)| _
dt  dx (X-X)

X=X

Definindo Ax = X — X, chamada variavel desvio
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)

J AX
X=X

Quando o sistema modelado esta no estado estacionario as variaveis desvio sdo nulas.

dax [ df(x)
dt _L dx

Em muitos casos a analise do comportamento dindmico se faz a partir do estado estacionario, o que

implica em condigdes iniciais nulas.

Vérias variaveis dependentes

)
%:fl(xl’ X2 U) L
dt dx
| _IZE(Z,U)
dx
d—::fz(xl, X, U) J
dx - - - of — of — Of -
d_tlgfl(xl’ X2, u)+axlle(xl Xl)+aX12ee(X2 X2)+aJee(u_u)
dx - - - of — of — f -
d—:;fz(xl,xz, u)+aleee(x1 X1)+8x2 (%, =%, ) + uzee(u—u)
Em termos de variaveis desvio:
i, lof| | Tan|l  Tagl]
ot _b X, eeJAXﬁb X, eeJszﬂa U eeJAu
i, log| ] log| |  Tog)]
it _b XleeJAXﬁb XzeeJAXﬁL@UeGJAU
aw _of | fof ]
ik er 5l ™
dAXx .
—t—:é AX+Db Au ou AX=A-Ax+b-Au

A matriz A € a matriz Jacobiana do vetor f,
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of,  of,

A=8_£= oX, OX,
= ox |of, of,
OX, OX,

Equacbes diferenciais parciais

ot -~ 2" 9z 7~

[ ]
dAx | of ‘ 82A§| 6£‘|6A5r8j|-|A ra_jTA
ot | Tox| | ozt Tax] | oz Tox.)** o)™
EE AR

2.6 Formas de representacdo de modelos dindmicos

Até agora os modelos dindmicos tem se apresentado na forma de equacGes diferenciais na variavel
independente tempo. Esta € a forma mais comum de um tipo de representacdo chamada de
Representacdo em Termos de Variaveis de Estado. E muito geral, sendo valida para a caracterizacio
de processos ndo lineares, variantes no tempo e que nao necessariamente estejam inicialmente em estado

estacionario.

Quando o modelo descreve variagcBes continuas com o tempo, resultam equacdes diferenciais. Se as

variacdes s0 acontecem para valores de tempo discretos, resultam equacdes de diferencas.

Este tipo de representacdo sera tratado mais adiante, quando sera feita uma definicdo apropriada do

conceito de estado.

Um outro tipo de representacdo, de alcance mais restrito, € a representacdo entrada/saida, aplicavel a
sistemas lineares, invariantes no tempo e inicialmente em estado estacionario. Neste tipo de representacdo
apenas se busca caracterizar o efeito das entradas sobre as saidas do sistema, sem se preocupar pela

descricdo do que possa acontecer dentro dele.

No dominio do tempo continuo os modelos aparecem na forma de Integral de Convolucéo; no tempo

discreto, na forma de Somatéria de Convolucao.

Em dominios de varidveis transformadas os modelos aparecem na forma de Fungdes de Transferéncia.
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