4 REPRESENTACAO E/S NO DOMINIO TRANSFORMADO

(funcgdes de transferéncia)

4.1 Transformada de Laplace

E um operador linear, que opera sobre fungdes de variavel continua positiva, definido

por:

L[f)] = f(s) = Tf(t) e “dt
0
Nota: f(s) € uma funcéo diferente de f(t)!!!!

No nosso caso a variavel continua serd o tempo.

A operacdo inversa € Unica e tem a forma

fty = L[f(s)] = Zi [ef(s) ds i= -1

T
Trata-se de uma integral de linha no plano complexo. Este tipo de integrais pode ser

calculado usando resultados do teorema dos residuos.

De formas esquematica a operacgéo de transformacéo pode ser indicada da forma:

Lifi)]

dorminio t dornitie =

£it) Lfs)] £s)

Relagéo com a transformada de Fourier

Estudamos a Transformada de Fourier para encontrar-mos uma interpretagéo fisica da

transformada de Laplace.

Seja uma fungéo periddica de periodo T:

1 /I}[H




P =F" (t+]-T) j=0,+1,42..

Ela pode ser desenvolvida em série de Fourier,
fP(t) =a, + 2 [a, cos (kot) + b, sen (kot)]
k=1

21 . . .
onde o= T é a frequiéncia (em radianos por unidade de tempo) com que se repete a

forma basica da funcéo.

Os coeficientes sdo calculados segundo

I
1
_ p
8 =7 jj () dt
2
T
2
a, =— jf (t) cos (kot) d
T &
2

T
jf P(t) sen (koot) dt

-T
2

—||N

Observar que estes coeficientes sdo funcdes de multiplos da freqiéncia basica:
a, =a,(ko); b, =b, (k®).

Uma outra forma (a forma exponencial) pode ser obtida para a série de Fourier se senos e
cosenos forem substituidos usando as identidades de Euler derivadas da formula de

Euler de analise complexa:

[ g0 4 g0
_ Jcos 0 =
e =cos O +isend = o1 _Ze_ie
senB = o
fP(t) = D flio,) e o, = k.o
k=—o0

Com os coeficientes, que sdo fungdes complexas de multiplos da freqiiéncia bésica,

dados por:



—|Il—\

T
f (i, ) = _T P (t) e™'dt
7
Dada uma funcéo periédica f°(t), a funcdo f(imy) é sua transformacéo ao dominio da

freqliéncia discreta .

E interessante observar que a fungio transformada representa (no campo complexo) as

amplitudes de termos oscilatérios de diferentes frequéncias.

Uma funcdo ndo periddica € o limite de uma funcao periddica, com o periodo tendendo

a infinito; T — oo.

Podemos escrever a funcéo periodica assim:

T 1
fP(t) = Z{% ijp (1) e"‘””er gl *

A o,

A o,

2

onde Ao, =o,,; —o, =(k+1) o-ko= (o:?n
Assim

s 1

1| | o

p - - p Imkr Imkt k
o Sl 5

2 T

Entdo

lim £ (t) = () :i Tﬁf(r) e'"‘”dr} e“'do

-0

ou

f(t) = % Tf(im) e“'dw

f(io) = jf (t)e™dt Transformada de Fourier

A existéncia desta Ultima integral esta condicionada a:



T|f(t)| dt < oo

—00

Esta condicdo ndo é satisfeita por muitas funcGes de interesse pratico (por exemplo, 0

degrau).

Se as fun¢des que ndo satisfazem a convergéncia exigida forem multiplicadas por uma

exponencial negativa.
f(t) e™

a convergéncia estara satisfeita para algum valor do parametro “a” e, entdo, pode ser

calculada a transformada de Fourier:
Tf(t) e edt

Considerando s6 tempo positivo e definindo a variavel complexa s=a+iw, 0 resultado é

a transformada de Laplace de f(t):

f(s) = Tf(t) e dt

O parametro “a” é chamado de abscissa de convergéncia.

Existem tabelas muito completas de transformada de Laplace. Os pares transformados

de maior interesse, em termos da andlise de processos, sao:



funcéo f(t) f(s)
impulso 3(t) 1
unitério
degrau A A

s
rampa rt r
S2
exponencial et i
S+a
tk—l a l
(k—1) (s+a)
seno sen(wt) )
®’ +5°
tempo morto f(t _y ) e_tdsf(s)

Algumas propriedades de interesse

- transformada de uma integral de convolugéo

Lﬁf(r) g(t-t)dt } = f(s) g(s)

0
- teorema do valor inicial
Itin(} f(t) = lim s.f(s)
- teorema do valor final
!im f(t) = Iing s.1(s)
- transformada da integral de uma funcéo (entre 0 e t)
I j 1 1
L|Jf(x)dt | = = f(s)
AR I

- transformada da derivada de ordem n de uma funcéo

[ d"f(t) |

" 0 2 AF(1) d"f(t),  d™f()
L g [7810) - f(t)] _, —s

T‘t:o_---_s dt"2 ‘t:O_W‘t:O




Exemplo de solucéo de equacdes diferenciais

ox()
dt

ay(®
dt

+ x(t) +yit) = e*  x(0) =1

+ y(t) +4x(t) =0 y(0) = 0
Transformando com a transformada de Laplace:
1
S-X(S) = x(0) + x(s) + y(s) = ——
S+3

5-¥(5)—y(0) +y(s) +4-x(s) =0

Nesta ltima equacdo, usando y(0) = 0,

(6+1)-y(s) = ~4-x(5) = ¥(5) = —-+x()

Substituindo na anterior

4 1
x(s)— 14 x(s)— —F— x(s) = — L
s-X(s)-1+x(s) ] x(s) 5
1 1
x(s)= Ts43 = (5+4)-(s+1) :(5+4)'(5+1): s2+5.5+4
s+1_41 (7+25-3)0(6+3) (s—1)-(s+3) s°+5-5+3.5-9
S+

4.2 Transformada Z

E um operador linear, que opera sobre seqiiéncias de variavel discreta positiva, definido

por

Z[f(k)] =f(z) = > f(k)z ™ série de poténcias negativas de z

k=0

00

A operagéo inversa é

F(k) = 22[f(2)] = Ziniff(z) 7Kgz



Relacdo com a transformada de Laplace

Seja uma funcdo continua no tempo, amostrada a cada Ta unidades de tempo (gera uma

sequéncia)

ft) )
f2T.)

O processo de amostragem €, por conveniéncia, representado por uma operacdo
envolvendo uma série de funcGes delta de Dirac ponderadas (uma idealizacdo), seguida
pelo tratamento desta série com uma funcdo que mantém os valores da série constantes

entre dois tempos de amostragem.

) = D f(kTa)d(t— kTa)
k=0

Tt (0t = F(kTa) (Ofs(r)-drzl)

Transformando com a transformada de Laplace

Fazendo z =e*™ e deixando implicito Ta

L =1(2) = 2K 2*

A transformada z de uma sequiéncia é obtida amostrando a fungdo continua que gera a

sequéncia, transformando por Laplace e fazendo |z
Como s=a+io é uma variavel complexa, z também é: z=e™™ "™ = p ¢'®

Existem extensas tabelas de pares transformados, sendo os principais:



funcdo (seqliéncia) | f(k) f(z)
impulso unitario | 5, (k) 1
degrau A A
1-7*
rampa rkTa rTaz
(1-27)
exponencial g ATk 1
1-e*Tz7
poténcia Ta K _a 1
(Y ) [Y:e ] l_yTaZ 1
e *Ta cos(wkT,) 1-e?az cos(wT,)
1-2e Tz cos(wT, )+ e 2*Taz 2

Algumas tabelas estdo em poténcias positivas de z.

A-z
1 1-z7%

Algumas propriedades de interesse

- Teorema da translagéo real
Z[f(k—n))=> f(k-
k=0

Substituindo (k-n) por m temos
K=n+m

se k=0,entdo m=-n

se k=00 entdo m=oo

Entdo

Zf

o

n+m

_ g _if(m) Z-(m) _
2" +1(z )}

No caso em que os valores de f(k) séo zero para k<0,




Z[f(k—n)]=z"-f(2)

Por outro lado

LN

n

Z[f(k+n)]=2" [f(z)‘ kof(k)z_k}

- Teorema da translagcdo complexa
Z[e¥a.k.Ta f(k)] — f(zeta.Ta ) — f(ZlZEZ'eia-Ta
- Teorema do valor inicial

f(k) o = limf(z)

- Teorema do valor final

lim f(k) = lim(1-z*) f(2)

k—o0 k—1

Exemplo de solucéo de equacdes de diferencas finitas
X(k+2)+3x(k+1) +2x(k) =0 x(00=0 ; x(1)=1

Usando a transformada z

z{x(z) —x(0) —i(fld)z'l}r 3.2[x(z) - x(0)] +2.x(z2) =0

1

x(2)(z2 +3z+2) =z

X(2)= Z _ Z _ z* _ z*
22+32+2 (z+1)-(z+2) 14321 +2z7 (1+2%)-(1+227)

4.3 Inverséo de Funcdes Transformadas

Transformada de Laplace Inversa

Para a transformada de Laplace, 0 método mais popular para se determinar a fungédo
inversa é o da expansdo em fracGes parciais. Em geral, para os casos de interesse, as
funcdes cujas transformadas inversas se desejam calcular se apresentam na forma de um

cociente de polinémios



by s"+b, st + ... +Db;s+Db, ~ N(s)
s"+ a,, s +.+a, S+3a, D(s)

f(s)

Se as raizes de D(s)=0 forem ps, p2, ..., Pn, 0 polinémio denominador pode ser escrito na
forma fatorada:

D(S) =" Tan, sn71+---+al sta, = (S_ pl)(s_ pz) (S' pn)

Assim

N(s)

M = I o Ts-p,) - (s-p)

Esta equacdo pode ser escrita na forma de uma expansdo em fracGes parciais que, no

caso de raizes distintas é:

C C C
f(s) =——+—2—+ ... +
S—pP; S—P, S-Pp,

Os coeficientes c; devem ser determinados de tal forma que os dois lados da equagéo
sejam iguais. Usando a propriedade de linearidade da transformada de Laplace, a
determinacdo da transformada inversa se reduz a soma das transformadas inversas de

funcdes simples:

No caso

Ll[s—llo j: e

Determinagéo dos Coeficientes c;

As "n" raizes de um polindmio de grau "n" com coeficientes reais podem ser todas
distintas, reais ou complexas, ou repetidas. Toda vez que aparece uma raiz complexa,
também aparece a correspondente conjugada. Os Vvarios casos possiveis Sao

introduzidos através de exemplos
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Raizes reais e distintas

S

f(s)

+2

88 -28% -5

p1:l p2:-1 p3:2

s’ —s—6 c, C G

f(s) =

(s—1) (s+1) (s—2) _ s—1 s+l s—2

Para determinar c;

(s—1f(s) =(s+1)

Fazendo s=1

. 1-1-6
©“ =111 1-2)

(s?—s—6)
(s+1) (s+1) (s—2)

C,
=(s+l)(s+1)

Isto é, na determinacéo de c; foi feito

c, =(s—1) f(9)|

s=1

= lim(s—1)f(s) = Iim(s— pl)f(s)

s—>1 S—p;

Para c;, e ¢c3 0 procedimento é 0 mesmo

s’—5s-6 2

c, =lim(s+1)f(s)=lim ——~=-=

s—>-1

¢, =lim(s—2)f(s

s—>2

Assim

fe)e 32

s>1(s-1)(s-2) 3

2
):"mﬂ:_f

1 4 1

“s-1 3s

f(t)=3~e‘—%-e't——-eZt

+1 3 s-2

4
3

Raizes complexas

f(s) = 2

s(s? +2s+

2]

11

+(s-1

C,
(s+1)




p,=0
p, =—-1+i
Py =-1-i

Observamos que a uma raiz complexa corresponde uma raiz conjugada.

Cl C2 C3
L e B P R ey

Neste caso as raizes sao distintas e € usada a mesma metodologia do caso anterior, para

o célculo dos c;. Isto é:

¢, = lim(s—p,) f(s)

S—Pj

Assim
¢, = lim 2 +25+2
. . 2 -1+i
= I - -l =
e = m, - O e T 2
- dim [s-(4-)] 79 = T =¢]
Cy = lim [s-(-1-i)] f(s) = ;- =G

Na expansdo em fracBes parciais, 0s coeficientes associados a pares de raizes
complexas conjugadas sdo complexos conjugados (basta calcular um para conhecer o

outro). Assim

f(S)=§+(_12+i) s-(-11+i) ¥ (_12_i) s-(-ll-i)

—1+1 e(_1+i)t +__ e(_l_i)t
2 2

f(t) =1+

Isto ndo é real!

Vamos aproveitar este momento para relembrar alguns conceitos de variaveis
complexas que, no caso, serdo Uteis para colocar a equacao anterior em uma forma mais

clara.

O numero complexo ¢ = a + ib, representa um ponto no plano complexo

12



Além das coordenadas cartesianas "a" e "b", podem ser usadas as coordenadas polares

p" e "a" para localizar o mesmo. Isto conduz a representacdo polar do numero

complexo.
c=a+ib=pe™
com
p=(a?+b?)"
arct b
o= —
J 2

Assim, no exemplo considerado:

C, =p, e

3 3 s
f(t) = 1+i 4" gl _,_ie"?‘ oLt _ 1+i o rel(ﬁ“nj e _i(t%nﬂ
V2 2 7

Para continuar com a simplificagdo desta funcdo vamos lembrar novos conceitos

observando a figura anterior.

13



a=pcCcosa
b=psena
Entéo

c=a+ib=p (cosa + iseno)=pe™

e
e'* =cos a +isen a Férmula de Euler
porém

e =cos a -isena

Somando, conclui-se que:

eicx+ e—i(x
CoS o =
2

Subtraindo, conclui-se que:

ei(x_ e—ia

sen o = -
21

Usando a primeira destas relagdes de Euler no nosso problema

IR ( E)
f(t)_1+\/§e cos t+4n

E possivel mostrar ainda, usando a relagéo trigonométrica
[cos (A+B)=cos AcosB F sen Asen B]

que

f(t)=1-e'(cos t + sent)

Através das operagdes realizadas chegamos a uma fungdo real, o que ndo estava
aparente na primeira f(t) obtida. Como sempre estaremos trabalhando com sistemas

reais, 0s sinais associados tém que ser reais.
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Raizes maltiplas

1
f(s):m
p,=0
P, =Pp;=p,=-1
f(s)=& C, , G c,

+ +
s s+l (s+1)? (s+1)°

Neste caso ha funces a inverter é da forma e ainversa e

n

(s—p,

Os coeficientes ¢ e ¢4 sdo calculados como nos casos anteriores

c, =limsf(s) =1

s—0

c, = lim (s+1)° f(s)=-1

s—>-1

Entretanto

c, = lim (s+1)° = f(s)

s—>-1

Porém

i[(s+1)3f(s)] =i{(s+1)3c—l+(s+l)zc2 +(s+1)c, +c4}
s

ds ds
1 3(s+1°c, s—(s+1)°c

5= (s+1) 12( ) ~4+2(s+c,+c,
s S

e, assim

. d 3
lerH o (s+1) f(s)] =c,=-1

Da mesma forma
2 2

s [(s+12°) £(9)] =§?{(s+1)3%+(s+1)2c2 +(s+1) c, +c4}

15



3= |_ 2 —|+202
S dsL S J

lim Lg? (s+1)° f(s)} = 2¢c, =>¢c,=-1

A funcédo no dominio do tempo €

-3} L_l((s+11)2 j‘ L(ﬁj

tZ
f(t) = 1—e“(1+t+?j

O polindmio em t é consequéncia das raizes repetidas.

Transformada Z Inversa

Ao inverter a transformada z de uma dada funcéo, f(z), € obtida uma seqiiéncia de

valores que nada diz respeito do intervalo de tempo que o0s separa (Ta)
Z7[f(2)] = {(0), f(1), f(2), ..., f(K), ...}

Também nada diz respeito de uma eventual f(t) que possa ter gerado, por amostragem ,

essa sequéncia. Pelos valores resultantes podem passar inimeras fungdes continuas.

Divisao direta

_Nf(z) _by+b,zt+b,z%+..+b, 2"

f(z) = = - >
Df(z) a,+a,z +a,z " +..+a,z"
=Y,+7; 7zt +v, z27%4...= Zf(k) 77X
k=0
entdo

16



f(O) =0

f(k) =Yk

E um método simples, que pode ser continuado indefinidamente.E indicado para

determinar a transformada inversa nos primeiros intervalos de tempo.

Expansdo em fragdes parciais

m

_by+b,zt 4 +b, 27
fle)= a0+alz’l+...+ar:z’n rl(z’1)+rz(z’1)+'"+rn(z’1)

Z'[f(2)] =c, Z‘{

Raizes reais e distintas

-1 -1

f(Z)I z = z = z - C, + C,
22 -4z+3 1-42+32% (1-z%)(-321) 1-z' 1-3z°
. ) z*t 1
e =l 2 A e 2
. 1 1 1
c, =linf14327) (1-2%) (1+32Y) 2

1( 1 1 j
H)=— 7123

Na tabela

17



f(k)= 0 1 4 13

Raizes complexas conjugadas

f(2)= 2’ +6-z _ _22+6-z_ P SN SN S
(22-22+2)-(z-1) [z-@+i)-[z-@-0)-z-2) “z-1 TCz-(+i) Fz-(-i)

& =1 z222 JZrZGJZrZ %Z

- i 22 +6-2 1_ @+i)+6-@1+i) _@+i)+6 _|7+i

Pz -1-i)-(z-1) z [Q+i)-@-i)] @+i-1)-@+i)  2i-i -2

c’;:_;zI

Lembrando Z_l[l;‘l) =), vem

(k)= 7+(7_+2ij(1+ i) +(7_‘2‘j(1_ )

Porém
1+i=+2-¢*
1-i=v2-¢e

18



7_%@()

Substituindo e operando

f(k)=7++/50- (ﬁ)k ~ cos[k ~%+ arctg(_—;ﬂ

Raizes maltiplas

11z -15z+6 11z°-15z+6 c, cC, Cs c,z? ¢,z ¢zt
f(Z): 3 2 = 2 = 2 T + = 7T Tt 1
2°-42° +52-2  (z-1)(z-2) (z-1)° z-1 z-2 (1-z*f 1-2% 1-22
. s o 1172-15246 | (z-1° |
C1—|Z'LT}(Z—1) f(z)_lzlm -~ _Izlgltcl+(z—1)c2+ — C3J
¢, =-2
_d ) _ (222-15) (z-2) - (112> 152 + 6)
IZIIHE[(Z_l) f(z)]:lzlgl] 2-2) =-9
df (z-1)° |
_ileZLC1+(Z_1)CZ+ — C3J
=i |_0+c +2(Z_1)(Z_2)_(Z_1)2c _I—c
7oy 2 (Z_Z)Z 3J_ 2
c,=-9

¢, =lim(z-2) f(z) =20

z—>2

| —277" 9 20 ] o
f(2) :Ml_ 7) 177" 1—22‘1JZ

f(k) = u(k —1). [_ 9— 2(k _1)]_1k—1 +20.2%!

f(k+1)=(-9-2-k)-1* + 20.2 parak=0,1,2, ...

4.4 Funcao de Transferéncia

A integral de convolucdo é dada pela equacédo
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y(t) = Jg(t—r) u(t)de

0

Transformando por Laplace

= L[g(t)]
é a funcgao de transferéncia.

Pode, também, ser definida como o cociente entre as transformadas de Laplace dos

sinais de saida e entrada.

A dindmica de um sistema monovariavel (SISO), linear e invariante é, genericamente,

modelada por:

d"y d"'y dy d™u d™u du
a”dt” a”ldtl+ +ad+a0y bmdt bmldt1+ +bd +byu

Em termos de variaveis desvio, com o sistema inicialmente no estado estacionario

(condig0es iniciais nulas), transformando por Laplace

y(s) _ 69 b,s"+b, ,s"+..+b, s+b,
u(s a,s, +a,, s"+.+a,s+a,

Para que corresponda a funcédo de transferéncia de um sistema real € necessario que

n>m

Considerando um exemplo em que n <m

du(t)

aoy(t) = b1 T

+b,u(t)

esta equacdo implicaria que para um degrau unitario o sistema responderia com um
impulso unitério, 5(t); isto € uma idealidade.

A natureza ndo deriva, sé integral!!

Para um sistema multivaridvel (MIMO) haverd tantas fungdes de transferéncia como
indicado pelo produto do numero de variaveis de entrada pelo numero de variaveis de

saida.
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Num caso 2x2.

ry1—| rGll Glg—||rul—|
LyZJ:LGzl GzzJLUZJ ou y=Gu

G(s) é a matriz de fungdes de transferéncia ou matriz de transferéncia.

E claro que ndo haveré interacéo das variaveis de entrada se G, e Gy; forem nulas.

Um exemplo deste caso 2x2 (que poderia corresponder ao cstr, uma vez linearizado,

expresso em termo de varidveis desvio e com a nomenclatura redefinida) é o seguinte:

dy
d_tl =ap Y, tapy, t b11u1 + b12u2
dy
d_t2 =ay Y, tauy, + b21u1 + bzzuz

Tranformando por Laplace e resolvendo o sistema de equacgdes algébricas resultante vem

_ b11 S+<a12 b21 —ay bll) b12 S+(a12 bzz —ay blZ)

y.(s) = o) u,(s) + s u,(s)
b21 S+(a21 b11 —ay b21) bzz S+<a12 bzz —ay bzz)
y,(s) = o) u,(s) + o) u,(s)

2
P(s) = _(an + aZZ)S_(aIZaZI - anazz)
O denominador de todas as fun¢des de transferéncia de um mesmo sistema € o mesmo.

P(s)=0 € a equacdo caracteristica e suas raizes sdo os pélos do modelo (sistema).

21



O numerador da funcéo de transferéncia € um polinbmio que quando igualado a zero tem

COMO raizes 0s zeros.

Os polos da matriz de transferéncia sdo a soma de todos os pélos das funcdes de

transferéncia que a compdem.

Para matrizes quadradas, os zeros de g(s) sdo os zeros de E(s)( Em geral, para

matrizes transferéncia de qualquer forma, os zeros sdo os valores de "s" para 0s quais é

reduzido o "posto” da matriz.

4.5 Funcao de Transferéncia de Pulsos

y(k)=§ h(j) (k-

Aplicando a transformada z

02t 5] S |
y(k k-jliz*
203 20 )
Para

k=0=1=—]j .
k—jzl:{k:wjl_ s k=1+]

> (i)t 2

I=—j j=0

Ms

Quando u(l) =0 v 1(0,entdo,

-2h() 2 2l z
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A funcdo de transferéncia de pulsos (ou simplesmente pulso) é a transformada z da
resposta pulso ou sequéncia ponderada. Relaciona entrada discreta e saida discreta.

Também pode ser definida como

2 ¥(2)

u(z)

Para sistemas continuos observados discretamente (como faz o computador)

AKT,) = 2ol iT. ) ul(k- )T

0
=0

G(z)

g(j Ta) : Sequéncia de valores da resposta impulsional

G(2) = Z[g(KTa)] = :Zog( kT,) 2+

Consideremos o sistema discreto (ou discretizado) caracterizado por uma equagédo de

diferencas finitas

a,y(k+n)+ay(k+n-2)+.+a, ,y(k+1) +a,y(k) =
bou(k+n)+bu(k+n-21)+..+b,_u(k+n-—m+1)+b_u(k+n-m)

ou, para coeficientes constantes (invariancia no tempo),

a,y(k) +a,y(k=1+.+a, ,y(k—n+1) +a,y(k—n) =
bou(k)+b,u(k =1)+...+ b, u(k=m+1)+b_ u(k —m)

Usando a transformada z, para condic@es iniciais nulas:

z”’”‘)u( )

(ap2" +a,2" +..4a, ;z+a,)y(2) =(byz" + b,z +..+b 2" ™ + b

m

b,z" +b,z" +..+b, "™+ b Z" "

G(z) ; =
a,2" +a,2" +..+a, ,z+a,
ou
b.+b,z +.+b_.z™ 4+b z7"
G(Z) — 0 1 m-1 m

a,+a,2 " +.+a,,2 """ +a,z”"
Neste caso, para que a funcdo de transferéncia de pulsos represente um sistema real:

sea,=0entdo b,=0; se a,=a,=0entdo b,=b, =0
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Exemplo:

a,=0, b,#0

a,y(k+n—=21+..=byu(k +n)+...

ou
a,y(k—1+...= byu(k)+...
N&o Pode!!!

Porém, se:

o>

0+b1
dy, +4d,

Q| O

Z+...
G(z) =
Z+...

+b,z"
+4,2"
Para representar um sistema real

n>m
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