8. REPRESENTACAO NO ESPACO DE ESTADOS

8.1 Conceito de estado

(A apresentacdo sera feita no dominio do tempo continuo; as diferencas com o caso discreto sao

pequenas e serdo apresentadas posteriormente).

A representacdo entrada/saida de um sistema linear sé é valida quando, no tempo inicial, o sistema

esta no estado estacionario. Assim é vélida a seguinte relacéo:
y=Hu
que indica que, através do operador H, pode-se determinar y(t) para qualquer u(t).

Quando o sistema ndo esta inicialmente em estado estacionario € necessario conhecer as condic¢des

iniciais para poder determinar o comportamento frente a uma entrada u:

O conjunto de condigdes iniciais que € necessario conhecer para poder determinar y(t)

univocamente em t € [to, o) constitui o estado inicial do sistema.

Ao aplicar uma forca externa (entrada u(t), t € [to, ©©)) a uma particula (sistema) no tempo to, 0 seu
movimento (saida y(t)) para t > tp, ndo estard univocamente determinado enquanto ndo forem
conhecidas, também, a posicédo e a velocidade dessa particula no tempo t,. Estas duas informacdes

constituem o estado do sistema no tempo to.

“O estado de um sistema no tempo t, € o conjunto de informagdes em t, que, junto com a

entrada u(t), t e [to, ), determina univocamente o comportamento do sistema parat > t,”.
e A escolha do estado nédo é Unica.

e O estado é uma quantidade auxiliar que pode ndo ser facilmente identificavel em termos

fisicos.
e O estado pode estar constituido por um conjunto finito ou infinito de valores.

Considerando s6 o caso de estados descritos por um numero finito de varidveis, eles serdo

representados por vetores x(t), chamados vetores de estado.

Cada elemento do vetor é uma variavel de estado. O espaco de dimensdo “n” em que x(t) pode

variar é o espaco de estados.



8.2 Equac0es dinamicas

Equacdes dinamicas formam um conjunto de equacfes que descrevem univocamente as relacfes

entre as variaveis de entrada, de saida e de estado.

= f[x(t), u(t), t] equacao de estado
y(t)=g[x(t) u(t). t] equacao das saidas
No caso de sistemas lineares
X(t)=A(t) x(t)+B(t) u(t)
y(t)=C(t) x(t)+D(t) u(t)

que, na forma de diagrama de blocos, fica:
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Se o sistema for invariante no tempo:

X(t)=A x(t)+Bu(t)

Solucdo da equacéo dinamica linear homogénea com coeficientes variaveis
Para simplificar a apresentacéo e facilitar o entendimento, estudaremos o caso homogéneo.

dx(t)

VVamos considerar que a matriz quadrada g(t; to) satisfaz

do(t; t,)

dt :é(t) g(t; tO)



Nesse caso, a solucdo da equacdo homogénea é:

Z(t) = ‘D(t; t )K(to)

e @ descreve a transicao do estado de t, — t.

g(t; to): matriz de transicdo de estado

A solucdo pode ser verificada por substituicdo direta:

e ol ()] yfols 6]t = A0 {5 ) -0 w0

A forma matematica de g(t; to) pode ser obtida integrando sucessivamente a equacdo homogénea:

dx (t)
dt

= A(t) x(t)

ﬁﬂ=xﬁﬁ+]é&)ﬁﬂdr

et =§(t){Z(To)+£ é(r)x(r)dr}
[ ]
x(t) = Z(to) + jéﬁl)P(to) + jé(rz)x(rz)derdrl

x<t>=[g+ | é(n)d«a}xw [ A A x(5)dudy

to to
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(1, )d’tzd‘tl}

()= x(t,)+ té(ﬁ){' . Téwu}(tm ”éaz)ﬁrs)x(rs)drsdrz}

to to

x(t)=

l+jé(tl)drl+jé(tl)jfé(tz)dtqu]x(to)Jr...

to to to



Apos infinitas integracdes chega-se a:

1) =d(tt,)x(t,) =

:{!+J_( dr +j- _[A dr ,dt +j-A( l)i[é(rz)Té(r3)dr3drzdrl+...—|F<to)

to to to to
Entdo

ggt%):&+jéﬁqu+jéﬁJTéﬁJdgdq+jéﬁJT ﬁJTéﬁJd%dgdq+m}

to to to to to to

1>

A série que define a matriz de transicdo chama-se matrizante e converge quando os elementos da

matriz Asdo limitados no intervalo (to,t).

Solucdo da equacéo dinamica linear homogénea com coeficientes constantes

Os coeficientes constantes indicam sistema invariante no tempo. Assim a analise pode ser feita para
qualquer t,, em particular t, = 0.

Neste caso

2

<I>(t;0):I+At+A2—+A3—+ ZA'—:e—
= = = = 21 =

—

A funcdo matriz exponencial é definida desta forma ao comparar 0 somatorio anterior com 0
desenvolvimento em série de Taylor da funcdo escalar exponencial, e*, em torno do pondo t = 0:
2

—1+a- t+a7 t? 4. Z—

=l

Entdo a solucéo de

dx(t)

= AXY X0)=x,
6
x(t) =e'x

Para um tempo inicial arbitrario t,

x(t) =2 x(t,) @ft—t,) =2



Calculo da matriz de transi¢cdo de um sistema invariante no tempo

H& diversas formas de se calcular a matriz de transi¢cdo de estado de um sistema invariante no
tempo (transformada inversa de Laplace, decomposicdo matricial, série de Taylor, teorema de

Cayley-Hamilton, etc.). Uma delas, valida para valores caracteristicos de A diferentes, & usando o

Teorema de Sylvester que, para qualquer fungao polinomial da matriz quadrada A, estabelece

n n — A
> et :Ze"itH=—J=

onde

A, valores caracteristicos de A, raizes de ‘é - A l‘ = 0. Para valores caracteristicos iguais aplica-se

a regra de L’Hopital para resolver a indeterminacao.

Solugéo da equacgéo dinamica linear heterogénea com coeficientes constantes

dx(t)
dt

1>

x(t) + B u(t)

Introduzindo uma mudanca de variaveis

x(t) =t t,)z(1) 2(t) = 7 (t-t,)x(1)
dx(t) _ 42 dz(y) _ dz _ dz
g - g 2V cADLY+ 2 F=AXO+D
Entdo

Zat Tt 227 EH

dz 1 j 1

G2 Bu = d0=dt)+ e -t B ulr) e

t

Multiplicando a esquerda por g(t - to)

X0 = 0ft—t,alty) +0ft—t,) 0 t,)B ulo)

to



(1) é aresposta a entrada nula e (2) é a resposta ao estado nulo.

Exemplo:

Para exemplificar os conceitos até agora introduzidos vamos considerar o seguinte sistema

multivariavel:

O modelo fenomenoldgico deste sistema €
' Felt) . . ~
formado pelo seguinte sistema de equacgdes

diferenciais ndo-lineares:

dh(t) .
A, =2 =Fe(t)—kih, (D)
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Linearizando em torno do estado estacionario € obtido o seguinte modelo linear:

Xm(t) =a, 'Xl(t)+ b, -u(t)

dt
dx, (t
% o, 02 %0
dt
com
x,(t)=h,(t)-h, X,(t)=h,(t)-h, u(t)=F(t)-F
Kk, 1 1
a., = = — b [
" 2,/h, A ' A
k, 1 -k, 1
a.. = = . — a., = <. —
* 20h A “ afh, A

Se a variavel medida na saida é o nivel do segundo tanque:

Entdo o modelo pode ser escrito:

x(t)=A-x(t)+b-ult)

P T
= |a, a, 0 1

Escolhemos valores numéricos para os diferentes parametros:

A=A, =1

_n
Il
H
=1
;
I
NN
=1
N
I
NN

Resultando em:

SHES



Para achar a solugdo geral deste sistema é necessario conhecer a matriz de transicdo de estados.
Utilizando o teorema de Sylvester, primeiramente devemos calcular os valores caracteristicos da

matriz é )

—-2-A 0
2 -1-A

42 . 7‘1:_1
=AM +3:-A+2=0=>

‘é_}\"l‘:‘ A, =2

Usando o teorema:

2 0) (-2 0 2 0) (-1 0
A{t-to) —(t-t,) 2 -1 0 -2 —2(t—t,) 2 — 0 -1 _ e*Z(t*to) 0
2e

e SRR —2-(-) g ) gt

Assim, a solucgéo geral para a evolugdo temporal do vetor de estado é

t
J‘e’z(H) -u(t)de
to

X
X(t){ . 2t J+
o (t tO)[Z-Xl(to)""Xz(to) —-2-e 2(t to).xl(to) j'[z.e’("r)—2~e’2(t")]'U(T)dT

to

e para a evolucdo temporal da variavel de saida é

t

t
y(t)=e 0[2.x,(t, )+ x, (t,)]-2-e 72 x (t, )+ I 2-e7 ) y(t)de— '[ 2.e727 y(t)de
to

to
Observa-se que o conhecimento do estado inicial, g(to), permite determinar a saida futura, y(t),

para qualquer entrada, u(t), para t > t,.

8.3 Representacao de estado para sistemas discretos

Os sistemas discretos estdo caracterizados por vetores de estado em funcdo do tempo discreto

As equacdes dinamicas tém, em geral, a forma:

x(k+1) = f[x(k),u(k), k]

y(k) = g[x(k), u(k)]



Para sistemas lineares

x(k+1) = A(k) x(k) +B(k) u(k)

y(K) = C(K) x(k) + D(K) u(K)

No caso de sistemas invariantes no tempo

x(k+1) = A x(k) + B u(k)

y(k) = C x(k) + D u(k)

IID

A solucdo no caso homogéneo, linear e autbnomo € obtida por um processo iterativo:
x(k+1) =A x(k) x(0) = x,

x(1) = A x,

ék é a matriz de transi¢do de estado.

Tambeém pode ser calculada usando o teorema de Sylvester

n, o (A2 1)

anb U

1
J#i

A estabilidade deste sistema esta garantida se todos os valores caracteristicos de A estdo dentro do

circulo de raio unitario, pois para o sistema estavel lim A* = 0=

k— o =—

im P A“P " e, portanto,

limA* = =0 que ocorre quando [Ai| < 1.

k—00 =

A solugéo no caso heterogéneo é obtida segundo:



8.4 Sistemas de dados amostrados

u(t) = u(k) k<t<k+1

onde k deve ser lido como k T,, sendo T, o tempo de amostragem e k + 1é (k+1) T,, vem

x(1) = 27 x(k) {Jem_r) B dr} u(k)

k

Definindo

F(t _ k) _ jei(t—r)

- K

dt

oo

Resulta

x(t) = d(t—k) x(k) +L(t—k) u(k) k<t<k+1

Para t= k+1

l(k + l) = Q(Ta )X(k) + 1—‘(Ta ) U(k)

onde

or)= | e gy
L o 2
Fazendo
(k+)T,-t=pn
obtém-se

.
0T,) = fe’i“g dp

0

A equacdo de estados ficou da forma discreta, com coeficientes que dependem do tempo de

amostragem, T,. A solucdo é

10



Entretanto
(T, ) = (&) =2 " = @(kT,)

Entdo a solucdo é da forma

k-1

=g{kT,) x, + 2 gl(k-i-0,] T,) u(d

8.5 Diagonalizacéao

As equac0es de estado

!

Il

[>
+
[Res)
=

estdo totalmente acopladas atraves da forma “cheia” da matriz A.

A solucéo e visualizacdo das respostas ficariam mais simples e claras se a matriz A fosse diagonal.

Desta forma as equac6es ficariam totalmente desacopladas.

O vetor de estados pertence a um espaco vetorial, 0 espaco de estados, no qual, através de uma
transformacédo linear podemos mudar a base e, conseqlientemente, a sua representacdo. VVamos
considerar, so por simplicidade de apresentacao, o sistema na sua forma homogénea.

dx

—=AX
di =~

Através de uma transformacao linear, definimos novas variaveis de estado:

X=PXx

e assim,

dip-x’ - -

p-x ):P dix )=A-P~5*:dA=P‘1APg‘=Ag*
. = dt = - = ==~ "=

com A diagonal.

11



&

d)(;tz —kzxz* x,*:e*i(“(’)x,*(to)

Isto é
W) 0o

x®=| ? &$mi” O X (1) =X (1)
oo e

Voltando as variadveis originais pode-se mostrar outra forma de calcular a matriz de transicdo de

estado.

x(t) = P e Pix(t,) = 2 x(t,)

Isto é, a matriz de transicdo de estado pode ser calculada também segundo:

Escrevendo P em termos de vetores coluna

12



P= [\_/dl Vg, f---f\_/dn]z [ydl Vi, "'de] (isto quer dizer que na particdo da matriz, as linhas pontilhadas

vao ficar implicitas)

temos, para 0 primeiro caso:

A 0 - 0
0 A, - 0
Alvg oval=lva v ] 0T
0 0 - 2

@!m "'éde):(kl Vg oAy \_/dn)

Igualando as colunas destas matrizes, a relacdo geral é:

ou
(é_le)yd =0

Este sistema de equacges algébricas homogéneo tem solucdo néo trivial para
‘é_xﬁzo

denominado polindmio (equagéo) caracteristico(a) da matriz A.

Isto €, os A; sdo os valores caracteristicos da matriz A.

Os vgj S80 0s Vvetores caracteristicos a direita da matriz A.

Escrevendo P! em termos de seus vetores linha temos, para o segundo caso:

Vo Ao 0 0 ) vy
\_/eTz A= 0 7”2 = 0 YeTz
yzn O 0 7\‘n \_/:n
ou

|_le é—I |D“1¥Z1—I

|¥eTz é\_| kz!!z |

I B

v éJ v

13



Igualando as linhas destas matrizes

T T .
yej ész yEj J_la"'yn
ou

T
Vej(é'kj l) =0

Os v/ sdo os vetores caracteristicos a esquerda da matriz A.

No caso de valores caracteristicos repetidos a diagonalizacdo ndo é completa. O resultado é uma
matriz bloco-diagonal, onde cada bloco tem as dimensdes da multiplicidade do valor caracteristico
correspondente. A diagonal principal desses blocos € formada pelo valor caracteristico repetido. A

primeira sub-diagonal superior é formada por 1’s:

A1 0
0 A 1
0 .. 1
0 0 0 A

8.6 Solucéo Geral no Dominio do Tempo

Substituindo a matriz de transicdo de estado

oy,

t
Z(t): Eei(t—to)g—ll(t()%_ J'Eei(t—f)gfl g(r)dr
to

Usando a forma definida para as matrizes P e E‘l, abrimos a expresséo anterior

M (t-to) 0 0 \_/:1
Ay (t-to) T

x(t)= [\_/dl Vin ° ° : 0 Yer X(to )+
0 6 A (t’to) \_/:n

14



() 0 vy
+H_dl Vi, : : \—/f’z Eg(r)dr
0 e;\n(t—r) .
Ven
VeTlx(to) t VeTl EH(T)
x(t)= (v, en) Ly, et +j(vdle (9 v, eh ) T
VeTn X(tO) E Ven _H(T)

Entdo
N Ai(t-to) J' \ hi(t—t)
(1= T (ter) T
= ;\_/d] e J 0 yej Z(to) 'i't ;ydje J \_/ej E g(r) dT
— =

Observamos que os dois termos da resposta geral tém a mesma forma: um somatorio de termos

exponenciais ponderados.

Para facilitar a analise vamos considerar u(t) = 0.
zv e lyT Kt,)

_ Mlt-to) |, T M(t=to) |, T
X() = v, eV Xty eIV X(t)
Cada termo esta associado a um exponencial que é conhecido como modo da resposta

Analisando o termo correspondente a cada modo j:

X,(to)
Xz(.to)

)

| |
o
%, (1))

vge ( )vijxl(to)+v§jx2(to)+ +v2jxn(t0)
B vﬁjek'( )vijxl(to)+v2x2(to)+ +v21xn(t0)

15



Observamos que o modo vinculado a A ; contribui de forma diferente para cada variavel de estado.
Para x,(t) a contribuigéo é:

vLjex"(t’t")[vijxl(to)+v§jx2(t0)+...+v”x (to)]

ej’*n
Vg é a composi¢cao do modo j e indica de que forma ele contribui para a resposta temporal de cada

variavel de estado.

Como indicado acima, 0 componente vj,j, do vetor Yy, pondera a contribuigdo do modo j & variavel
de estado x(t).

-
€j

\% x(to): é a ativagcdo do modo.

A ativacdo é unica para cada modo j, sendo a mesma para todas as variaveis de estado.

Para o sistema diagonalizado

exl(t_tO)X:(to)
(1) = EQ(HO)K('[O) _ e%z(t—to):x’;“o)

el (t,) |

cada modo contribui, com peso unitario (1) para uma Unica variavel de estado. A ativagdo do modo

correspondente vem dada diretamente pela condicao inicial dessa variavel de estado.

Comparar esta analise do comportamento dindmico com a analise do comportamento estatico

baseada nos valores singulares da matriz de ganhos estaticos.

Nota: todo o desenvolvimento baseou-se em valores caracteristicos diferentes. Como ja foi
indicado, quando ha multiplicidade néo é possivel obter a diagonalizacdo completa; sé consegue-se
uma diagonalizacdo aproximada na forma chamada de Jordan. Mais adiante vamos tratar o
problema geral da obtencdo de diferentes representaces de estado através de transformactes

lineares.

8.7 Controlabilidade e observabilidade

Estes conceitos, aplicaveis tanto a sistemas lineares como ndo-lineares, sdo semelhantes para 0s

casos continuo e discreto no tempo. Vamos estudar o caso continuo.

16



Para analisar quais as possibilidades de controlar um sistema linear manipulando varidveis u(t),

observamos a forma geral da resposta temporal

n n
(0= 3, eI o{ty) [ S v B ute) o
j=1

t, =1

E claro que u(t) so afeta o segundo termo, e nele vamos concentrar a nossa analise.

n
j 2V, e v Bult) de

t, =1

Escrevendo B = [Ql pz---pn] vem

Se

VT( b, b, b_ ):yT. B=0Q"

— ej

as variaveis de entrada u(t) néo influenciam o modo j: este modo n&o é controlavel.

Seja quais forem os sinais de entrada hd uma caracteristica estrutural do sistema, refletida no fato de

que yeTj B= 0", que determina a ndo controlabilidade do modo (e, conseqiientemente, do sistema).

Na forma candnica diagonal, onde cada variavel de estado estd associada a um Unico modo, a

variavel xj ndo é acessivel via u(t).

dA:A.X*_}_P'lBH

dt = = =

dXT * T * T *
—= =L X[ +VBU=2;x;+0 U=2;X;
dt =

Uma forma pratica de se determinar a controlabilidade de um sistema linear é verificando o posto
da sua matriz de controlabilidade

A

K-[B AB A’B--A™B

O sistema é controlavel se

posto K=n

17



E interessante mostrar uma justificativa geométrica para este resultado. Considerando um sistema

de segunda ordem, inicialmente no ponto 0 e com uma unica entrada manipulada.

X =

1>

X+bu

Durante um intervalo de tempo muito pequeno, At, aplica-se o controle u;, que determina um

deslocamento AX, no vetor de estados.

AX, ~bu, At

Durante o préximo At, aplica-se uy, que determina, a partir da nova posicao, o deslocamento AX, -
AX, ~AAX At+bu, At=A bu, (A)* +bu, At

Para poder alcancar qualquer ponto do plano Xxi, X, € necessario que 0s vetores Ax, e Ax, nao

tenham a mesma dire¢do; isto é, que sejam linearmente independentes. Para isso, a matriz
b A-b]

tem que ter as suas duas colunas independentes ou, 0 que é a mesma coisa, seu posto tem que ser 2.

[=2

E
k

Xy

Em termos da possibilidade de observar um sistema linear através de y(t), lembramos que,

considerando u(t) =0 :

eM(t—to)XI(to)

= |Cv,, Cv,, - Cv e“(t‘t").x;(to)

——dn

Se a matriz CP tem a j-ésima coluna nula, Cv, = 0, 0 modo j ndo influéncia a saida y(t) e,
conseqiientemente, ndo pode ser observado. O sistema ndo é observavel.

Uma forma prética de se determinar a observabilidade de um sistema linear € verificando o posto da

sua matriz de observabilidade.

18
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O sistema é observavel se

posto L=n

A definicédo de controlabilidade é:

“Um sistema é controlavel se e s6 se, para todo estado inicial, x(t), existe uma entrada continua por

partes, u(to, t1] tal que x(t;) = 0 para algum t; finito”.
A definicdo de observabilidade é:

“Um sistema é observavel se e so se, para todo t, > t,, a observagédo de y(to, t1], para qualquer u(to,
t;] conhecido, permite calcular x(to)”.

Quando o sistema esta representado na forma diagonal, cada variavel de estado esta vinculada a um

Unico modo. Entdo, com essas variaveis podem acontecer 4 situacoes diferentes.

1) O modo é controlavel é observavel

dx].‘ .
E:kj X;+VBu

o
y(t) = [ gydj...]{ekj(t—to)x’;(to)J

2) O modo é controlavel e ndo observavel

o :
H:Kj Xj+Vvy Bu

3) O modo é néo controlavel e observavel

dx:
J T
R

I —

o
y(t) = [ gydj...]i\ekl(tto)xj(to)
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4) O modo nao é nem controlavel nem observavel

o :
E:}Li Xj+Q u
[ s

| Ai(t=t) o+ |

Y(t):["' Q]Le : :Xj(tO)J

Se fizermos a particdo do vetor de estados nas quatro categorias possiveis obtemos:

(x, 1 fa, o o o Tx, 1[p*]
dlxin| | 0 AL 00 x| |R
dt x|l 0 o A 0 Jx;c_o "o |BY
ol Llo o o oAl |0
x|
| 2o |
y=clp,, 0B 9"
BZC_WJ

Transformando por Laplace

ZC—hO = (S l_éc_no)_ E;:‘IO EH
-1
X, =(s1-A_,) 0Bu
-1
X:c—no = S l_énc_no) QEH

i
||-T|
=
:
n=

[
1L
L]
n=
I
Il ==
1
LA
L
vl
1
il

Mn:
LI

B = : " -
= [ ] ~ +
= [s1-4 ) o B

n=

20



O Unico caminho entre a entrada e a saida fornece

y(s)=[CP (sl—A )_lP‘l B}g(s)

= =—(C-0 =c-0

Isto é:
A representacdo entrada/saida s6 leva em conta a parte controlavel e observavel do sistema.

Existem outros conceitos semelhantes com os de controlabilidade e observabilidade, que

normalmente sdo menos exigentes:

¢ alcancabilidade (reachability): o sistema é alcancavel se um estado arbitrario pode ser alcancado,

através de uma acdo de controle conveniente, a partir de qualquer estado inicial.

o estabilizabilidade(stabilizability): o sistema é estabilizavel se existe uma acdo de controle capaz

de estabilizar todos os modos instaveis.

e detectabilidade(detectability): o sistema € detectavel se podem ser observados todos os modos

instaveis.

8.8 Realizac0Oes

Dado o modelo de um sistema na forma de uma representacdo entrada/saida € possivel gerar um
numero muito grande (teoricamente infinito) de representacdes de estado (realizagdes). A teoria das
realizacdes procura as representacdes de estado que apresentem caracteristicas favoraveis em algum
sentido. A principal caracteristica desejavel é que a dimensdo do estado seja minima: realizacédo
minima. N&o existe uma realizacgdo minima Unica. Outras caracteristicas podem ser associadas,

como, por exemplo, a forma diagonal da matriz A .

Outras formas candnicas de interesse além da forma diagonal (ou modal) séo, por exemplo, as
formas controlavel e observavel.

Vamos considerar um sistema monovariavel (s6 para simplificar a apresentacéo)

s) b,s"+b,s""+-+b_,s+b
0 1 n-1 n
u(s)  s"+a,s"+-+a,, s+a,
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Forma canonica controlavel

0 1 0] [o]
0 1 0 0
X = olx+ i u
0 0 0 1
|-a, -a,, -a,, - —a,] |1]

y:[bn —a,bg;b,; —a, gty _albo] X+b, u

Forma canonica observavel

— 9

8.9 Transformacdes no espaco de estados
Técnicas para passar de um tipo de representacao de estados a outro.

Seja 0 sistema

X =

1>

X+bu

y=c' x

Se o sistema € controlavel, a sua matriz de controlabilidade K tem posto “n.
Se é observavel a sua matriz de observabilidade L tem posto “n”.
A equacdo caracteristica deste sistema é:

— N n-1 _
‘sl—é‘ =s'+a,8 +-+a,,s+ta,=0

A partir dos coeficientes desta equagao pode-se construir a seguinte matriz:
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_an—l a, 1_

an—z an—3 1
V_V= . . .
la, 1 00

L1 0O - 0 0]

Prova-se que a forma can6nica controlavel é obtida através da seguinte transformacao de variaveis:

x=TX onde T=KW

A forma candnica observavel é obtida com a seguinte transformacao de variaveis:

onde Q= @g )_l.

| <>

x=Q
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