9. COMPORTAMENTO DINAMICO COMPLEXO

9.1 Movimento no Espaco de Estado

A resposta de um sistema comecando em um estado inicial x = g(to), acompanha uma

curva num espaco de (n+1l) dimensdes. Estamos bem acostumados ao tipo de

representacio: x = x(t)

X(t) o

X(to)

~+ V

to

Esta representacdo utiliza um espaco de duas dimensdes. A projecdo desta curva no

espaco de n dimensdes, com coordenadas X,,X,,...,X,, ndo inclui o tempo

n?

explicitamente mais é de grande utilidade na analise de sistemas.
Esta curva é chamada de trajetoria.
O espaco é o espaco de estados.

Naturalmente que uma representacdo geométrica deste espaco ndo podera ser feita para

n>3.

Em particular, para fins didaticos, interessa o plano de estados, ou plano de fases.

Exemplo 1:

A resposta temporal é



Para a matriz A, os valores caracteristicos sdo A, =-1e A, =-2. Usando o teorema de

Sylvester:

P P 1 1]
o lsletee®) Slet-e®) | 3 3t o0 1% 5 |
e:t:|2 2 |:Pe:tpfl: |6 2 |

E( -t —Zt) 1( -t —2t) = = Ll _1JL 0 e_ZtJ 1 _E

LG el —e et re J L6 ZJ
Conseguientemente:

1 1 1 1

_2at 2o, = 2t =5 = _ 7a-t _Ea-2t

x,(t) = 3e (62+24j+3e (62 24) ou Xx,(t)=7e"-5e
(1 1 (1 1 7 . 5 _

Xz(t) =1le t(82+54j—16 Zt(62—§4) ou Xz(t) =§e ‘+§e 2t

A representacdo individual destas respostas tem a forma:

Y
.

N,



No espago de 3 dimensdes X, X,,t:

Os vetores caracteristicos deste sistema sao:

[3] [3]

S E1 I

Representados no plano

X2 a
(2,4)
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Considerando uma trajetoria iniciando em algum ponto sobre um vetor caracteristico

[3]
X, =L1J
X, (t)=3e™



As trajetdrias que se iniciam nos vetores caracteristicos permanecem sobre eles.

Em geral, para obter a trajetdria deve-se eliminar o parametro “t” entre as equagfes da

resposta temporal.
ot 2t o X +3X,
Xl(t)—77€ —558 e t:T l (x1+3x2jz_—xl+3x2
X,(t) = §e" +§e’2t - ! +3X2J A 10
10

Se mudar o ponto inicial, a trajetoria devera ser recalculada.
. Y

Muitas vezes as trajetorias levam a pontos fixos no espaco de estados. Estes pontos sao

estacionarios e uma vez atingidos, o sistema fica neles para “sempre”.

Estes pontos sd@o chamados de pontos estacionarios (de equilibrio; criticos). Os sistemas

ndo-lineares podem ter um numero qualquer de pontos estacionarios.

Um exemplo é o reator CSTR com seus 3 pontos.

Q,(T,)

0, (T)

Para se fazer uma andlise do comportamento das trajetérias perto dos pontos

estacionarios & conveniente deslocé-los para a origem definindo variaveis desvio
!

X=X —X. Por problemas de representacdo, a nossa analise é feita no plano de estados

(o espaco de 3 dimensdes é dificil de representar).



dx

d—;:fl(xl,xz) X1:X101
emt=0

d;(tz :fz(Xl,XZ) %2 :XZOJ

Os pontos estacionarios satisfazem

:)

0= fz(ih 72)

0="f,(x,

X

De todos 0s pontos resultantes da solugéo deste sistema, o de maior interesse foi levado
aorigem

0="f,0, 0)

0=",(0, 0)

O comportamento das trajetérias perto dos pontos estacionarios pode ser analisado
usando a forma linearizada das equacdes de estado. Em regides do espago mais

afastadas, essas equacfes ndo sao validas.

dx,

dt =a; X, ta,X,
dx,

dt =ayuX; +a,X,

A visualizacdo fica mais clara tratando a forma candnica diagonal

dx” . s .
=AY X (0) = x;
Lembrando

ddif =k *X; = xj(t)=e""%],
d;? —h, x> x(t)=eMx),

o o i, [Ay 1%
A inclinacdo das trajetorias vem dada por — = .
dx; \A,/X]

Para valores caracteristicos diferentes existem 3 possibilidades:



1°) Os dois negativos

A
Ay <A <0 = |—=[>0
Ay

X; X;, o T .
no 1° e 3° quadrantes [XfJ >0 = dxf > 0 as trajetdrias tem inclinagéo positiva
1 1

* *

o o X; dx;
no2°e4” quadrante | —-| < 0 = —
X1 dx;

< 0 astrajetorias tem inclinagdo negativa

Como os valores caracteristicos sdo negativos sabe-se que as trajetdrias vdo se

-2 -—1]
-2 =3

aproximar do ponto estacionario, e assim:

"o 4]
x3 0 - X2

f

O ponto estacionario € um no estavel.

Nota: como A, < A, (e negativos), a variavel x, aproxima-se mais rapido da origem

que a X;.

2°) Os dois positivos

}\’2
O<X, <A = |—|>0
7\‘1

Observa-se que as inclinacGes serdo as mesmas do caso anterior, porém as trajetorias

tenderdo a se afastar do ponto estacionario devido aos autovalores positivos.



o4

2 3]

A4 4
A 4

—>Xx{ Xy
Y

Um né instavel.

3% Um positivo e outro negativo

A <0<, = (ﬁj<0
7\‘1

X; X;, o T .
no 1° e 3° quadrantes (XfJ >0 = dxi < 0 as trajetdrias tem inclinagdo negativa.
1 1

X5 X; o T -
no 2° e 4° quadrantes (xij <0 = dxi > 0 as trajetorias tem inclinagdo positiva.
1 1

Devido aos sinais dos autovalores x; se aproxima de zero e X; se afasta.



2k
S5

O ponto estacionario € um ponto de sela (instavel)

Para valores caracteristicos complexos conjugados a resposta temporal, x(t), do sistema

vai incluir termos oscilatérios da forma
—t/Tj
2p;e cos(mjt + dj)
como jé foi visto anteriormente.

Conseqlientemente, no plano de estados, se X,(t) e x,(t) oscilam ao redor do estado
estacionario com amplitude decrescente, constante ou crescente (segundo que

Re(?») <,=o0u > 0) espera-se um comportamento das trajetorias da forma:

2--3 [%f 23

/h.n A
R

Na forma candnica, para valores caracteristicos complexos conjugados, 0s estados

também sdo complexos conjugados (na forma original ndo, pois os sistemas reais nao



poderdo ter um comportamento complexo). Assim, tanto X; como X, precisam de um

plano para sua representacao.
Para

R

X; = Yo +1Y, Xz =Y =1,
Usa-se o plano yg, Y,

dx’ d(yg +iy,)

d_tlzklx;:> dt :(;LR+i}LI)(yR+iyl):(7\’RyR_kly|)+i(7\'Ry'+7\'|yR)

Separando parte real e imaginéria

dyg

dt =7“RyR _}\’Iyl
d
%:KR% +}\“IyR

As mesmas equaces sdo obtidas para o conjugado.

As inclinacdes no plano y;, vy, séo

dy, AYg +ARY,

dyR KRyR _7”|Y|

Considerando A, > 0, existem 3 casos de interesse:

1°) Ag <0

-Noeixoreal, y,=0 = :L = j:—' <0 as inclinagdes sao todas iguais e negativas
Yr R

Usando

dyg

at =ArYr _7‘|X| =ArYr

observa-se que no semi-eixo positivo, y, >0, ha uma diminuicdo com o tempo e vice-

versa.

% = —X—R >0 As inclinagdes sdo todas iguais e

- No eixo imaginério =0 =
] Ve dy, A,

positivas



Os sentidos sdo calculados da mesma forma anterior:

d
% = }\’Ryl +}\’IXR = 7\‘Ryl

Observa-se que no semi-eixo positivo, y, >0, ha uma diminuigcdo com o tempo.

Entdo

E um foco estavel.
2°) A >0

O comportamento € semelhante ao anterior, porém com sentidos opostos = foco

instavel

3% A, =0 raizes imaginarias.

a4 _ Ve

dyR _yl
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No eixo real, y, =0 = inclinagéo infinita

No eixo imaginario, y, =0 = inclinagéo zero

dy

S AR

M<O0

P YR

/)

Trata-se de um centro.

Deve-se notar que se a representagdo nao tivesse sido feita na forma canénica se obteria

0 mesmo tipo de resultados, porém com as curvas deformadas.

Exemplo 2: Estados Estacionarios de Sistemas N&o-Lineares

No estado estacionario

X, RN
2

X, +%X, =0

Héa duas solucdes

(0, -0,184) e (-1 -0,500)

(1) _ x2(t)+%‘e[xl(‘)2‘l] l

0.2r

024

-0.41

0.6

-0.81
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Linearizando o sistema de equacdes

604

Mﬁ—f“) = (2-%, +1)- A%, (t)

A{[yl.ew-n] 1}

(2-x,+1) ©

No primeiro ponto, (0, -0,184)

01 11 A
A= V, =
=10 =< |11

No segundo ponto, (-1, -0,500)

-

Ponto de Sela

>
I

2

Foco Estavel

-1 1 A, =-0,5+i-0,866
-1 0 A, =-0,5-i-0,866

b) 1
dxl(t) 0.8
= t
dt XZ( ) o
dx, (t 04l
U (0,0 -, 00
0.2
No estado estacionario L0
0.2
X, =0
0.4+
= -3 =
X,—X, —-X,=0 el
Ha trés solucoes 08F

(0,0) (L 0) (-1 0) ?
Linearizando o sistema de equacdes

Wl 1)

12



S [

Os valores caracteristicos desta matriz sdo

L _1E5-12.%,

2

Para o primeiro ponto (0, 0)

_—1+45 1-/5
2

=0,618 -1 —

V. =
_ 15 _ =
2

M
Ponto de Sela

A, -1,618 — 1
Para o segundo ponto (1, 0)

A Foco Estavel

1407
2
Para o terceiro ponto (-1, 0)

141
= LTI\/? Foco Estavel

A

c) Biorreator (Bequette, 1998) 45

d&Tft):[u(xz)—D]'Xi(t) as i

Ol - na (1)) -0 1)

2.5-

Mmax 'XZ (t) gl

Ky % (1) +k; - %, (1) 181

10

onde pu(x,) =

tmax = 0,53h* kn=0,12¢g/L D=0,23h" .

ky=04545L/g Y=04 xx=40glL

No estado estacionario 1

13



Ha trés solucbes

(0, 4) (0,9951, 1,5122) (1,5302, 0,1746)

Linearizando o sistema de equacdes

dA;(t) ~[1(%,) - D] A, (t) + ——

k7 e ORI 2K, )] (1)
m 2 1 2

dax, (1) p(x,) _M(t)_{m X, [Hmax_M(Yz)(1+2kl-72)]}_AX2 (0

dt Y D N & Y
u(%,)-D (b~ R(R) A+ 2K, X))
A kK, +% +k X,
= B H(YZ) _D- 71 [Mmax - “'(72)(1"' 2 kl ’ 72)]
Y K, +X, +k X, Y

Para o primeiro ponto (0, 4) - washout

-0,1139 0 1 0 A, =-0,1139 .
A= V, = NO estavel
= |-0,4652 -0,3] = |-25 1 A, =-0,3
No segundo ponto (0,9951, 1,5122)

0 -0,0679 1 0,2264| X,=0,1698

A= V, = Ponto Sela
= |-0,75 -0,1302| = |-2,5 1 A, =-0,3
No terceiro ponto (1,5302, 0,1746)

A 0  0,9048
" 1-0,75 -2,562

= No6 Estavel

1 -3,016] A&, =-2,262
25 1 A, =-0,3

V.

Esta analise foi feita nas proximidades dos pontos estacionarios onde as trajetorias do

sistema nao-linear coincidem com as do linear.

Quando as trajetdrias ndo-lineares se afastam de um ponto estaciondrio instavel, elas
podem ir para o infinito, se aproximar de um outro ponto estacionario estavel ou de um

outro atrator estavel.

14



Além dos pontos estacionarios, existem outras figuras geométricas do espaco de

estados para os quais podem se dirigir (ou dos quais podem se afastar) as trajetorias dos

sistemas ndo-lineares: ciclos limites, atratores toroidais e atratores caéticos. O

assunto atratores sera apresentado a seguir, de forma resumida.

Exemplo 3: Ciclo limite

a) Atrator

dt
No estado estacionario
H& uma solucéo: (0, 0)

Linearizando o sistema de equacdes

dx, (t) X (1) 4%, (t).[o,5z —x (1) =%, (t)Z} o

0.8r

0.6

0.4r

0.2+

dA();lt(t) :(0752 _3x%? _722)-Axl(t)+(1—2¥1'iz)'AXZ (t)
dAﬁi(t) =-(1+2%%,)- A% (1) +(0.5° =% ~3%,")- A%, (t)

A 0,5 -3%° —X,"
= | -1-2%-X,

Para o ponto (0, 0)

0,25 1 1
A= V, =’
= -1 025 < |i1

J =0,25+]
A, =0,25—i

Para este sistema ha um ciclo limite estavel em X’ +X,” =0,5° e, neste caso, o sistema

é equivalente a:

.
dx;t(t) _ (1)

Foco instavel

15




0 1 1 i A=+ T
A= 10 V=1, . Ciclo limite

b) Repulsor 08

Ak 0@ o0 x0]

e, (1) ]
2 =% (1), (1) 05 —x (1) %, (1 | |
2 2 2 o 0.2
A —0,5"+3X  +X, 1+2X% -X,
“142%-%, 0,52+ % +3%, >
o8 0.5 0 05 1 15
Para o ponto (0, 0) X,
-0,25 1 1 A, =—0,25+i .
A= V, =|. ) Foco estavel
=7 21 —o025| 27§ 1 A, =—0,25—i

Para este sistema ha um ciclo limite instavel em X,” +X,” =0,5°.

A grande diferenca entre um ciclo limite e um centro e que os ciclos limites séo
Orbitas isoladas, ou seja, uma perturbacgéo tirando da orbita de um ciclo limite retornara
a mesma Orbita ao passo que uma perturbacdo tirando da orbita de um centro vai cair

em outra 6rbita deste centro.

9.2 Atratores e Bifurcagdes

Seja um sistema dinamico ndo-linear autbnomo (neste contexto isso significa que néo

ha dependéncia explicita com o tempo, t).

Um sistema dindmico é uma forma de se descrever a evolucdo temporal de todos os

pontos do espaco de estados S.

E uma transformacdo ¢ tal que:

0:(txo) > x(t)  [oltixo) = (x,)] (1)
$(0,%,) = 90 (X0) = X, ¥y
b0 dr = 0t ot X0 )) =0, (00 (Xo)) = 0y (Xo) = 0t + 1 X,)  (3)

16



(2) indica a transformacéo identidade
(3) é a composicao de transformagdes

Esta dltima igualdade indica que se chega ao mesmo resultado aplicando a

transformacdo de uma Unica vez para todo o intervalo de tempo (t + t’), que aplicando

sucessivamente para os intervalos (t) e (t').

Todo sistema dindmico definido por (1), (2) e (3) pode ser representado na forma de um

sistema de equacdes diferenciais ordinarias ndo-lineares:
dﬁ—it) = f[x(t)] com  x(0)=x,

Se f[x(t)] é continuamente diferenciével entéo:

e Dada a condicdo inicial, o sistema tem solucéo num certo intervalo de tempo.
x(t)=o(t,xo) = d,(xo)

e A solucdo é Unica.

e A solucédo depende continuamente das condigdes iniciais.

Seja o sistema linear autbnomo no tempo

dﬁ_gt) —A-x(1) com  x(0) =x,

e sejam os conjuntos de condicdes iniciais S, € S e de solugdes S, € S.

Entdo, para todo x(t) € S, existe um x, € S, tal que

x(t)= 6. (x,) = @(t)- X,

A funcgéo ¢t(go) é uma transformacéo dindmica chamada escoamento ou fluxo.
Se V(0) é o volume do espaco Sp e V(t) é o volume do espaco S;, entdo:

Se tr(A) <0, o volume do espago se contrai e o sistema € dissipativo.

Observe que para um sistema linear de segunda ordem:

LA + Jir(A)? — 4det(A)

det(A—11) =2% —tr(A)- L +det(A) =0 e 5

Ou seja, no minimo um valor caracteristico sera negativo se tr(A) <0.

17



Os diferentes comportamentos dindmicos deste sistema linear podem ser localizados em

um plano det(A) x tr(A):

N
spiral spirel = (o A)Z: 4det A
sink source
he— center
node node
sink source
ML w(A)
saddle
~ —

Para o caso geral, ndo-linear, se o div(f) <0 em S, o volume do espaco se contrai e 0

sistema dinamico é dissipativo.

div(f)=v £ =| Ty To o T yp(y)
oX; 0%, oX,
onde
J= laijJ a; =§f—i Matriz Jacobiana
- X

Sea div(f) >0 em S, o volume do espago cresce e 0 sistema dinamico é expansivo.

Se a div(f)=0 em S, o volume do espaco se mantém e o sistema dindmico é

conservativo.

Estas caracteristicas podem ser apenas locais. Um sistema que € globalmente dissipativo

pode ser localmente expansivo.

18




A grande maioria dos sistemas em engenharia ¢ dissipativo.

Se o sistema dissipativo é limitado, no sentido de que nenhuma trajetoria em S tende
para +oo quando t — o, 0 volume do espaco se contrai e converge para uma das

seguintes figuras geomeétrica:

e ponto (estado estacionario; equilibrio)

e curva fechada (solucdo periodica simples; ciclo limite)

e figura toroidal (solucdo quase-periddica; atrator toroidal)

e caos (solugdo oscilatdria ndo-periodica; atrator estranho; fractal)

S&o os atratores.

Desprezando a fase transiente estes atratores sdo solucdes de um sistema dissipativo.

Do ponto de vista dindmico interessa a estabilidade dos atratores. S&o estaveis se todas
as trajetorias que passam numa vizinhanca de todos 0s seus pontos convergem para ele

para t — co. Os atratores estranhos sdo localmente instaveis.
Todo sistema dinamico dissipativo limitado tem pelo menos um atrator.

Para mais de um atrator estavel definem-se bases de atratores e superficies de

separagao.

Um sistema dindmico € estruturalmente estavel (um outro conceito) se sistemas
vizinhos, obtidos de perturbacdes (de algum parametro) do sistema original, tém uma

estrutura dindmica similar (mesmo nimero e igual estabilidade dos atratores).

Quando mudancas de parametros determinam altera¢es qualitativas na estrutura

dindmica do sistema ocorre uma bifurcacao.

Numa bifurcacdo, um sistema dindmico estruturalmente instavel se transforma em

sistemas com caracteristicas dinamicas diferentes.
Exemplos desta situacéo sdo:

e dobrar quebrar
e inclinar  cair
e esticar rasgar

e encher explodir

19



Trata-se de mudancas qualitativas. Nesse tipo de mudanca pode-se passar, em termos

de comportamento dindmico, por exemplo, de estado estacionério a estado dindmico:

o estavel instavel

e simétrico assimétrico

e estacionario movimento regular
e regular irregular

e ordem caos

Em termos das solucBes das equagdes que governam o fendmeno, hd uma solugédo
diferente de cada lado do valor de certo parametro, podendo haver diferenca no

numero de solucBes ou no comportamento das solucdes.

Exemplo 4: Bifurcagdes em termos da variacdo de um parametro

dxcljt(t) =X, (t)+ p- [1_ X, (t)] RAC
dxét(t) — 3%, (1)+14p-[1-x, () ]V

~1-p-e® p-(1-x,)-e
—-14p-e* -3+14p-(1-x,)-e*

1>

No estado estacionario a solucéo é (0, 0) para p = 0 e os valores caracteristicos sdo —1 e
-3.

20



Em funcao dos valores do parametro "p" se apresentam as seguintes situacoes:

Parametro p Valores caracteristicos Plano de fase

Valores caracteristicos

<0,06361 : ( 0 n
P reais e negativos - NO : // 1) 7/
Estavel ; /A,

p=0,05 A =1[-1,13, -2,06]

p = 0,06361 Valores caracteristicos
’ reais, negativos e repetidos
- NO Estavel (Estrela)

A =[-1,4372, -1,4372]

0,06361 < p < 0,0889 Valores caracte_risticos
complexos conjugados com

parte real negativa - Foco

Estavel

p = 0,085

A=-1,095+0,565i

p = 0,0889 Popto limite: Uma solucéo
estavel (foco) e outra

0 n6 instével d4 origema | Instavel (no) (ponto 3 na

dois pontos: né instavel e | figura abaixo)

sela para p > 0,0889 A =-1,009 £ 0,605 i
A =10, 3,432]

A =-0,982+0,614 i
A =1[-0,213, 3,332]
A =1[0,364, 3,151]

Uma solucéo estavel (foco) I
0,0889 < p <0,0933 O ; .
P e duas instaveis (sela e no) /// / // 7/
p= 0,09 j /

0,0933 < p < 0,10574 Uma solucéo estavel (foco)
’ ’ e duas instaveis (sela e

em p = 0,105738931 0 foco)

primeiro ponto passa de p=0,10 _

foco para no estavel: A=-0,652+0,6511

A = [-0,055, -0,046] A =[-0,439, 1,953]

A=1431+1,8511i




p=0,10574

0 né estavel da origem a
dois pontos: no estavel e

sela para p < 0,10574

Ponto limite: Uma solucgéo
estavel (no), outra instavel
(foco) (ponto 2 na figura
abaixo) e um ciclo limite
estavel

A =1[-0,097, 0]
A=1,186+2,4781i

0,10574 < p < 0,1309

Uma solucéo instavel
(foco) e um ciclo limite
estavel

p=0,12

A =0,528 +3,487 i

Bifurcacéo Hopf: Valores
caracteristicos imaginarios
puros (ponto 4 na figura
abaixo)

A =+4,008i

p>0,1309

Valores caracteristicos
complexos conjugados com
parte real negativa - Foco
Estavel

p=0,15

A =-0,952 + 4,627 i

o]

0.000

0.025

[ [
0.050 0.075 0.100

[
0.125

0.150 0.175
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Hopf

limite N
% o @ o g g g Far—— < XX & X X % X XeX Xex X O —|
B VX " —
oL / |
e . Trajetorias: 7
Hopf ——» ponto estavel
s _
—» ponto sela
8 ——» ponto instavel |
10 \ \ \ \ \ \
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
Re(r)
- X---

A mudanca de comportamento pode ser em etapas, passando de estado estacionario a

movimento regular e, finalmente, a movimento irregular (caos).

Na passagem de autovalores reais de negativos a positivos, usualmente aparecem novos

ramos de solugBes estacionarias.

Na passagem de autovalores conjugados do plano negativo ao positivo, continua a

solucdo estacionaria, mas, sob certas condic¢Ges, aparecem solucdes periodicas.

Ponto Fixo; Solucéo Estacionaria; Ponto de Equilibrio; Ponto Critico.

Considerando o sistema dinamico funcéo de um vetor de parametros

(1) =f[x(t):p]

o0 ponto de equilibrio é solucdo do sistema de equacdes algébricas

f(x:p)=0
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Em um diagrama de bifurcacdo o ponto de equilibrio, X(p), evolui, em fungéo do valor

de p, ao longo de ramos de solucdes estacionarias, até atingir uma singularidade.

Usando o conceito de derivada total, pode-se obter (eliminando a barra para simplificar

a notacdo)
-1
O - R S AW
00X op - T op —

Se J e ndo-singular, x pode ser computado continuamente nas vizinhancas de um

ponto (x, p) como uma funcédo de p, com solucdo Unica. A correspondente fungédo x(p) é

um ramo de solugdes.

Quando J é singular (pelo menos um valor caracteristico nulo), ha o encontro de dois

ou mais ramos de solucBes estacionarias, caracterizando pontos de ramificacdes

estacionérias:
e pontos limite: neles nascem ou morrem dois ramos.
e pontos de bifurcacéo: neles nascem ou morrem mais de dois ramos.

Existem pacotes computacionais (AUTO, por exemplo) que calculam os ramos de

solucdes estacionarias e identificam pontos singulares.
Na engenharia quimica sdo normalmente encontrados o0s pontos limite.

Linearizando em torno do estado estacionario,

d(x-%) _ -
g~ x-x)

se todos os valores caracteristicos de J tém parte real negativa x =X (solugdo
estacionaria) € localmente estavel.

Se algum desses valores caracteristicos tém parte real positiva o sistema é localmente

instavel.

Quando os autovalores sdo zero ou imaginarios o ponto de equilibrio é dito

degenerado.

Por exemplo, para um sistema linear, considerando valores caracteristicos complexos

conjugados, na passagem de parte real negativa a parte real positiva, passa-se pela
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forma degenerada chamada centro, na mudanca de um foco estavel para um foco
instavel. Para um sistema nado-linear esta forma degenerada também pode aparecer na

forma de um ciclo limite.

Considerando o caso de um sistema descrito por apenas um estado, contendo um

parametro de bifurcagéo p:

cujo ponto de equilibrio € solucdo da equacdo algébrica:
f(x;p)=0
Um ponto de bifurcacdo ocorre quando o Jacobiano é singular, que neste caso é

equivalente a:

of

= =0
ox (x:p)
O numero de solugdes estacionérias pode ser determinado pelo seguinte critério:

of o*f o< f o~f
f(x;p)=0, —=0, —=0, ..., ——=0 e ——=#0
(x:p) OX Ox? oxk?t OxX

que se satisfeito implica que o sistema possui k solugdes estacionarias.

Bifurcacdo pitchfork:

Supercritica Subcritica Isola

Neste caso k muda de 1 para 3 no ponto de bifurcacéo.

Exemplo 5:
dx . 3 . 2
= XO:pl=p-x—x J(x;p) =p—3x
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tem como estados estacionarios: X, =0, X,=[p e X,=-/p quando p > 0, sendo

0 primeiro instavel e os outros dois estaveis. Para p <0, o0 Unico estado estacionario

possivel é X, =0, que neste caso é sempre estavel. Para determinar o ponto de
bifurcacao, aplica-se a condicdo J(X;p)=0:
p=3X

O Unico estado estacionario que satisfaz esta condigdo é X, =0 quando p=p=0 e,

neste ponto:

Indicando o surgimento de 3 estados estacionarios neste ponto de bifurcacdo. Pela
analise de estabilidade dos estados estacionarios, identifica-se este ponto como uma

bifurcacéo pitchfork supercritica.

Bifurcacdo sela-no: &

Também chamada de bifurcacdo tangencial ou de dobra (fold) ou ponto limite (turning

point), no ponto de bifurcacdo ocorre a juncdo de k = 2 ramos de solu¢des estacionarias.

Exemplo 6:
dx . 2 .
E=f[><(t),p]=p—x J(X;p) =-2X

tem como estados estacionarios: X, =./p e X,=-,p quando p > 0, sendo o

primeiro estavel (nd) e o segundo instavel (“sela”). Para p <0, ndo ha ponto de
equilibrio real. O termo sela faz mais sentido para sistemas de dimensdo maior do que 1,
onde os demais valores caracteristicos tém parte real negativa, caracterizando um ponto
sela (poderia também ser o oposto: o primeiro ser no instavel e o segundo sela, com 0s
demais valores caracteristicos com parte real positiva), veja 0s pontos limites do

exemplo 4 acima.
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Para determinar o ponto de bifurcacéo, aplica-se a condicdo J(X;p)=0:
-2X=0

O Unico estado estacionario que satisfaz esta condicdo é X =0 quando p=p=0 e,

neste ponto:

of

5 =-2#0
OX *p

)

Indicando o surgimento de 2 estados estaciondrios distintos neste ponto de bifurcacéo.

Bifurcacdo transcritica: —/ -

No ponto de bifurcacdo ocorre a troca das condigOes de estabilidade das solugcOes

estacionarias.

Exemplo 7:
dx . 2 .
E=f[><(t),p]=p-><—x J(x;p) =p—2x

tem como estados estacionarios: X,=0 e X,=p. Para p > 0, o primeiro ponto é

instavel e o segundo estavel, mas para p < 0 a situacdo se reverte, sendo o primeiro
estdvel e o segundo instdvel. Para determinar o ponto de bifurcacdo, aplica-se a
condicdo J(X;p)=0:

2X=p

O Unico estado estacionario que satisfaz esta condicdo é X =0 quando p=p=0 e,
neste ponto:

o°’f

— =-2#0
X s

)

Indicando o surgimento de 2 estados estacionarios distintos neste ponto de bifurcacéo.

Observe que neste caso ha dois estados estacionarios distintos em cada lado do ponto de
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bifurcacdo. A mesma observacdo poderia ser feita para o exemplo anterior se também

fossem considerado os valores complexos.

Ciclo Limite; Solucéo Periddica

A solucdo estacionaria é periddica, repetindo-se para mdltiplos de certo intervalo de

tempo "T".
x(t+T)=x(1)
O sistema linearizado apresentara soluges oscilatérias quando houver autovalores de J

imaginérios conjugados (sdo solugdes pontuais). Em termos de diagramas de
bifurcacdo, estas solugdes surgem numa bifurcacéo de Hopf, com periodo T = 2% / B,
onde B = |Anopf| € AHopr € O Valor caracteristico no ponto da bifurcacdo Hopf (imaginario

puro).

A estabilidade do ciclo limite pode ser determinada da seguinte forma.

Seja x(t) uma solugdo periddica.

Seja Ax, uma perturbagdo pequena em t = 0, que gera uma evolucéo temporal descrita
por

dﬁ_té =J-AX com Ax(0)= Ax,

cuja solucéo é

AX(t)=@(t;0)- Ax, D (t;0)=exp(J 1)
Como x(t) € periodica, de periodo T,

AX(T) = @(T,0)- Ax,

Em geral

AX[(k +1)T]=@(T,0)- Ax(kT) (mapeamento de Poincare)

Esta equacdo de diferencas seré estavel se os valores caracteristicos de g(T,O) (valores

caracteristicos — multiplicadores de Floquet) estdo dentro do circulo unitério.
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A menos que se tenha realizado uma analise de bifurcacdo paramétrica (construcdo de
diagramas de bifurcacéo), com a localizacao de bifurcacdes Hopf (origem de um ciclo
limite), ndo é facil estabelecer se um sistema possuiu ou ndo um ciclo limite. O teorema
de Poincaré-Bendixon diz que qualquer trajetdria descrita por um sistema nao-linear
gue entra ou esta contida e nunca sai de uma regido fechada e limitada, V, sem a
existéncia de um estado estacionario, € um ciclo limite ou esta se aproximando

assintoticamente de um.

Considerando agora uma regido V delimitada pelo ciclo limite, sem a excluséo de

estados estacionarios, pode-se concluir a partir deste teorema que:
F+N+C-S=1

onde F, N, C e S sdo, respectivamente, os niumeros de focos, nds, centros e pontos selas
contidos na regido V, independentemente de serem estaveis ou ndo. Por exemplo, um
unico estado estacionario cercado por um ciclo limite estavel (instavel) deve ser instavel

(estavel), ou seja, um foco ou um no.

Um outro teorema de Bendixon diz que ao aplicarmos o teorema da divergéncia de
Gauss para o vetor j[g(t);g} no plano de fases, se 0 tr{g[g(t);gj} ndo mudar de

sinal na regido V entdo néo existe ciclo limite nesta regido. O teorema de divergéncia de

Gauss diz que:
[,(V-¢)dv =] (n-¢)ds

onde n é um vetor normal deixando a superficie S. Para um espaco bidimensional:

1, (a«bl X]dxdxz —[_(9,0%, — d,0x, )
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onde V é a regido delimitada pelo ciclo limite e C é o ciclo. Na integral ao longo de C,

dx; e dx, variam de acordo com o sistema dinamico:

dx(t)

o =tx(®p]

que resulta em:

if [ad)l 8;4:2dedx2— [ (6., —o.f, )dt

2

Se o vetor ¢ for o préprio vetor t[g(t) ;B] , entio:

I, [8x +67dedx2— ~[_(f.f,—f.f,)dt=0
2

L , f .
Logo, a primeira integral € nula somente se %Jr(?—z =tr(J) mudar de sinal dentro de
Xl XZ -

V.

Exemplo 8: reator CSTR ndo-isotérmico com reacdo de primeira ordem e com

propriedades fisicas, volume do meio reacional e temperatura da camisa constantes.

F 3 CAea Te
p cte.
l C, cte.
FWy TW h - Cp(T - Tref)
—>
o
FWa TW
—>
F,Ca, T

dc,

=F(C,,—CL)—-k(T)C, V
pVC, ((jj—-[ =FpC,(T,—T)+(-AH )k(T)C,V-UA(T-T,)

com k(T) = koexp(-E/RT). A matriz Jacobiana para este sistema é dada por:
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F E
———k(T - k(T)C
o v () R T2 (T)Ca
2D Campkm _F B (ankmC,  UA,
pC, V RT? pC, pVC,
e tr[J(CA,T)]:—E—k(TH E2 (FAH)K(T)C, _ UA, . Conclui-se, neste caso,
= \% RT pC, pVC,

que se a reacdo quimica for endotérmica (AH: > 0) entdo tr(J) <0 para qualquer valor

de Ca e T e, portanto, o sistema nunca apresentara ciclo limite.

Para 0 caso de uma reagdo quimica exotérmica (AH, < 0), é possivel encontrar
condicdes onde exista ciclo limite. Por exemplo, para o caso de uma condicdo
operacional apresentar somente um estado estacionério instavel, o teorema de Poincaré-
Bendixon diz que para existir um ciclo limite, este estado deve ser um né ou um foco e,

portanto, deve satisfazer a condigéo:

detlI()]>0 e tr[I(x)]>0

mas, a medida que Ca e T tendem a seus valores extremos (ao se afastarem do estado

estacionario instavel), o tr(J) <0 devido ao termo de geracéo de calor que tende a zero,
havendo portanto a mudanca de sinal tr(J)e satisfazendo a condigdo necessaria para a

existéncia de um ciclo limite. Analisando f; e f,, observa-se que quando Ca — 0: f; >0
fazendo com que Ca aumente, e quando Ca — Cae: T1 < 0 fazendo com que Ca diminua;
da mesma forma, quando T — 0: f, > 0 fazendo que a temperatura aumente, e quando
T — oo: f;, < 0 fazendo que a temperatura diminua. Este comportamento ilustrado na

CA _CAe e 0= pCDT

=—————), confirma a existéncia de um ciclo
CA (_AHr)CAe

figura abaixo (y =

e

limite, de acordo com o teorema de Poincaré-Bendixon.
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Toro; Solugdo Quase-Periddica; Neimark-Sacker

E um movimento oscilatério com pequenos desvios de fase, como que percorrendo a
superficie de um anel. Surge quando os valores caracteristicos de Floquet cruzam o

circulo unitario com parte imaginaria = 0.

Exemplo 9:

dx, )
pra (p—3)x;,—0,25%, + X,[X, +0,2(1—x3)]
dx, )
E=0,25xl+(p—3)x2 +X,[X; +0,2(1-x3)]
dx

B —px, ~ (¢ 42 +)

p=2e x=[010101]
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p-2,8 -0,25 x,(1-0,4x,)
A=| 0,25 p-28 x,(1-0,4x,)
—2X,  —2X, p—-2X,

No ponto estacionario (0, 0, 0):

p—-2,8 -0,25 0 -0,8+0,25i
A= 0,25 p-28 0| Ar=|-0,8-0,25i (ponto sela)
0 0 p 2

Atrator Estranho; Solucéo Caotica

E uma solugdo nio-estacionaria e nao-periddica que pode ocorrer em sistemas
continuos com 3 ou mais estados e em sistemas discretos de qualquer dimensdo. A sua

evolugdo € muito sensivel as condices iniciais.

Exemplo 10: modelo de crescimento de populacéo (equacdo logistica), discreto.
X1 =P Xy (l_xk) = g(xk)
Este mapeamento quadratico € estavel quando |g'(X)|<1. As solucBes estacionarias

possiveis sdéo X, =0 e Xzzp—_l. Como g'(X)=p(@-2X), a origem ¢é estavel
p

somente para p < 1 e o segundo ponto, onde g'(X,)=2-p, sO é estavel paral <p < 3.
Para valores de 3 < p < 4 os estados estacionarios séo instaveis e ha o aparecimento de
atratores periddicos com duplicacbes de periodo a medida que p aumenta até levar ao
caos. Valores de p > 4 ndo hé atratores, levando a populagdo a um crescimento infinito.

A figura abaixo apresenta o diagrama de Orbitas em funcdo do parametro de bifurcacéo.
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Exemplo 11: Equacéo de Lorenz, continuo.

dx 50
d_tl =0(X,—X,;)
40
dx,
F:rxl_XZ_XlXS 30
a0
X
9 _ X, X, =X,
dt 10
c=10,r=28 e b=8/3 o
50A
Xo=[-1 0 0]
0
A=lr-x, -1 -x X,

0
Os estados estacionarios sdo: X, =|0| , X,=|/b(r-1) | e X,=|—-/b(r-1)
0 r-1 r-1

E, para os valores dados dos parametros, todos os estados estacionarios sdo instaveis,
ocorrendo a existéncia de um atrator estranho (caos).

A solucdo tem dimenséo ndo inteira.

Define-se como dimensao:
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d — lim] M)

M(g): nmero minimo de cubos de lado & necessarios para cobrir completamente uma

figura geométrica em S.

Fractal: qualquer figura geométrica com dimensdo nao-inteira

Os mecanismos que provocam o aparecimento do caos podem ser diversos:
e duplicacdo de periodo.

e coalescéncia de estados estacionarios.

e destruicdo de um movimento toroidal.

Sdo varias as técnicas disponiveis para caracterizar o grau de caoticidade de um

sistema:

e calculo da dimensdo do atrator (quanto mais perto de um inteiro menor a

caoticidade)

e expoentes de Lyapunov (se positivos indicam caos)

e espectro de poténcia (maior achatamento, maior caos)

e integral de correlacdo (com o caos tende rapido para zero)

e mapeamento de Poincaré.
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