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0. Programa da Disciplina

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
ESCOLA DE ENGENHARIA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA QUIMICA

DISCIPLINA: ENG07737 - MODELAGEM E SIMULACAO DE PROCESSOS
CREDITOS: 04 PRE-REQUISITOS: ENG07758 e ENG07761
PERIODO: 2002/1 RECOMENDADO: INF01211

SUMULA: Introducdo a modelagem matematica de processos da engenharia
quimica. Aplicacdo das leis de conservacdo em sistemas estacionarios e dinamicos.
Simulacdo estatica e dindmica de processos e operacGes da industria quimica.
Introducdo a otimizacdo de processos. Introducdo a pacotes computacionais de
simulagéo.

OBJETIVOS: Introduzir os conceitos de modelagem matematica de processos da
engenharia quimica através da aplicacdo das leis fundamentais de conservacdo de
massa, energia e quantidade de movimento e de métodos matematicos e
computacionais para a simulagdo e otimizacdo de processos e operagdes da
indUstria quimica.

PROGRAMA

1. Introducdo a modelagem matemaética de processos
1.1. Conceitos béasicos de modelagem e simulacédo
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2.5. Modelagem de reatores quimicos
2.6. Modelagem de sistemas de separagao



3. Simulacéo estacionaria
3.1. Métodos numeéricos para a solucédo de equacdes algebricas
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3.3. Multiplicidade de solugdes
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3.5. Métodos numeéricos para a solugédo de problemas de contorno
3.6. Técnicas de aproximacao polinomial
3.7. Simulacdo estacionaria de reatores quimicos
3.8. Simulacdo estacionaria de sistemas de separacao

4. Simulagéo dindmica
4.1. Métodos numéricos para a solucdo de equac@es diferenciais ordinarias
4.2. Conceito de rigidez
4.3. Métodos numéricos para a solucdo de equac@es algébrico-diferenciais
4.4. Problemas de indice
4.5. Consisténcia das condi¢es iniciais
4.6. Métodos numéricos para a solucdo de equac@es diferenciais parciais
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4.8. Simulacdo dinamica de processos de separacao

5. Introducéo a otimizacdo de processos
5.1. Fundamentos matematicos
5.2. Otimizag&o sem restricdo
5.3. Otimizagdo com restrigdes

6. Introducéo a pacotes computacionais de simulagédo
6.1. Técnicas de Simulacdo
6.2. Softwares para a simulagdo estatica de processos
6.3. Softwares para a simulac¢do dindmica de processos
6.4. Softwares para 0 projeto e otimizacao de processos
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CRONOGRAMA

12 semana: topicos 1.1a 1.2
2% semana: topicos 1.2a 1.5
3% semana: topicos 2.1a 2.2
4% semana: topicos 2.2 a 2.5
5% semana: topicos 2.6 a 3.1
62 semana: topicos 3.2a 3.5
7% semana: topicos 3.6 a 3.7
8% semana: topico 3.8, 12 PROVA
92 semana: topicos 4.1 a 4.3
102 semana: topicos 4.4 a 4.6
112 semana: topico 4.7
122 semana: topico 4.8
132 semana: topico 5.1
142 semana: topico 5.2
152 semana: topico 5.3
162 semana: topicos 6.1 a 6.5
172 semana: topico 6.6, 22 PROVA
18? semana: EXAME

METODOLOGIA: O curso sera ministrado através de aulas expositivas,
acompanhadas por exemplos de processos e operac@es da industria quimica, com
aplicacOes praticas dos conceitos em listas de exercicios a serem resolvidos extra-
classe pelos alunos.

SISTEMA DE AVALIACAO: O aproveitamento do aluno sera avaliado mediante
duas provas tedrico-préaticas e resolucdo das listas de exercicios. A nota final sera
obtida pela méedia ponderada entre as provas tedrico-praticas (peso 3,5 por prova) e
listas de exercicios (peso 3,0). O aluno com média normalizada igual ou superior a
4,0 podera melhorar seu conceito mediante exame geral. O conceito sera atribuido
conforme tabela abaixo das medias normalizadas:

[9,0, 10] —  conceito A

[75,9,00 —  conceito B
[6,0,75) —  conceitoC
[0,0,6,00) —  conceitoD
freqliéncia<60% —  conceito E
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onde Média Normalizada = Min {10; Max [0,6 + 1,5 (Média—u+o)/c]},neoc
sdo a média e o desvio padrao da turma.

OBSERVACAO: As notas das listas de exercicios entregues atrasados em até uma
semana apos o prazo estipulado serdo depreciadas proporcionalmente ao tempo de
atraso em até 50%. Apds este periodo as listas entregues serdo corrigidas, porém
n&o contribuirdo para a nota final.
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1. Introducéo a Modelagem Matematica de Processos

A necessidade de contencdo de despesas tem introduzido na indudstria
quimica uma tendéncia para a realizacdo de processos fortemente integrados, que
sdo caracterizados pela diversidade de reciclos de massa e energia. Para estes
processos, a validacdo da integridade do projeto e a sua operabilidade pratica
requerem a simulacgdo de toda planta com o uso de modelos rigorosos.

O interesse industrial em técnicas e pacotes computacionais para a
modelagem e simulacdo de processos tem crescido muito nestes Ultimos anos,
influenciado por vérios fatores, tais como os fatores econémicos citados acima e a
necessidade de uma melhor producdo quimica, incluindo anélises de seguranca e
risco, reducdo da concentracdo de emissGes quimicas e reprodutibilidade de
produtos quimicos de alta qualidade. Entretanto, estas ferramentas ainda ndo estdo
sendo muito usadas em processos industriais, principalmente, pela complexidade
envolvida na andlise de modelos de processos associada a falta de treinamento dos
engenheiros de processo.

A medida que um processo torna-se mais complexo, havera uma maior
necessidade de técnicas de analise dos problemas associados com seu projeto e
operacdo. Andlises modernas de problemas de processos envolvem alguma forma
de modelagem matematica e isto deveria atrair engenheiros quimicos em favor da
competitividade das plantas comerciais. Naturalmente, existem varios modelos
matematicos para 0 mesmo sistema, cada um ajustado para resolver um problema
particular associado ao sistema, onde o grau de detalhe requerido depende do
problema a ser resolvido e da quantidade de dados disponiveis. Quanto mais
rigorosa for a descricdo de um processo quimico, o conjunto de equacgdes
resultantes sera maior e mais dificil de tratar. Embora elas possam ser resolvidas, €
aconselhavel ao analista usar julgamentos de engenharia para reduzir as equacoes
para um conjunto menos complexo que, para propositos praticos, resultard em
solugOes dentro da precisdo dos dados proporcionados.

1.1 Conceitos basicos de modelagem e simulacéo

Processo: arranjo de unidades de operacdo (reatores, trocadores de calor, colunas
de destilacdo, etc.) integradas entre si em uma maneira racional e sistematica.

Modelo: descricdo matematica de processos.



Bases para os modelos matematicos: leis fundamentais da fisica e quimica, tais
como as leis de conservagdo de massa, energia e quantidade de movimento, e 0s
conceitos de equilibrio.

Areas de conhecimento basico: e« escoamento de fluidos
e transferéncia de calor
* transferéncia de massa
* cinética
e termodinamica
e controle

Definicoes:
variavel: simbolo matematico.
variavel de estado: descreve o comportamento do sistema.
varidvel a determinar: variavel cujo valor é desconhecido.
equacao: expressdo matematica relacionando as variaveis.

parametro: uma propriedade do processo ou de seu ambiente, que pode
assumir um valor conhecido ou ser estimado (uma constante ou
coeficiente em uma equagao).

especificacdo: variavel cujo valor é atribuido a cada simulacéo.

forca motriz: variavel gerada por uma funcdo conhecida imposta ao
processo (existe somente em simulagédo dinamica).

condicéo inicial: estado inicial do processo.

condicdo de contorno: delimitacdo do processo (restricbes nas varidveis
espaciais).

graus de liberdade:n® de varidveis — n® de pardmetros — n® de

especificagcdes — n® de forcas motrizes — n° de equagdes

= n® de variaveis a determinar — n® de equagdes.

Elementos basicos na modelagem:

* descricdo do processo e defini¢do do problema
* teoria e aplicacéo das leis fundamentais

* equacionamento

* consideracdes

* consisténcia

* solucdo desejada

* matematica e computacéo

* solucdo e validacdo
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Descricdo do processo e definicdo do problema: talvez a parte mais
importante para a analise de um processo seja o0 conhecimento dos fenédmenos que o
envolvem e o que se deseja conhecer de suas causas e efeitos, ainda que ndo seja
possivel estabelecer regras para a defini¢cdo do problema.

Teoria e aplicagéo das leis fundamentais: uma vez entendido o processo,
define-se a teoria que governa os seus fendmenos. Esta teoria €, usualmente,
disponivel através de uma variedade de fontes, publicadas ou ndo. Entretanto, para
aqueles casos isolados onde ndo h& uma teoria disponivel é de grande mérito
postular uma, ou varias, e testar sua validade mais tarde comparando a solucéo do
modelo matemaético com os resultados experimentais.

Equacionamento: o proximo passo no desenvolvimento de um modelo é
escrever a teoria em simbologia matematica.

Consideragdes: provavelmente o papel mais importante do engenheiro na
modelagem é o julgamento que faz em relacdo as consideragcdes a serem feitas.
Obviamente, um modelo extremamente rigoroso que inclui detalhes microscopicos
de cada fenbmeno é tdo complexo que tomard um longo tempo para 0 Seu
desenvolvimento, podendo até ser intratdvel com os recursos atuais. Um
compromisso deve existir entre a descricdo rigorosa e chegar a uma resposta
suficientemente boa.

As consideragdes feitas devem ser listadas e analisadas cuidadosamente para
assegurar que qualquer termo omitido é de fato insignificante durante toda a
simulacdo do processo. Elas sempre imp6em limitagbes no modelo que deve se ter
em mente ao buscar valores preditos. Frequentemente é possivel eliminar equaces
por inteiro pelo simples fato de desprezar pequenas flutuacGes em certas varidveis
intermediarias. Por exemplo, supondo que o calor especifico de uma mistura
multicomponente requerido para o balango de energia varie somente 1% de seu
valor devido a variagbes na composic¢do, entdo, um valor médio constante poderia
substituir uma equacdo do modelo que calcula um valor continuamente.

Como resultado das consideragdes tem-se um conjunto menos complexo de
equacdes a serem resolvidas.

Consisténcia: checar se 0 nimero de equagcbes é igual ao numero de
varidveis a determinar (ou grau de liberdade igual a zero) é uma tarefa importante
para confirmar a consisténcia matematica do modelo; isto é particularmente
importante em sistemas complexos e grandes. Se isto ndo ocorrer 0 sistema esta
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sub-especificado ou sobre-especificado e, as vezes, errado com a formulagéo do
problema.

Outra verificacdo que se faz importante € a da consisténcia das unidades de
medida de todos termos envolvidos nas equagoes.

Solucdo desejada: uma consideracdo das solugdes requeridas do modelo é
um passo necessario antes de suas obtencGes propriamente ditas. Uma lista de
varios casos requeridos e a informacdo que € esperada em cada caso podem revelar
possiveis situacdes redundantes, auxiliando na etapa de simulacdo.

Matematica e computacdo: a natureza das equacbes do modelo é que
determina o método para obtencdo da solucdo a ser selecionado, seja ele analitico,
numerico ou por inspecdo. Embora existe uma variedade de métodos para a solucéo
de um determinado conjunto de equacgdes, deve se ter uma nogdo bésica sobre a
adequabilidade de cada método em funcdo das caracteristicas do problema a ser
resolvido; por exemplo, se um sistema de equagdes diferenciais ordinarias deve ser
integrado através de métodos implicitos ou explicitos (Capitulo 4).

Solucédo e validagéo: a ultima fase do desenvolvimento de modelos de um
processo é o estudo e verificacdo das solugdes obtidas do modelo matematico
atraves de comparacdes com dados experimentais ou julgamentos de engenharia.
Qualquer solugdo ndo esperada deve ser racionalizada para assegurar que néo
ocorreram erros de computacao.

Exemplo 1.1: (modelagem) tanque agitado com valvula na saida (Figura 1.1).

Fe

Z L pg—Fs

Figural.l

Descricdo do processo: um liquido entra e sai de um tanque pela a¢éo da gravidade.
Deseja-se analisar a variagdo de volume, altura e vazdo do tanque
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(resposta do sistema) frente a variagdes na alimentagdo (perturbagdo no
sistema).

Teoria: - conservacdo de massa

P (vpy)
- conservacéo da quantidade de movimento
% = —[V.pw] - VP —[V.r] + pg
advecgio forca depressdo  transf. viscosa  forca gravitacional

- conservacéo de energia

%{’0(0+%v2]} = —(V.pv(l}+%v2)j -(V.q)
advecgao condugao
- p(v.V¢?) —(V.Pv) —(V.[zv])

trab. forgas gravit.  trab. forcas de pressdo  trab. forcas viscosas

onde Vj = —g.

ConsideracBes: - massa especifica constante
- isotérmico
- mistura perfeita
-F =K

Equacionamento:

balango material:  F, - F, = p‘Z_It/

dimensao: V=Ah
hidrodinamica: F, = KNh
Consisténcia: - checar se 0 numero de equacdes € igual ao numero de variaveis a
determinar (grau de liberdade zero).
variaveis: F,, F, p, V, A, h, K, t = 8
equacoes: 3
constantes: p, K, 4 = 3
especificages: t = 1

forgas motrizes: F, = 1
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variaveis a determinar: V, h, F;, = 3

graus de liberdade: 3 varidveis desconhecidas — 3 equacgdes =0

- checar a consisténcia das unidades de medida de todos os termos
envolvidos nas equagdes.

F, Fy (kg s)
(kg m3)
(m3)

(m?)

(m)

(kg m-0.5 3-1)
(8)

NOTA: para facilitar a busca por novas equacbes ou novas especificacdes e/ou
forcas motrizes, procurar sempre relacionar — mesmo que indiretamente —
cada variavel desconhecida a uma equacdo, apds eliminar da lista de
varidveis todas os pardmetros (ou constantes), especificacdes e forcas
motrizes. No exemplo acima, apos eliminar p, K, 4, t e F, da lista de
variaveis, associa-se V' a equacdo de balango de massa, F, a equagdo
hidrodindmica e chega-se a conclusdo que se deve incluir a equacgéo de
dimensdo que relaciona ¥ com 4 para que a variavel a determinar 4 tenha
uma equagao para ser associada.

I S B N Vo)

Solucdo desejada: dada uma condigdo inicial (2 ou V), deseja-se analisar A()),
V(F,), F(h). Como h=fV)eV=AF,= h(F,)

Fy=fh)eh=1,F,)= F(F,)
logo pode-se analisar todas as variagdes em fungéo de uma dada perturbacéo em F.,.

Matematica e computacio:

dv
Fe=Fs=p—
U v=uan e F=xvn
dh _F, kvh
dr pA
EQO = (1 F))
h(t,) = hy
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V=Ah = V(t,F)
F,=KJh = F(F)

Solucdo e validacdo: comparar os resultados com dados experimentais (Figura 1.2).

A
hexp o ®

hcalc

Figura 1.2
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1.2 Classificacdo de modelos matematicos de processos

= Baseada no detalhamento dos principios fisico-quimicos:

modelo molecular e atdbmico: trata um sistema arbitrario como se fosse
constituido de entidades individuais, cada
uma das quais obedecendo certas regras.
Consequientemente, as propriedades e
variaveis de estado do sistema sdo obtidas
pela soma de todas as entidades. Por
exemplo: mecanica quantica, mecanica
estatistica, teoria cinética.

modelo microscopico: considera o sistema como um continuo, isto é, 0s
detalhes das interagdes moleculares sdo ignorados, e
um balanco diferencial é feito para massa,
quantidade de movimento e energia.

modelo de gradientes mdaltiplos: as formas das equacfes matematicas séo
equivalentes ao modelo microscépico, mas
com alguns coeficientes modificados
(coeficientes efetivos).

modelo de gradientes maximos: simplificacdo do modelo de gradientes
maltiplos, onde os termos de disperséo
sdo desprezados e somente 0 maior
componente do gradiente da variavel
dependente é mantido nos balancos.

modelo macroscopico: ignora todos os detalhes internos ao sistema e,
conseqlientemente, nenhum gradiente espacial é
envolvido no modelo. As variaveis dependentes
representam valores médios sobre o volume do
sistema.

= Baseada no espaco de defini¢do das variaveis:

» modelo em varidveis discretas (ex: processos em estagios)
» modelo em varidveis continuas
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= Baseada na variavel temporal:

» modelo em estado estacionario
* modelo dindmico

= Baseada nas varidveis espaciais:

» modelo de parametros concentrados
» modelo de parametros distribuidos

= Baseada na estrutura matematica do modelo:

MODELO MATEMATICO

DETERMINISTICO PROBABILISTICO

EQUACOES ALGEBRICAS
(EETADO ESTACIONAFRIO, SISTEMA DE PARAMETROS CONCENTRADOS)

EQUACOES DE DIFERENCAS
W&RIAVEIS DISCRETARS)

EQUA(;GES INTEGRAIS
(VARIAVEIS CONTINUAS)

EQUA(;ﬁ)ES DIFERENCIAIS
(VARIAVEIS CONTINUAS)

EQUACOES DIFERENCIAIS EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS PARCIAIS
' } v v
ESTADO ESTADO ESTADO ESTADO
ESTACIONARIO TRANSIENTE ~ TRANSIENTE ESTACIONARIO
(PARAMETRO (PARAMETROS (PARAMETROS (PARAMETROS

DISTRIBUIDO) COMCENTRADOS) DISTRIBLIDOS) DISTRIBUIDOS)

' |

ESTADO ESTADO

TRANSIENTE ESTACIONARIO
¥ l

EQUACOES DIFERENCIAIS DE DIFERENCAS

EQUACOES DE DIFERENCAS
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Exemplo 1.2: (escolha de um modelo matematico) reator tubular (Figura

1.3) em escoamento turbulento de um fluido Newtoniano, com p, p, C, constantes e
escoamento da massa principal somente na direcdo axial (A+B+ - >R +S+--):

O3 -
s

Figura 1.3

consideracdes: p, p, C,constantes

simetria angular
Vo=V, =0

modelo microscopico:

escoamento turbulento v=v+y ; v =0
(Figura 1.4) C,=C,+C,; C, =0 -

T=T+T ; T =0 B

vz

Y
VeE=yz-Ty:
t
Figura 1.4

t+At

onde w= ~ jwdt é a média temporal de w.

balanco material

17



6p p cte
total: —“=~(V.py) = (V) =0, (V.¥)+(V.v)=0

(Vo)=0, (V.v)=(V.¥) = (V.¥)=0

ovy OV
li( Vr)+l—9+ =0
ror =" rao o
Ry
ov, e
z -0 =  [W,=v(r) (1.1)
0z

componente: % =—(V.n)+r,

p cte
n,=p;v-pbVew, = n,=p;v—DVp,

P (V) +(VDVR)+y (+T)
oC, -

8tl =—(V.C;v)+(V.DVC,) + R,

G e
L= (V.G - (V.CV) + (VDOVE) + R

com DY = £(C)

(Vo)=0 = aacti = (F.VC)—(V.CV) +(V.DOVC) + R
%=—Vz(r,t)%—(V.Fv')+(v.D('>va)+R,. (1.2)

balanco energético:

é’(ZU): ~(V.oU) —(Vq) -P(Vv) —(@Vv) +8,

adveccao condugdo  compressdo  dissipagdo viscosa  reacdo

A

péa_(t] = —p(v.VU)—U[%+(V.pv)}—(v.q)—P(V.v)—(‘c:Vv)+Sr

0
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p(%—lz+ (v.vﬁ)j =—(V.q) = P(V.v)=(1:Vv) + 3,

A

DU

= (V.q)-P(V.v)—(1:VV) +S

P, (V.q)= P(V.v)=(t:Vv) +5,

dU:(a—l_]) dl7+[a—Uj dT = —P+T(8—PJ dV +C, dT
o), or) or/

OP DV ~ DT
—P+T(—j = 4pC, —=—(V.q)-P(VV)=(t:VV)+ S
p{ GTV}Dt pVDt (V.g)—P(V.v)—(z:Vv) +5,

DV D1 1 Dp
—_— — — | = = V.V
P, th( j (V)

o Dt
~ DT oP
C, == = (V. —T(—) V)= (1:Vv)+ S
PG, (V.q) aTV(V)(T v)+S,

pC, or _ —»C, (V.vT)—(V.q)—T(a—P) (V.v)—(t:Vv) + S,

(V.9)=0

fluido Newtoniano: (t:Vv) =—u¢, , onde ¢, é a fungdo dissipagéo.

v !

P constante: dH = C,dT (fluido incompressivel)

dU =dH-d(PV)=C, dT-PdV

dU =|-P+ T(a—Pj
oT/

. oT .
pCPE:_pCP(V'VT)_(V'q)_M(I)V +3S,

q=—kVT
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(V.7) =0

U

T oGV —pCa(V T~ (VKO VT) = (6 +9) 4,

C
ppat

pCp Z—f?pép v, (r,t)aa—T—pép(v.v' T) = (V.k© VT)—pu($9 +¢{7) +5,
zZ
(1.3)

balango de quantidade de movimento:

a(gtv)_ [V.ovv]-VP-[V.t]+pg

p constante: p% =—p[V.vv]-VP-[V.1]+pg

p‘Z—‘f—p[Vw] o[V v~ VP - [V.1¥]+ pg

oV V- VP -[V.19]+pg (1.4)

V.5)=0
(V.v) = D1

modelos de turbuléncia:  v'¢/ = J) =D V(,

A

pCov'T'=q" =k VT

pv v —T(t)
8@? . 66(3,- —(V.DVC)+(V.DYVC)+R,
/4
58(; _ ~(v.(2” +D9)VC) + R,

modelo de gradientes multiplos:

D = DY 4+ p® 5 coeficiente de difusdo efetivo

%_——v (r, t)——(V DVC)+R,|(1.5)
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da mesma forma para o balanco energético, desprezando a dissipacao viscosa:

a

A - a -
pC, 5 :—pCPvZ(r,t)E—(V.kVT)jLS, (1.6)

onde k =k® 4+

e para o balan¢o de quantidade de movimento:

Dv — _
= _VP_[V.T]+ 1.7
P, [V.i]+pg (1.7)

onde 7=tV +1t¥ e uw=p®+p®
(Vv)=0 = [V.1i]=-uVH

Dy - o
PE=—VP +RV*V +pg| (Navier-Stokes) (1.8)

Removendo a notacdo da média temporal e aplicando as condi¢bes de contorno,
com as consideracOes adicionais:

D.=D.(r) € Dy=Dy(r0)

v, =0 (inclui os efeitos de v, # 0)
kZ:kZ(I’,t) e kRZkR(V,t)

balanco material:

a, o*C, 10 ac, ac,
3= DZ(I’,Z‘)7+;5( DR(r’t);j_vZ(r’t)E+Ri (19)

condigdes de contorno (Figura 1.5):

vz, Cio, To ~
—> zona de reacédo —
v z=0 v z=L
z=0" z=0+ z=L" z=L+
Figura 1.5
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1) G(0,r,1) = Cio (1)

oun| o =nl_o = v.(rn0C,0- 0=v.(r0)C,(0.r1) =D, (rn)—"=

aC.(0,r,t)
10 &
(sem difusdo em z < 0)

difusdo: geracédo de calor = VI e consumo de reagente = VC

2) C,-|Z:L-=C,-|Z:L+ = v, (rt)C(L,r,

=v,(r,t)G(L"r,1)

Z =17

aac" (L,r,t) =0 (sem reacdo)
z

3) oG (z,0,1) = 0 (simetria)
or
oC; : .
4) 3 L(z,R,t) =0 (parede impermeavel)
s

condicdo inicial: C;(z,7,0) = C,(z,r)

balanco energético:

s OT T 10 oT ~ oT
pC,— (rk (r,1) j pCpv. (r,t)—+AH, R,| (1.10)
ot r or or 0z

AH, = Z(Uﬁ)prod _Z(Uﬁ)reag (por mol de A)

condigdes de contorno:

1) 7(0,r,1) = Ty(1)

k_(r,t) oT(0,r,1)

ou = L= v.(r,t)T (t)-0=v_(r,t) T(O,r,t)—
d._y =dl._y )T, (0)=0=v.(r0) T(0,r,1) o .
(sem difusdo em z < 0)
_ k. (r,t) oT .
2 T,_, =T, = v.(nOT(L ,rt)-—5———  =v.(r,t)T(L"r1)
z= z= pCP aZ -
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?(L,r,t) =0 (sem reacéo)
z

3) ?(z,o,t) = 0 (simetria)
r

4)q|_,=U[TL,-T(z,R1)]= kR(R,t)g—f(z,R,t) (transf. de calor pela parede)

condicéo inicial: 7(z,r,0) = T'(z,r)

balanco de quantidade de movimento:

&, P 10( o
S N A 1.11
a & 'uré}’[ré}f] (1.11)

condigOes de contorno:

1) ov, (9(;), t)

=0 (simetria)

2) v_(R,t) =0 (parede imovel)
condigéo inicial: v_(r,0) = v_(r)

Exercicio 1.1: escrever os balangos material, energético e de quantidade de
movimento da forma de modelo de gradientes multiplos para a seguinte seqiéncia
de consideracdes:

a) estado estacionario

2 _ 2
b)aﬁ_f:%:ae = Vz(r)—vZ(O){l—(%) } vz(()):%ujlz—M

c) coeficientes de difusdo efetivos constantes

d) velocidade constante

Usando o modelo resultante do exercicio 1:
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2
VZQZDLOF’ e +DR é(’”%l}+Ri
&

& r oa\ a
v.C, =v. C(0.r) ~p, 2501
oz
%(L,r)zO
aaf’ (z,00=0
aaf’ (z,R)=0
pCy Vz%=kLg+kTR§(r%)+AH, R,
v. T, =v. T(0,r) - kf oT(0,r)
pCp, Oz
%(L,r):o
%(2,0):0
%(z,R) = %[Tw ~7(z,R)]

e ignorando os gradientes radiais, tem-se:

dc,

d*C,
vZ
dz

dz®

= DL +R1-
dG;(0)

szio:szi(O)_DL d
Z

dC,
l L :O
. (L)

A dT dZT
pCpv _Z:kL o

z

2
+AH, R, +UE(TW_T)

k
v. 7, = v, 7(0) - —£- 1O
pCp, dz
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dT
£(1)=0
dZ()

que € resultado da integracdo das equacdes dos balan¢os na direcao radial, obtendo-
se valores médios das variaveis nesta diregéo:

jiCl. (r,z)rdr TT(r,z)rdr
C()=2—F—— & T()=7F——
jrdr jrdr

T(z)= %TT(z,r)rdr

6R 62 R R 8T R
Cov.— TG rdr=k, — | T(z,r)rdr+k 8(—)+AHR d
pLpv: az'([ (z,r)rdr Lazgl (z,r) rdr R_([ ”ar , A{r ¥

_ - 2
A d_T:de T+ikR(ra_Tj

+AH R
dz®>  R? or roA

0

oT
& (z,00=0
ar(z )

oT U
E(Z,R) = E[TW —T(z,R)]

NOTA: por simplicidade, neste modelo foi considerado 7'(z, R) ~ T(z) .

modelo de gradientes maximos: desprezando todas dispersoes.

dG; _

% R C(0)=C,
ZdZ 1 ()
A T 2
pCov. Lont R, +US(T,-T) ,  TO=T,
dz R

modelo macroscdpico: supondo conversdo conhecida.

C,v,S-C,v.S=RV (area da secdo transversal: S, volume do reator: V)
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pCpv. T, S—pCov. T, S=UA, (T,-T)+AH, R,V

(&rea de troca térmica: 4,)

Adimensionais

C
Pre Hey v _ _ mec. molec. de transf . q. m. (Prandil)
k, a mec.molec.de transf.de calor
oo M _ v __ mec molec. de transf . q. m. (Schmidt)
pD, D, mec.molec.de transf.de massa

_Lvp _ Lv _ for¢a inercial

Re (Reynolds)
Y7, y  forga visCOSa
C (T, - T, 5
Pe = Re Pr = HC VT, - T)) _ transf . calor adeecgfzo (Peclet)
k (I, -T,) transf . calor difusdo
oL
Pe. = Re'Sc — v(Co —C,) _ transf. massa advecgdo
" D (Co—C,)  transf.massa difusdo
oL
L M. i
S k, _ T.M . convecgao (Sherwood)

D, T.M. difusao
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1.3 Usos de Modelos Mateméaticos na Engenharia Quimica

Modelos matematicos podem ser Uteis em todas as fases da engenharia
quimica, desde a pesquisa e desenvolvimento até a operacdo da planta, sendo de
grande importéncia para a compreensdo do processo (evitando o uso de fatores) e
visualizaco da relagédo causa-efeito.

e Pesquisa e desenvolvimento: determinacdo de mecanismos cinéticos e
pardmetros a partir dos dados de reacdo em laboratério e em planta piloto;
exploracdo dos efeitos de diferentes condicbes de operagdo para estudos de
otimizacdo; auxilio nos célculos de scale-up.

e Projeto: exploragdo do dimensionamento e arranjo de equipamentos de
processo para desempenho dindmico; estudo das interacfes de varias partes do
processo; célculo de estratégias alternativas de controle; simulacdo da partida,
parada, situagdes e procedimentos de emergéncia.

e Operacdo da planta: reconciliador de problemas de controle e
processamento; partida da planta e treinamento de operadores; estudos de
requerimentos e efeitos de projetos de expansédo (remocgao de gargalos do processo);
otimizacdo da operacédo da planta.

E usualmente muito mais barato, seguro e rapido conduzir os tipos de
estudos listados acima sobre um modelo matematico do que realizar testes
experimentais na unidade em operacdo. Isto ndo quer dizer que ndo se necessita de
testes na planta, pois eles séo partes vitais na confirmacao da validade do modelo.
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1.4 Classificacdo de Métodos Numéricos para Simulacdo de Modelos

Geralmente, a formulacdo matematica dos modelos de processos é feita em
termos de sistemas de equaces algébrico-diferenciais. Conseqlientemente, tem-se
um ndmero elevado de métodos analiticos e numeéricos para a solugdo destes
sistemas. Alguns métodos de maior interesse sdo apresentados no diagrama abaixo
de acordo com sua categoria.

METODOS METODOS
DIRETOS  ITERATIVOS

FATORIZACOES

LINEARES

SISTEMA DE EQUACOES ALGEBRICO-DIFERENCIAIS

[
F
EQUACOES ALGEBRICAS

CHOLEEEY TACORI

LDU
LU
QR
WZ

(GAUSS-SEIDEL
SOR
ADI
MONTE CARLO
MINIMIZACAD

NAO LINEARES

MNEWTOM-RAPHSOM

CONTIMUACAD
SUBSTITUICAD

EQUACOES DIFERENCIAIS
|

PARCIAIS ORDINARIAS
DISCRETIZACAO
v
PROBLEMA DE PROBLEMA DE

VALOR INICIAL,  VALOR DE CONTORNO

i

EULER SHOOTING
RIJMGE-EUTTA MULTISHOOTING
EXTRAFOLACOES SUPERFOSICOES
STEFFENSOM DIFERENCAS F.
MNEWTOM-RAFHSON ELEMENTOS F.
RELAIACAD WOLUMES F.
FORMAS DE ONDA

COMTINUACAD

PREDICAO-CORRECAD

Algumas formas de classificar os métodos numeéricos para a solugdo de
modelos matematicos sao:

= Baseada na forma de expressar as variaveis:

e explicitos
e semi-implicitos
e implicitos
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= Baseada na forma de resolucao
e direto
e iterativo
= Baseada no fluxo de informacoes

e modular sequiencial
e modular simulténeo
e simultaneo
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1.5 Introducéo a Técnicas Computacionais

1.5.1 Sistema Operacional DOS

O sistema operacional de um computador € a primeira interface (software)
entre os componentes fisicos do mesmo (hardware) e 0 usuario. E através dele que
é possivel realizar todas as operagdes, desde a mais simples & mais complexa, pelo

uso de seus comandos basicos.

Os comandos do sistema operacional DOS sdo os seguintes:

APPEND

ASSIGN
ATTRIB
BACKUP
BREAK
CALL

CD

CHCP
CHDIR
CHKDSK
CLS
COMMAND
COMP
COPY
CTTY
DATE
DEBUG
DEL

DIR
DISKCOMP
DISKCOPY

permite programas abrirem arquivo de dados em diretdrios especificos

como se eles estivessem no diretdrio corrente.

redireciona operacges de disco de um drive para outro drive.
mostra ou muda os atributos dos arquivos.

backs up um ou mais arquivos de um disco para outro.

ativa ou desativa verificacdo de CTRL+C.

chama um programa batch a partir de um outro.

mostra 0 nome ou muda o diretorio corrente.

mostra ou ativa o0 nimero do codigo de pagina instalado.

mostra 0 nome ou muda o diretorio corrente.

verifica um disco e mostra a situagdo do mesmo.

limpa a tela.

inicia uma nova instancia do interpretador de comandos do DOS.
compara os contedos de dois arquivos ou conjunto de arquivos.
copia um ou mais arquivos para outra localizacéo.

muda o dispositivo de terminal usado para controlar o sistema.
mostra ou muda a data.

executa o programa Debug, usado para depuragdo de programas.
remove um ou mais arquivos.

mostra a lista dos arquivos e subdiretorios em um diretorio.
compara os conteudos de dois discos flexiveis.

copia o contetdo de um disco flexivel para outro.
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DOSKEY
DOSSHELL
ECHO
EDIT
EDLIN
EMM386
ERASE
EXE2BIN
EXIT
EXPAND
FASTOPEN

FC
diferengas.

FDISK
FIND
FOR

FORMAT

GOTO
batch.

GRAFTABL
GRAPHICS
HELP

IF

JOIN

KEYB
LABEL

LH
LOADFIX

edita linhas de comandos, busca comandos executados e cria macros.
inicia 0 MS-DOS Shell.

mostra mensagens ou ativa e desativa a emissao de comandos na tela.
inicia o editor MS-DOS, que cria ou modifica arquivos ASCI|I.

inicia o Edlin, um editor de texto orientado por linhas.

ativa ou desativa 0 EMM386, suporte para memarias expandidas.
remove um ou mais arquivos.

converte arquivos .EXE (executaveis) em formato binario.

termina um programa COMMAND.COM.

expande um ou mais arquivos comprimidos.

reduz a quantidade de tempo necesséria para abrir arquivos de uso
freqlente.

compara dois arquivos ou conjunto de arquivos e mostra as

configura um disco rigido para usar com o DOS.
busca um texto em um ou mais arquivos.

executa um comando para um arquivo dentro de um conjunto de
arquivos.

formata um disco para usar com o DOS.

direciona o DOS para uma linha rotulada de um programa

capacita 0 DOS a mostrar caracteres especiais em modo grafico.
carrega um programa que pode imprimir graficos.

prové informacdes para os comandos do DOS.

realiza um processamento condicional em programas batch.
junta um drive para um diretorio de outro drive.

configura um teclado para uma linguagem especifica.

cria, muda ou remove o rétulo de um disco.

carrega um programa na area de mémoria mais alta.

carrega um programa acima dos primeiros 64KB de memoria e o
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LOADHIGH

MD

MEM
MIRROR
MKDIR
MODE
MORE
NLSFUNC
PATH
PAUSE

PRINT
PROMPT
QBASIC
RD
RECOVER
REM

REN
RENAME
REPLACE
RESTORE
RMDIR
SET
SETVER
SHARE

SHIFT
SORT

executa.

carrega um programa na area de memaoria mais alta.

cria um diretorio.

mostra a quantidade livre e usada de memdria do sistema.
grava informagdes sobre um ou mais discos.

cria um diretorio.

configura um dispositivo do sistema.

mostra a saida na tela pagina por pagina.

carrega informac6es especificas do pais.

mostra ou ativa o0 caminho de busca para arquivos executaveis.

suspende o processamento de um arquivo batch e mostra uma
mensagem.

imprime um arquivo de texto liberando o sistema para outros usos.
muda o prompt dos comandos do DOS.

inicia 0 ambiente de programacédo QBasic do MS-DOS.

remove um diretorio.

recupera uma informacéo legivel de um disco com defeitos.

grava comentarios em um arquivo batch ou CONFIG.SYS

troca 0 nome de um ou mais arquivos.

troca 0 nome de um ou mais arquivos.

troca arquivos.

restaura arquivos que foram backed up pelo comando BACKUP.
remove um diretorio.

mostra, define ou remove variaveis ambientes do DOS.

define o numero da versdo do DOS a ser informado aos programas..
instala capacidade de compartilhar e bloquear arquivos do disco
rigido.

avanca a posicédo da troca de parametros em arquivos batch.

ordena informagdes.
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SUBST associa um caminho a uma letra de drive.

SYS copia os arquivos do DOS para o disco especificado.

TIME mostra ou muda a hora do sistema.

TREE mostra graficamente a estrutura do diretério de um drive ou caminho.
TYPE mostra o conteudo de um arquivo texto.

UNDELETE recupera um arquivo apagado.

UNFORMAT restaura um disco alterado pelos comandos FORMAT ou
RECOVER.

VER mostra a versdo do DOS.

VERIFY ativa ou desativa a verificacdo de gravacao de arquivos em disco.

VOL mostra o rétulo e o nimero de série de um disco.
XCOPY copia arquivos (exceto arquivos escondidos e do sistema) e arvores de
diretdrios.

Para verificar a sintaxe dos comandos do DOS basta digitar:
HELP nome—_do_comando

e pressionar a tecla <ENTER>.

1.5.2 Técnicas de Programacao

Naturalmente, cada programador possui suas proprias caracteristicas para
escrever um programa de computador. Entretanto, para que um programa escrito
por uma pessoa seja compreendido por outras € necessario que ele seja escrito de
forma clara e, preferencialmente, com um determinado padrdo de programacéo,
independente da linguagem usada.

Os primeiros passos no desenvolvimento de um programa de computador
sdo a definicdo e a analise do problema e, também, a elaboracdo do fluxograma
estruturado. Os passos seguintes constituem na programacédo propriamente dita, na
execucdo do programa no computador e na interpretacdo dos resultados obtidos.
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Definicdo do problema: todo problema que requer uma solucdo através do
computador demanda uma precisa e completa definicdo: quais as informagdes
disponiveis e o que se deseja saber.

Analise do problema: a precisa e completa defini¢cdo do problema fornecera
meios para determinar o modelo de resolugdo desejado, selecionar o metodo a ser
usado e construir o algoritmo correspondente através do processo de refinamentos
sucessivos.

Geralmente, existe mais de um caminho para resolver um problema, e pode
ser dificil identificar o melhor deles. Entretanto, quando um caminho particular é
escolhido, o passo seguinte é o da programacao.

Programacao: a programacédo propriamente dita de um problema requer as
seguintes sequéncias:

Fluxograma. Apos a elaboracdo do método a ser usado, deve-se
formalizar a técnica escolhida através do fluxograma que deve retratar, fielmente, o
algoritmo escolhido. Na elaboracdo do fluxograma, devem ser esclarecidos os
detalhes relacionados ao programa, independentes de linguagem de programacao, a
fim de facilitar ao originador do problema o acompanhamento dos passos a serem
seguidos para a solucdo do problema e para facilitar o programador na fase de
codificagcdo do programa.

Codificacdo. A codificacdo € a escrita do programa usando as regras
gramaticais de uma linguagem de programacédo. Aqui devem ser feitas a declaracédo
dos tipos de entidades que serdo usadas, a designacdo de areas de memoria para
armazenamento de informacg0es, a especificacdo de formatos para os dados de
entrada e saida e, principalmente, a escrita dos comandos que resolverdo o
problema. Na fase de codificacdo deve-se verificar a disponibilidade de rotinas ja
programadas e testadas e que possam ser Uteis ao programa em desenvolvimento.

Programa-fonte. O passo seguinte na programacao € a obtencdo do
programa ou programas-fonte, transcrevendo a codificagdo em algum meio de
registro que possa ser lido pelo computador.

Compilacdo. O processo de compilacdo, feito pelo préprio
computador, consiste em traduzir o programa-fonte em programa-objeto. E durante
esse processo que o compilador detecta erros de sintaxe da linguagem, indicando o
local do erro e diagnosticando a sua causa mais provavel.
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Verificacdo de erros de sintaxe. Ap6s a compilacdo deve ser feita a
verificacdo, localizacdo e remocdo dos erros sintaticos detectados. Se houver erros
de sintaxe, o compilador ndo gera o programa-objeto. Assim sendo, 0s erros devem
ser corrigidos no programa-fonte que deve ser novamente compilado.

Link-edicdo. Tendo todos os programas-fonte compilados deve-se
junta-los com as bibliotecas de funcBes necessérias para a resolucdo problema. Esta
etapa é feita pelo proprio computador através de comandos especificos da
linguagem de programacdo. O resultado da /ink-edi¢do € um programa-executavel.

Preparacdo dos dados de entrada. Somente ap0s o programa ter
sido compilado e link-editado corretamente, € que deve preparar os dados de
entrada de acordo com os formatos especificados no programa-fonte e nos meios de
registros apropriados ao programa.

Execucdo. O passo seguinte € mandar executar 0 programa-
executavel, juntamente com os dados de entrada, a fim de se obter os resultados do
processamento.

Depuracdo dos resultados. Talvez a tarefa mais tediosa no
desenvolvimento de um programa € a etapa de depuracdo, isto &, a interpretacdo dos
resultados produzidos pelo computador para se assegurar que o problema foi
corretamente resolvido. E nesta etapa que se detecta os erros de l6gica, se houver.

Relatorio do programa. Para que um programa possa ser aceito
como completo, o programador deve elaborar sua documentagéo, que consiste num
relatério composto dos seguintes itens principais:

* Identificacdo: onde deve constar o nome do programa, 0 nome do
programador, a instituicdo a qual pertence e a data de programacao.

* Finalidade: especificar o proposito do programa.

* Modelo de resolucdo: descricdo do algoritmo ou método usado no
programa, ou a citacéo de referéncias bibliogréaficas onde podem ser encontrados.

* Restri¢0es do programa: onde devem constar o intervalo de abrangéncia do
programa, os dimensionamentos de matrizes e vetores, ocupacdo do espaco de
memoria para 0 programa, estimativa de tempo do processamento para um
problema tipico, nomes e detalhes dos arquivos usados, subprogramas necessarios,
etc.
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» Tabela de variaveis: apresentado as variaveis usadas no modelo de
resolucéo e as correspondentes variaveis usadas no programa.

» Modo de uso: fornecendo informac0es sobre os dados de entrada (formatos,
meios de registros, como os dados devem ser preparados) e sobre os resultados de
saida.

1.5.3 Linguagens C, FORTRAN e PASCAL

As linguagens C e PASCAL sdo do tipo estruturadas ao passo que
FORTRAN é uma linguagem ndo estruturada (atualmente parcialmente
estruturada). A principal caracteristica de uma linguagem estruturada é a utilizacéo
de blocos. Um bloco é um conjunto de instrucdes que estdo ligadas logicamente.
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Linguagem C

Notacao: campos entre conchetes [ ] sdo opcionais e entre < > sdo obrigatérios.

palavras em negrito significam comandos ou palavras-chaves.

e Forma geral das funcdes ou subrotinas:

[tipo da funcdo] <nome da funcéo> (lista de argumentos)
declaracdo dos argumentos;

{

* corpo da funcéo

ou

[tipo da funcdo] <nome da funcéo> (lista de argumentos declarados)

{

* corpo da funcéo

}

e Inicio do programa: dado pela fungdo main()

e Tipos basicos de variaveis ou funcoes:

void
char
int
float
double

e Modificadores de tipo: (default: int)

signed — char, int
unsigned —  char,int
short - int

long - int, double
near —  ponteiros
far - ponteiros

37



e Intervalo de validade dos tipos: (PCs)

signed unsigned
char (1 byte) [-128, 127] [0, 255]
short int (2 bytes)  [-32768, 32767] [0, 65535]
int (2 bytes)  [-32768, 32767] [0, 65535]
long int (4 bytes)  [-2147483648, 2147483647] [0, 4294967295]
float (4 bytes) [3,4x10-38, 3,4x10+38]|
double (8 bytes) |[1,7x10-308, 1,7x10+308]|
long double (10 bytes) [3,4x10-4932) 1,1x10+4932]|

e Classes das variaveis ou funcoes:

"locais": declaradas dentro de uma funcéo

"globais": declaradas fora de qualquer funcéo

extern: reconhecimento de variaveis globais dentro de funcdes ou arquivos
static: varidveis permanentes dentro de suas proprias fungdes ou arquivos
register: mantém o valor da variavel em registradores da CPU

auto: forca variaveis dentro de funcdes serem locais

const: torna o valor da variavel imutével

volatile: variavel pode ser modificada por rotinas executadas em
"background”. Nunca é armazenada em registradores.

e Fronteiras:
- um bloco inicia com o simbolo { e termina com }
- um comando sempre termina com ;
- um comentario inicia com os simbolos /* e termina com */ podendo estar
em linhas diferentes.

e Operadores aritméticos:

++ incremento
-- decremento
- MeNnos unario

* multiplicacéo

/ diviséo

% resto da diviséo inteira
+ adicéo

- subtracao
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e Operadores relacionais:

> maior que

>= maior que ou igual a
< menor que

<= menor que ou igual a
== igual

I= diferente

e Operadores 106gicos:

! negacao
&& AND logico
| OR ldgico

e Operadores bit-a-bit:

& AND

| OR

A XOR (OR exclusivo)

~ complemento de um

>> deslocamento a direita
<< deslocamento a esquerda

e Operador ?:
exprl ? expr2 : expr3

e Operadores de ponteiros (endereco de uma variavel na memoria):

& devolve o endereco de memdria do seu operando
* devolve o valor da varidvel localizada no endereco que segue

e Operador virgula:

(exprl, expr2)

e Operador de conversao de tipos:

(tipo) exprl

e Operadores de atribuicao:

= var = expr
*= var = var * expr
/= var = var / expr
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e Operador sizeof:

sizeof (tipo)
sizeof (expr)

e Palavras chaves:.
if
else
do
while

for

var = var % expr
var = var + expr
var = var - expr
var = var << expr
var = var >> expr
var = var & expr
var = var " expr
var = var | expr

retorna o tamanho, em bytes, do tipo
retorna o tamanho, em bytes, da expressao

break return <tipos>
continue goto <modificadores>
switchstruct <classes>

case union

default typedef

e \Vetores, matrizes e arrays (agui colchetes é parte sintaxe):

<tipo> <nome da variavel> [dim1][dim2]...[dimN]

e Strings (sequéncia de caracteres):

"string™ ou {'caracter’, 'caracter’, ..., 'caracter’, \0'}

e Caracteres especiais:

\b

\f

\n

\r

\t

\

\0

\\

\% ou %%

retrocesso

mudanca de pagina
linha nova

retorno de carro
tabulacéo horizontal
apostrofo

nulo

barra invertida
percentagem
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e Diretivas:
#include
#elif
#ifdef
#line

#define #if #else
#else #endif #ifndef
#error #undef #if defined ()

#pragma  #if Idefined ()

e Formatacdo de entrada e saida:

%cC

%d, %i
%e, %E
%f

%g, %G
%0

%s

%u

%X

%op

%[flag][width][.prec][modif]tipo
caractere
decimal
notacdo cientifica
ponto flutuante
menor entre %e e %f
octal
string
decimal sem sinal
hexadecimal
ponteiro

onde width é o tamanho do campo, prec € 0 numero de digitos depois da virgula
(em ponto flutuante), flag € o um especificador de posigéo:

+

nada

justificado a esquerda
coloca + ou -
justificado a direita

e modif sao 0s seguintes modificadores de tipo:

=
N
h

ponteiro far

ponteiro near

short int

long int (long double para scanf)
long double
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Linguagem FORTRAN

Notacao: campos entre conchetes [ ] sdo opcionais e entre < > sdo obrigatorios.

palavras em negrito significam comandos ou palavras-chaves.

e Forma geral das funcdes e subrotinas:

[tipo da funcdo] FUNCTION <nome da funcéo> (lista de argumentos)
[declaracdo dos argumentos]

* corpo da funcéo

END

SUBROUTINE <nome da subrotina> (lista de argumentos)
[declaracdo dos argumentos]

e corpo da subrotina

END

e Inicio do programa: dado pela palavia PROGRAM ou primeira linha do
programa principal.

e Tipos basicos de variaveis ou funces:
LOGICAL
CHARACTER
INTEGER
REAL
COMPLEX
DOUBLE PRECISION

e Modificadores de tipo:
IMPLICIT —  todos os tipos
LOGICAL*1, LOGICAL*4
INTEGER*2, INTEGER*4
REAL*4, REAL*8, REAL*16
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e Classes das variaveis ou funcoes:

"locais": declaradas dentro de uma funcéo ou subrotina
EXTERNAL.: declaracdo de fungdes ou subrotinas definidas em outro lugar
INTRINSIC: declaracdo de funcdes intrinsecas da linguagem
COMMON: bloco de memdria comum
EQUIVALENCE: variaveis localizadas em areas comuns da memoéria
DATA: variaveis permanentes dentro de suas proprias funcdes ou subrotinas
SAVE: variaveis permanentes dentro de suas préprias funcdes ou subrotinas
PARAMETER: torna o valor da varidvel imutavel

e Comentario: inicia com os simbolo C na primeira coluna e termina no final da

linha.

e Operadores aritméticos:

** potenciacdo
* multiplicagéo
/ divisao

+ adicéo

- subtracao

- menos unario
Il concatenacao de strings

e Operadores relacionais:

GT. maior que

.GE. maior que ou igual a
LT. menor que

LE. menor que ou igual a
EQ. igual

.NE. diferente

e Operadores l6gicos:

NOT. negacao

AND. AND logico

.OR. OR logico

EQV. equivaléncia légica
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NEQV. ndo-equivaléncia l6gica ou OR exclusivo logico

e Operador de atribuicao:

= var = expr
e Palavras chaves:
IF THEN RETURN OPEN <tipos>
ELSE CONTINUE GOTO CLOSE
<modificadores>
END IF ASSIGN END INQUIRE <classes>
DO READ PAUSE REWIND BACKSPACE
FOR WRITE STOP END FILE DIMENSION
CALL ENTRY PROGRAM FUNCTION SUBROUTINE

INCLUDE
e \/etores, matrizes e

FORMAT BLOCK DATA

arrays.

<tipo> <nome da variavel> (dim1, dim2, ..., dimN)

ou  DIMENSION <nome da variavel> (dim1, dim2, ..., dimN)
e Strings (sequéncia de caracteres): CHARACTER*S onde S é o tamanho do 'string’

e Variaveis logicas (ou booleanas):

e Formatacdo de entrada e saida:

Aw
Iw
Lw
Ew.d
Fw.d
Gw.d
Dw
Zw
wX
wH

/

Tn, TRn, TLn
BN, BZ
S, SP, SS

caractere ou string

decimal

I6gico

notacdo cientifica

ponto flutuante
menorentreE e F

dupla precisao

hexadecimal

espacamento

dados literais

fim de registro

controle de término de formato
controle de tabulacéo
controle de entrada numérico
controle de saida numérico
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onde w é o tamanho do campo e d é o numero de digitos depois da virgula (em
ponto flutuante).
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Linguagem PASCAL

Notacao: campos entre conchetes [ ] sdo opcionais e entre < > sdo obrigatérios.
palavras em negrito significam comandos ou palavras-chaves.

e Forma geral das funcdes e subrotinas:

FUNCTION <nome da fungdo> : tipo
declaracdo dos objetos locais a funcéo;

BEGIN

* corpo da funcéo

END;

PROCEDURE <nome da subrotina>;
declaracdo dos objetos locais a subrotina;

BEGIN

* corpo da subrotina

END;

e Inicio do programa: dado pela palavra PROGRAM

e Tipos bésicos de varidveis ou funcgdes:
BOOLEAN
CHAR
INTEGER
REAL

e Classes das variaveis ou funcoes:

"locais": declaradas dentro de uma funcéo ou subrotina
"globais": declaradas no cabecalho do programa (ap6s PROGRAM)
CONST: torna o valor da variavel imutavel

e Fronteiras:
- um bloco inicia com a palavra BEGIN e termina com END;
- 0s comandos sdo separados por ;
- um comentario inicia com o simbolo { ou com (* e termina com } ou *)
podendo estar em linhas diferentes.
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e Operadores aritméticos:

*

/
MOD
DIV

menos unario
multiplicacéo

diviséo

resto da divisdo inteira
quociente da divisdo interia
adicéo

subtracao

e Operadores relacionais:

<>
IN

maior que

maior que ou igual a
menor que

menor que ou igual a
igual

diferente

contido em

e Operadores l6qgicos:

NOT
AND
OR

negacao
AND logico
OR logico

e Operador de atribuicao:

e Palavras chaves:

IF

ELSE
DO
WHILE
FOR
GOTO
SET
REPEAT

var = expr

THEN DIV
UNTIL MOD

TO TYPE
CASE ARRAY
BEGIN END

IN LABEL
VAR PACKED
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e \Vetores, matrizes e arrays:.
VAR <nome da variavel> : ARRAY [1..dim1, 1..dim2, ..., 1..dimN] OF tipo;

e Strings (sequéncia de caracteres):

'string’

e Formatacdo de entrada e saida:

Viw:d variavel v

onde w é o tamanho do campo, d é o nimero de digitos depois da virgula (em ponto
flutuante).
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2. Aplicacao das Leis Fundamentais de Conservacgao

Para desenvolver e utilizar os modelos matematicos, € necessario que o
engenheiro quimico seja familiar com os fundamentos dos fenémenos que regem 0s
processos quimicos.

Equacéo da continuidade total (balanco de massa global): o principio da
conservagao de massa quando aplicado a um sistema dinamico diz:

taxa de massa que taxa de massa que taxa de variacdo de
entra no elemento |—| sai do elemento |=| massa no elemento
de volume de volume de volume

As unidades desta equacdo sd0 massa por tempo. Somente uma equacdo da
continuidade total pode ser escrita para um determinado sistema. O termo do lado
direito da igualdade sera uma derivada parcial (6/0f) ou uma derivada ordinaria
(d/df) da massa dentro do sistema com respeito a variavel independente, z.

Equacdo da continuidade de componente (balanco de componente):
diferente da massa global, os componentes quimicos ndo sdo conservados. Se
ocorrer reagdes quimicas em um sistema, a quantidade de um componente
individual aumentara se ele for produto de rea¢des ou diminuira se ele for reagente.
Portanto, a equacdo da continuidade de componente para a i-ésima espécie quimica
do sistema diz:

taxa de massa taxa de massa taxa de geracao taxa de variacéo
deiqueentra |—| deiquesai [+| demassadei |=| demassade i
no el. volume do el. volume no el. volume no el. volume

As unidades desta equacdo sdo massa de i por unidade de tempo. As taxas de massa
que entram e saem do sistema podem ser advectivas (devido ao fluxo da massa) e
molecular (devido a difusdo). Pode-se escrever uma equacdo da continuidade de
componente para cada componente no sistema. Entretanto, a equacgéo de balanco de
massa global e as equacdes de balanco de componente ndo séo todas independentes,
desde que a soma das massas dos componentes é igual a massa total. Portanto, um
dado sistema tem somente C equagdes da continuidade independentes, onde C é o
nimero de componentes.
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Equacdo da energia: a primeira lei da termodindmica expde o principio da
conservacgdo de energia. Escrito para um sistema aberto genérico (onde pode ocorrer
fluxo para dentro e fora do sistema) ele tem a forma:

taxa de energia interna, taxa de energia interna, taxa liquida de calor
cinética e potencial que cinética e potencial que adicionado ao E.V.

entram no E.V. por saem do E.V. por por conducdo e
adveccao e/ou difusdo adveccao e/ou difusdo radiacdo
. taxa liquida de trabalho o .
taxa de geragéo . taxa de variagdo de energia
feito pelo E.V. nas . . .
+| decalorno |- . =| interna, cinética e potencial
vizinhangas
E.V. _ no E.V.

(trabalho de eixo + PV)

As unidades desta equagdo sdo energia por tempo. Na maioria dos sistemas da
engenharia quimica esta forma geral reduz-se essencialmente a um balanco de
energia em termos de entalpias e eneriga interna (energia térmica).

Equacdo do movimento: a segunda lei de Newton do movimento diz que a
forca é igual a massa vezes a aceleracdo para um sistema com massa constante.

F=ma

Esta é a relacdo basica que é usada para escrever a equagdo do movimento para um
sistema. Em uma forma um pouco mais geral, onde a massa pode variar com 0
tempo, tem-se:

% d(Mv )

dt

onde v; € a velocidade na direcdo i e F; € a j-ésima forca atuando na diregdo i. Isto
diz que a taxa de variacdo de quantidade de movimento na direcdo i (massa vezes
velocidade na direcdo 7) é igual a soma liquida das forcas empurrando na direcgdo i.
Ou em outras palavras é um balaco de forcas, ou ainda, a conservacdo da
quantidade de movimento, que tem a forma:

taxa de quantidade taxa de quantidade soma das forcas taxa de variacdo
de movimento que |—| de movimento que |+| que agem sobre |=| da quantidade de
entrano E.V. sai do E.V. oEV movimento no E.V
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2.1 Sistemas de Parametros Concentrados

Na formulacdo de modelos de pardmetros concentrados, as varidveis
espaciais sdo ignoradas e as propriedades e variaveis de estado sdo consideradas
homogéneas através de todo o sistema.

Quando usar parametros concentrados ?

Se a resposta do elemento, isto é, a velocidade de propagacdo da entrada do
elemento, €, para todos 0s propositos praticos, instantdnea através de todo o
elemento, entdo os parametros do elemento podem ser concentrados.

Exemplo 2.1. Estagios de equilibrio em coluna de destilacdo, extracdo, etc...

vazdo lig. vazdo lig. vazdo de vapor

vazdo de vapor J-bb
Xij-
i Vi yij

‘ L, xi;

V/H;
vazéo de vapor vazéo lig. Yijr vazéo liq. o/
vazdo de vapor

(parametros distribuidos) (parametros concentrados)

Figura 2.1. Nos pardmetros concentrados, procura-se compensar 0S erros
introduzidos, pelo termo de eficiéncia dos estagio.

Balanco de massa:

_ d(m;+ M;)
d(m;x,;+ M, 3,,)
Componente: —2—L—L=2I== L, 4V a—Lix =V, v,

dt
i=12,..,C
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*

Vij = Kij %,

Equilibrio:
Kij =1L Bpyjix;)

Eficiéncia: My

M
%J:l%j%J+(l_EU)%jﬂ

i=12,..,C
i=12,..,C
i=12,..,C

E & a eficiéncia de Murphree

FracOes molares:

Resultando em um conjunto de equac6es algébricas e diferenciais ordinarias.

Exemplo 2.2. Tanque de mistura, reator quimico de tanque agitado.

vazdo de algum fluido néo
entrada esta completamente
misturado
~~d
RN
- AU
saida
“T TN
> N
=
N \——r \
S~ —-1 .
algum fluido preso

(/_‘nos cantos e atras

das chicanas
(parédmetros distribuidos)

vazdo de entrada,

Fo, po, Cao. Cpo
/%j __\\
—
T

~—> “

- 0—

vazdo de
saida
E P CA: CB

-
/\a\
~—
composicéo uniforme

(parametros concentrados)

Figura 2.2. Parametro concentrado ignora as ndo-uniformidades e emprega

valores médios globais para as propriedades do fluido no tanque.

Balancgo de massa: (4 —— B)

Global: d(pV) _ F,p, —Fp
dt
Componente: dUc,) _ RC, —FC,—(r)V
% = E)CBO —FCy+(-r)V
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Cinética: (-r4) = kC,

Exemplo 2.3. Tanque de armazenamento com véalvulas na entrada e saida.

Py

F, o Cry F,
P, Pr P,

> <X

Figura 2.3. Tanque de armazenamento com variagdo de nivel.

Descricdo do processo: Um liguido entra e sai de um tanque devido a diferenca de
pressOes. Deseja-se analisar a resposta do sistem frente a variagdo nas pressoes das
linhas.

Consideracges: — massa especifica constante

— isotérmico
— mistura perfeita

—-F =C,~AP , onde AP é a queda de pressdo através da valvula

Equacdes:
) dv
Balango de massa: F,p—F,p= pz
Dimensao: V=Ah
Hidrodinamica: F,=C,\P.-P,
F, = CV2 P - P,
PT = P()+ pgl’l
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Consisténcia:
Variaveis: F,, F, (ms™)

Pe:PS:PT:PO(Pa)

C,.. G, (m*Pa™s™)
4 (m’)
A (m?)
h (m)
p (kg m™)
g (ms?)
t (s)
14
equacoes: 5
9

constantes: C,, C,,p g4 = 5

especificacoes: Pyt = 2
forgas motrizes: P, P, = 2
9
variaveis a determinar: F.,F, V, h, Pr = 5
grau de liberdade = 5-5 = 0

Solucdo desejada:

Condicao inicial:  A(zy) ou ¥(zy)

Analisar:  h(P,, P,), V(P,, P,), F.P., P,)), F(P., P.), P{P., P)
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Matematica e computacio:

F-r =9
T dr

U V=4h F=c, AP, F=C, AP,

A%:CH Pe'PT'CV2 P -P,
U Pr=Py+ pgh

C C
= PR e -y g

E.Q.O: a4
h(to):ho = h(t’Pe’Pq)
V:Ah = V(t; Pe; Ps)
PT:P0+pgh : PT(Z)Pe)PS)

F,=C\JAP, =  FJ(t P, P,)

F,=C,\AP, =  F(t P, P,)

* No estado estacionario: (;—It/ =0 = F,=F,
F,=F, )
F,=C,\F,-F > = Fo, Fy, Pr
Fo=Cy P -P )
Py =Py+ pgh = h
V=Ah = V
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2.2 Sistemas de Parametros Distribuidos

Considera as variaces no comportamento de ponto a ponto através do
sistema. As variacOes espaciais consideradas nos modelos de parametros
distribuidos podem ser para uma, duas ou para as trés dimensdes.

Exemplo 2.4. Coluna recheada de absorcao de gés, extracdo, etc.

gas liquido

gas liquido

Figura 2.4. Coluna recheada de absorcdo de gés.

Consideracoes:

- variagdes na direcdo radial ignoradas

- estado estacionario

- gas de arraste inerte (ndo é absorvido pelo liquido)
- sem arraste de liquido

Balanco de massa:

Global: G+L+dL=G+dG+L
dL =dG
Componente: Gy + (L + dL)(x + dx) = (G + dG)(y + dy) + Lx
Gy + Lx + xdL + Ldx + dxdL = Gy + ydG + Gdy + dGdy + Lx

d(Lx) = d(Gy) = dN,
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-’ in]zé S dz
W R
t liquido  [solido -

Figura 2.5. Transferéncia de massa entre as fases liquido-gas.

Transferéncia de massa:

Pai )
dNA — kx (X[—X) dA:ky (y_yl)dA: (1_x)lm**
(1_x)lml- (1_)/)1,”[ K (y_y )dA
y
(1_y)lm*

d4A =a S dz,

onde « ¢ a area especifica de transferéncia de massa e S € a area da secgdo transversal
da coluna.

—_ (Xi _x) _ a (x*—x)
d(Lx) = (k a) -, Sdz = (K .a) =),

Sdz

d(Gy) = (k,a) =2, dz = (K ,a) (y=2") Sdz

(1_)/);,,1, (1_)/)1m*
(1—J’);,,,i = d-»--y) : A=), = (1—y);(1—y*)
In[l_yJ In( _yj
1-y, 1

gz = 4=, d(Gy)
(K,a)S(y —y*)

gas de arraste inerte, (Gyis arrasie = Cte = G') = dG =d(Gy) = d(Gy) = Gld—y
4
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[ae=] G (A=)
0 o (Kya)S A-»-»)

dy _(K,a)S-Q-y)(y-y*)
dz G- ),

: y(0) =y, (dado xy)

— G v (=) .
) |:(Kya)Sj|média J.yo A-»0-») &

onde

Hog = G é a altura de uma unidade de transferéncia
(Kya)S médio

) 1-— N , . N

Nog = J' ’ L)””*dy é 0 n° de unidades de transferéncia
o (1= )(y = ™)

e usualmente K, é substituido por K ,(1-y),,. (MasK, varia com a concentragéo).

= Se x, ndo é dado, mas sim x;, tem-se um problema de valor de contorno (P.V.C).
x*=fy),y*=fx) — relacdo de equilibrio e

d(Lx) = d(Gy) (linha de operacéo)

58



Lx— Lyxy= Gy — Goo { 1) L, G ctes

G
= + — -
X=X L(y Vo)

2) L, G variaveis — L’, G’ ctes

L'=L(1-x), G'=G1-y)

X __ % +€ Y Yo
\ 1-x 1-x, L'|l1-y 1-y,

Exemplo 2.5. Reator tubular, leito fixo, etc... (ver Secdo 1.2).

Figura 2.6. Reator tubular.

= geralmente considera variagdes nas dire¢des radial e axial.

.
Microscopico

.
Distribuidos = < Gradientes maltiplos

Parametros < Gradientes maximos
\

Concentrados = Modelo macroscopico

\
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Concentrando um modelo de parametros distribuidos:

= para simplificar a solu¢cdo do modelo, que geralmente envolve equacOes
diferenciais parciais.

Exemplo 2.6. Trocador de calor duplo-tubo.

Figura 2.7. Particionando o trocador de calor em volumes finitos.

Modelo de gradientes maximos:

%(t,z) s VZ—Z(I,Z) — o[, ~T(1,2))]

T(t,0) =T, (1)

T(0,2) =T(2)
reescrevendo a equagao: pC, aa—f+ pvaZ—j = 27U(TW -T)= gU (T,-T)
Modelo macrosopico:
Balanco de energia: 4 = pvSh,,— pvSh, +q, j=1,2,..N
dh, =C,dT, ; dU,=C,dT, ;q;= UA(T, - T))
(Tr=0) V=_SAz A = PAz, onde P é perimetro
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o, v, C, cte:

dT, S UA

L=y—|T. ,()-T @)+ T, -T.(t
i CRCRUTOl e RO
dT, T ()T (¢

L=y 2(0)-T,0) + up [TW—TA(t)]
dt Az pC L
L,_.up _ U4

pC,S ~ plC,

drT, T,(t)-T,,(2)
E(r)ﬁtv{T}:a[Tw—Tj(z‘)]

j=1,2,..N
r,(0) =T,

= similar a aplicacdo do método das diferencas finitas ao modelo de
parametros distribuidos.

Distribuindo um modelo de parametros concentrados

Exemplo 2.7. Coluna de destilacdo binéria:

= para ter uma variacao espacial continua de operagdes em estagios.
L

l X T Y
PP

Xj Yi+1

N

Figura 2.8. Estagio j de uma coluna de destilacéo
dx,
my— == Ly + Ve = Lo -V

m; =m, L; =L e V; =V constantes:
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dxj

m ” = L(Xj_j —xj)+ V(yj+1 —y]) ] = 1, 2,
equilibrio:  y; = Kix; = K;=a cte:
dx

mth = L(Xj_l —Xj)+ C(V(Xj+[ —Xj)

mdx
+L f?;: o1 — X+ 0 (X — X)) F Xy — X X X;
dx
%Tj—xﬁ] 2x] +x]1 + (0(——1) (x]+1_xj)
2
Nzi; A2 ou [
Az N
m N dxj xj+1_2xj~+xj,1 N V J+1 X
A = : +—la—-1
L\H) dt Az Az
2
m( N H V
4 L(Hj 4 N( L j
X~ 2xj T X ~ O'x e YT ~ @
A2 = 072 Az Oz
ox 0%x ox
— =+ [
Yo T P

x(2,0) = xo (2)
x(t, H)=xy(t)
%(0,2) = %,(2)
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2.3 Variaveis de Processos e Parametros de Modelos
— Variaveis de entrada:
» pertubagdes: varidveis de entrada que ndo podem ser controladas.

« varidveis manipuladas: podem ser variadas de modo a controlar o
processo.

— Variaveis de saida: pertencem as correntes que deixam o processo, sendo que
algumas podem ser controladas e outras néo.

— Variaveis de estado: internas ao processo e que descrevem o seu comportamento.

Exemplo 2.8.
coluna de \
( RN o .
pertubacdes 7 destilacao D
—_—> F—— D
\d/arlavelz —> T ) variaveis
€ entrada | variaveis R P de safda
i > o > X
kmanlpulalda ) (varidveis B
de estado) > B )

Figura 2.9. Exemplos de varidveis em uma coluna de destilacao.

— Parametros de modelos: constantes ou conjunto de valores que caracterizam um
modelo matématico. S&o geralmente determinados experimentalmente.

Exemplo 2.9. Modelo cinético:  r, = kC
k= kOe-E/RT
ko, E, n parametros.

Modelo termodinadmico:  y, = kux; i=1,2,..C
ki= lexp[i+Bl}
P T

A,, B; parametros.
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2.4 Relagdes Constitutivas

Equaces de transporte: “leis” que governam as transferéncias de massa,
energia e quantidade de movimento tém a forma de fluxo (taxa de transferéncia por
unidade de é&rea), sendo proporcional a sua forca motriz (um gradiente de
concentracao, temperatura ou velocidade). A constante de proporcionalidade é uma
propriedade fisica do sistema (como a difusividade, condutividade térmica ou
viscosidade).

Exemplo 2.10. Para transportes ao nivel molecular (constante de proporcionalidade
€ uma propriedade fisica do sistema: u, D, k7).

Quantidade de movimento:

Lei de Newton: T, =~
dy

o {quam' de mov} (fluido Newtoniano)

tempo - drea

(tensdo)  (deformacdo)

_ _ T, =—H (?avx tr, se |7,]>7, )
Lei de Bingham: o Y (pastas e suspensoes
8x =0 se |7,/<7,
vy
liquidas)
n-1
) Al <l=> doplasti
Lei da poténcia (Ostwald-de Waele): 7 . =-m | Oy " P fw opIasteo
g oy oy n >1= dilatante
. 1ov C . L
Eyring: 7, = Aarcsenh % ax (teoria cinética dos liquidos)
y
. 6Vx a-1
Ellis: - 5 :((/)oJr(pl T )[yx
oV, 1

Reiner-Philippoff: ——=
oy
Mo, +

* 0s parametros dos modelos acima séo funcdes de T, P, x e, geralmente da faixa de
variagdo de ov,/0y. Além de serem obtidos sob condi¢des de estado estacionario.
Outros modelos para o estado transiente podem ser encontrados.
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Transferéncia de massa:

Lei de Fick: N, =—D, s {M}

ox tempo - drea

Transferéncia de calor:

Lei de Fourier: QO =- kTa_T {M}
ox tempo - area

Exemplo 2.11. RelacBes de transferéncia ao nivel macroscopico sdo também
usadas, onde as forgas motrizes sdo as diferencas de propriedades da massa
principal entre duas posigdes. A constante de proporcionalidade é um coeficiente
global de transferéncia.

transferéncia de massa: Ny=k; ACy

transferéncia de calor: O=UAT

pAP 5
—> pw=——AP

transferéncia de quantidade de movimento: | f =
2pv2 2/L

Equacdes de estado: para escrever os modelos matematicos sdo também
necessarias equacdes que descrevam como as propriedades fisicas (massa
especifica, calor especifico, entalpia, etc.) variam com a temperatura, pressao e
composicao, isto é:

pr=f(T\Px), p,=f(T,P.y), h=f(T,Px), H=f(T,P,y), et.

Ocasionalmente estas relacbes tém que ser bastante complexas para
descrever adequadamente o sistema. Felizmente, em muitos casos podem ser feitas
simplificacdes sem sacrificar muito a precisao global.

Equilibrio: a segunda lei da termodinamica é a base para as equacfes que
descrevem as condicGes de um sistema em equilibrio. Em um sistema reativo o
equilibrio quimico ocorre quando

C
Z\’i u, =0
i=1
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onde v; é o coeficiente estequiométrico do i-ésimo componente, sendo negativo se
for reagente e positivo se for produto, e p; € o seu potencial quimico. Em um
sistema multifasico o equilibrio ocorre quando o potencial quimico de cada
componente ¢ 0 mesmo em todas as fases:

1

I — L 1 —
My =1 =

=Ll

onde p! é o potencial quimico do i-ésimo componente na fase 1.

Cinética guimica: a taxa global de reacdo € usualmente definida como a
taxa de variacdo do nimero de moles de qualquer um dos componentes por unidade
de volume devido a reacdo quimica dividida pelo coeficiente estequiométrico do
componente, isto €,

. 1 dn
oV odt

que varia com a temperatura e com as concentracdes dos reagentes elevadas em
alguma poténcia, isto é,
n=k(D)[]C; . k(T)=k,exp(=E/RT)
J

onde m é a ordem da reacdo em relacdo ao j-ésimo componente, £ € a “constante
cinética” (ou taxa especifica de reacéo), &, é o fator pré-exponencial e £ é a energia
de ativacéo.
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2.5 Modelagem de Reatores Quimicos

CSTR
— CSTR isotérmico e p constante (Exercicio 4 da 12 lista)
— Série de CSTRs isotérmicos e retencdo constante:
A—*> B
Fy F F Fg Fy
—> >y, —> ... —/ > p, —>
CA() T] CAI T2 CAZ CVAN-I TN CWAN

Figura 2.10. Série de N reatores CSTRs.

Consideracoes: — mistura perfeita

— isotérmico

— massa especifica constante
— volume constante
—Ry=kCy; k= koexp(- EIRT)

Balanco de massa

GIObaI M = pn—lE1—l - an1 = O
dt
F ,=F =F n=12..,N
d\v,C
Componente: % =F_.C, ,-F.C, -V.R,
R, =k,C,, , ky = koexXp(— EIRT,)
dC
Vn 7/4" = F(CAn—l - CAn )_ I/nknCAn

definindo 7, z% (tempo de residéncia médio)
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dc 1 1
ﬁ%"n +_JCA,7 ==Cou| n=12,.,N
dt T T

n n

C,, (t,) = CA,,O

forcas motrizes: C,, e F

— Série de CSTRs isotérmicos e retencdo variavel:

Balanco de massa

Global: % =p F..—-pF =p, d;"
‘Zn “F .-F| n=12 ..N
Componente: @ =F,C, .- F.C, -V.R,

dC F L
d;n "(kn +L1]CA;1 :L&CAn—l n=12,.,N

Ci, (t) = CA,,O

forcas motrizes: C,, e F, (ou Fy)

= 3N variaveis a determinar e 2N equacdes — subespecificado

— hidrodinémica: F, =AV,), n=12.,N (oun=0,1,.. N-1)

(ex: valvulas de controle de nivel)
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— CSTR néao-isotérmico:

Fe, Cy, Cyy, Ty
FWS) TWS
—>
v, T
oo
Fwer TW(’
—>
F\'r CA; CB! T
24 —> B
Figura 2.11. Reator CSTR ndo-isotérmico.
Consideracges: — mistura perfeita no reator e na camisa;

— concentracdo baixas de A4 e B;

— trabalho transferido pelo agitador desprezivel;

- Ry =kC,’;

— massas especificas constantes no reator e na camisa;
— coeficiente global de troca térmica constante;

— perdas de calor para as vizinhangas despreziveis;

— variagdo de energia interna ~ variagdo de entalpia;

— variacdo de energias potencial e cinética despreziveis;
— volume da camisa constante; e

— parede metélica fina e com capacidade calorifica desprezivel.

Balanco de massa no reator

Global: dpV) _ p,F, - pF, = pd—V
‘ ‘ dt
dv
—=F -F 1
r=F.-F, ¢y
|doc,)
Componente: — - F,C,, -F.C,~VR, (2)
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©)

Balanco de massa na camisa:

dip,V.) _

F7 - s WZO
dt wepwe wp

Balanco de energia:

R A R _ vz. N _ 2
%[pV(U+K+¢)}:Fep(Uf + P77, +7f+ng]—Fsp[U+PV +v?s+gzsj+qr —g-w,

onde h=U + PV

d(pVh) d(Vh)
Reator: ——2=Fph,—F ph+q —q=
dt ep f sp Qr q p dt
dv dh
h—+pV —=F ph, —F ph+q. —
Uphd_V:Feph—vah
dt )
dh
pV—=F,p(h, —h)+q, —q
dt
F
ah _ e(hf—h)+i a4 (4)
au Vv pV - pV
. d(p,V.h,) dh
Camisa: v e WL F ph . —F h +qg=pV —%
dt wepw wf wspw w q pw c dt
dh F
=y, —h,)+— (5)
dt Ve pch

Transferéncia de calor:

q=UA(T-T,)

A, =A+£V
A

A =A+PH
n=r
4
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Calor gerado:| ¢, = (-AH,)VR,
Cinética: R, =kC2
k = koexp(— EIRT)
Entalpias: h = A1) e =AT)
hw Zf(Tw) ’ hwf:f(Twe)

Forcas motrizes: F,, Cupr Cypo Ty Foy T

=V, F,C, Cg T, T,: 6 varidveis a determinar e 5 equacdes.

— hidrodinamica:

Consideracoes:

Fo= V)

6) ex.F,=KAV—"V,)

— variacao de entalpia com a pressao desprezivel,

ov

d(mh) = medT+m[I7—T(a—Tj }dP+ZEdml-
P,x i

hi=h= w; (ﬂJ
7 \ O Jrp.
ou
dh = C,dT {hszﬁi} (mhzZmﬁij
- C, constante:
F,
ar _ (T, -T)+—L 1 (4a)
. V pre, prc,
dT, F
= (T, T (52)
a V. pV.C,
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Condicdo inicial:  V(ty) = Vo, Calto) = C 4y, Ch(tg) = Cypy

T(fo) = To, Tw(to) = Two

— CSTR néo-isotérmico sem mistura perfeita na camisa

) - T +T
Consideracoes: e T,= TW = T, =2T, -T,,
T F
T _Tog —mye—9
a Vv, °f J.C,
dT F
wople(r ST+ — T (5b)
dt V. pV.C,

F,

T wM

T T ws

: «1
f
T wli
F we T I
) wi
T

Figura 2.12. Reator CSTR ndo-isotérmico com zonas de troca térmica.

Balanco de energia nas secdes da camisa:

dlp,Vv.h,,)
dt

= ij_lpwj—lhwj—l - ijpwjhwj + qj

=F =F_=.=F =F =F,

wl w2 we ws

Pur Ve, constantes: F,

w0

Cpwconstante: &, =C, (T, -T,)

Moy B )+ (5¢) j=1,2,..M
- wi-l1  Lw 4y 4y y
dt Ve, opyC,
y =L
M
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q,=UA,,(T-T,,) T,

At
Atj :ﬁ

— CSTR néo-isotermico com efeito térmico da parede:

o

O

e

Figura 2.13. Reator CSTR ndo-isotérmico com parede espessa.

F .
d—Tz—e(Tf Sy WS, (SN | (4d)
dt V prc, prc,

q; :hiAi(T_Tp)

onde 4; € o coeficiente de pelicula interno e A4; a area de troca térmica interna.

Consideracéo: — pardmetros concentrados na parede.
dr,
ppcppr dt =4, =49 (7) T,(to) = T,,

qo = o4, (Tp _Tw)

onde 4, € o coeficiente de pelicula externo e 4,, a &rea de troca térmica externa.

A Lo —r)e—o | (5d)
dt V. pV.C,,
] dT
Considerando dzp ~0
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q9=4i=40 - —:T—Tp

U = qg=UA(T-T,)

7 q__ / | g

Figura 2.14. Reator CSTR néo-isotérmico com resisténcia na parede.

k0 ran _0 an_ﬂ
r or or or r

T,=CInr+C,

T, =CInR +C,
T,,=CInR,+C,
T, -T, =C/InR /R,

K an _i__chl
; = =
or A R.
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B AikT(Tpi_Tpo)X 27 HAx

q_

RIN(R,/R) 27HAx
1
U_1+AxAi A
ho Ak,  Ah,
onde 4= A =4,
In—=2
Ax=R, - ,:AO_AZ >
27 H

Axd, R In(4,/4)
Ak, Kk,

Cilindro:
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2.6 Modelagem de Sistemas de Separacao

Vaporizacdo

— 1 componente

A\ 4
=

pv ’ Vv )P

=

V,T Pp

F,p. Ty

Y

(o

Figura 2.15. Gerador de vapor.

Problema bésico:

— encontrar a taxa de vaporizagao, w, (kg/s)

Consideracges: — perdas térmicas despreziveis

— mistura perfeita em ambas as fases
— liquido incompressivel (p constante, C, = Cy)

-w, = Kg(P - P,), onde K é o coeficiente global de
transferéncia de massa.

-InP=4/T+B
— C, do liquido constante
-Cy=al+b

— vapor comporta-se como gas ideal



Fase liquida

d(pV
Balanco de massa global: (p¥) =p,F-w,= pd—V (1)
dt dt
: d(pVU) d(VU)
Balanco de energia: =p;Fh;—wH; +q=p——=
¢ g 0 prify—mHL+qg=p—
VI A
Equilibrio liquido-vapor: |P = exp(?drBj (2)
Fase vapor:
dlpV
Balanco de massa global: (/; t ) =w,—p,F, (3)
. d(p,V,U,)
Balanco de energia: T =w,H, —p,F.h,
« MP
Equacdo de estado: p, =— 4)
RT,
. _ o oP _
Energia interna: liquido: dU = {— P+ T(ﬁj }dV +C,dT
v
g 1
Yo
dv =0
dU = CydT = C,dT ; U=C(T—T,) + U,

vapor:  dU, = [ P + TV{GPV J
oT

v

]d2;+chdn

v,

OP RT
Tv[ V] — pv_ \4 :PV
8

oT, M
T,
U, =C,dT,; U,-U(1,)=] C, 4T,
ref
. L — _(oV
Entalpia: liquido: dh = {V - T(@—Tj }dP +C,dT
P
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dh=dU+d(PV), dV =0

como dh=dU+VdP e dU=C,dT

entdo: 7 a—V =0
or )p

v =0 e VdP << C dT
oT ), P

dh=CdT=dU; h=U

vapor: dH , = [Z —Tv(a?j }dPV +C, dT,
P,

r ov,) _RI, _7
or, ), MP,

: 7,
de = CPVdTv 1 Hv - Hv (Tref ) = J.Tm/ CPvdTv
H =h+ A, onde A, € o calor latente de vaporizacdo
U=H-PV =H-RT; 7-20u_M
P, p,

dU, =dH,— RdT,

C,,dT, =C, dT, - RdT, =(C, -R)dT, — Cy,=C, —R

dos balangos de energia:
d d
—WU)=p—(Vh
p— (VU)=p—(Vh)

dh av
pVE‘f‘phE:p}thf _VVVHL +q

dT
pVCpE:pfF(hf —h)=W,(Hy—h)+q| (5)

du, LU d(p,V,)

=WH, —-p FH
dt v dt v L pv v v

oV,

78



dT,
pV.C =W (H,-U)-pF (H, -U))

vy TVy dt
U,=H,—RT,
dT,
PV, Cr T W,(H;, -H,+RT,)-p,F,RT, (6)
dT,
vavCV\;W = WV(HL _Hv) _RTv(Wv _vav)
Calor especifico: |C, =aT, +b (7)
Entalpias: hy= Co(Ty — Trep) + hyer

h = CP(T— Tre) + href

HL = Cp(T— Tref) + ﬂ.v + href

H,(T,) =§(Tf ~1%)+b(T,~T,, )+ H,(T,,)=H, + C,dT

Transferéncia de massa: W, =Ks(P—P,) (8)

Transferéncia de calor: q = AP, 9)

Hidrodindmica: (10)
F=fV)

Forca motriz: F,

A\ 4
=

F ;q
S

Figura 2.16. Estrutura de controle do gerador de vapor.
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Variaveis a determinar: LT,PP,FqV,V,W,p,C,

= 11 variaveis e 10 equacdes

= Restri¢des fisicas: V+V,=Vr (11)
Consideracao: — equilibrio térmico (T =T,)

= balanco energético na fase vapor nao € necessario (Eq. 6)

Consideracéo: ( - p,V, suficientemente pequeno para poder desprezar a
dinénica na fase vapor:

d(pV\U,) _

d(pV
M — W\' — vav — 0 ; 0
dt ) dt
equilibrio U U
termodinamico W.-p,F, = H,=H, —» |T=T,

a pressédo da fase vapor pode ser considerada igual a pressao de
vapor do liquido:

P=P

\

* |sto ndo quer dizer que W, = Kg(P — P,) = 0, mas que K é muito grande.
Esta equacdo ndo é necessaria.

Variaveis a determinar: 7, P, F, q, V1, p, W, =7
Equacdes: 1)-(),9e(10) =7

Consideracdo: — dindmicas em ambas as fases despreziveis (estado estacionario):

pfF:Wv

pA(hy—h) = W (H,—h)=-q

WV = pVFV
w,=—1
H,-h,
Variaveis a determinar.  F, g, W, = 3 (T, P dados) Equacdes: 3
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Flash

— Multicomponente.

F.z Ty By o X ,—|

expansdo
irreversivel a
H cte.

\\‘i) Lx TP

Figura 2.17. Flash multicomponente (base molar).

Consideracoes:

— dinamica da fase vapor desprezada

—equilibrio termodindmico (estagio ideal)

-AU~AH
— sem arraste de gotas

— sem perdas de calor

— mistura perfeita em ambos as fases

Balanco de massa (base molar):

Global:

Componente:

Equilibrio:

Balanco de energia:

dm

—=F-V-L 1

” (1)

d )
E(mxl.)zFZ[—Vy[—in 2i=12..,C
v =Kx, (3)
K;=f(T, P, x, )

%(mh)thf—kq—VH—Lh
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Entalpias: h=AT, P, x)
H=AT P y)
hy=T; Py 2)

Forcas motrizes:  F, z T; q, Py

Variaveis a determinar: L, V, T, P, x, y, m =5+2C
Equacses: 2+2C

Pl || ]
~ — " ~~—]
expansdo
irreversivel a
H cte. Vi

\\\i,Fl,x,T,P

Figura 2.18. Flash multicomponente (base méassica).

Balanco de massa (base massica):

d(pV)) _

Global: o~ Fip R - Fipy 1)

1

V.px. | F, F.py, Fpx
Componente: i( ’e’x’j: Pr DY Tl 2i=12,..,C

dt\ M, M, M, M,
\_ﬁr_J
taxa molar
Massas molares: M, =>x,M, ; M, =Y yM,; M, =)
i=1 i=1 i=1
w, =M (w, L I—— ] (fracdo massica)
ZXJMJ mo Q2 mM; DM
J



Equilibrio: v =K., (3)

K;=f(T, P, x,y)

. |d
Balanco de energia: E(V,p,h) =F,ph,+q-F,pH-Fph| (4)

Massas especificas: p; = AT, P, x)

pv =AT, P, )
pr =15 Py z)
Entalpias: h=AT, P, x)
H=AT P, y)
hy=AT; Py z)
Forcas motrizes:  Fjy z T; g, Py
Variaveis a determinar: F,F,T,PxyV, =5+2C
Equacses: 2+2C

Figura 2.19. Estrutura de controle do flash multicomponente.

F, =7 ()

F=f0) (6)

= 4 + 2C equac0es

C
= Fragdes molares: dox =1 (7) =5+ 2C equacbes




Coluna de Destilacdo

— Multicomponente.

qi
/J\ LY Vi
— 1 L Vi
Eoz Ty Vy
" ] L;
Vj’ Yi xjj-_ll
— Vy T ‘l’
_ | j
Viti T L l
Yi+1 70 %
qn
Figura 2.20. Coluna de destilacdo multicomponente.
Consideracges: — estagios adiabaticos (exceto condensador e reformador)

— condensador e refervedor parciais e ideais (equilibrio
termodinamico)

— mistura perfeita em ambas as fases
— retencdo de vapor desprezivel
-AU=~AH

— liquido e vapor nos produtos estdo em equilibrios térmico e
mecanico, mas ndo em equilibrio quimico

— atrasos de tempo das linhas de liquido e vapor de topo
despreziveis
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Balanco de massa:

Condensador
Global: d(’"lT”Ml)ﬂ/Z—Ll—Ul—Vl ;%
t t
dimx.,+M.y. dlm,x,
Componente: o l’ldt i) =V, 5 = Lix,, ~Upx,, —Viy,, = —( ;t 2)
i=1..,C
Pratos internos
(
dm .
Global: Tf’:Lj_lJrVM—LJ—V,;
{ j=23 .,s-1s+1 . ,N-1
d\m .x, .
\ Componente: (T”) =L, % ViV —Lx, =V,
i=1..C

Pratos de alimentacéo

-

dm
Global: S =L, +Ve +F—Ly -V,
<
d\mx.
Componente: % = Lo X5y tVonVisn T F2 = LgX, s =Viyis
\
i=1..,C
Refervedor
( d
Global: N oo —L,—V,
{
d\m,x,
Componente: y =Ly X vq —LyXi v =ViViy
. , , ,
\
i=1..,C
Balanco de energia:
. d(mlhl)
Condensador: =Pty (L, +U )b, —V,H, +q,
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dlm,h,)

dt

Pratos internos:

=L h  +V. H,  ~Lh -VH,

j=2,...,N=1( #5)

. ~ . d\lmgh
Prato de alimentacéo: % =Lg hg +Vs Hgy+Fh, —Lihg =V H

d h
Refervedor: % =Ly hy,—Lyh, —V H, +q,
Equilibrio: yi, =K. x; i=12..,C
>
K,] :f(Y}, P], yt, xj) J ] = 1, 2, ceny N
Eficiéncia: Vi, =i i=12..,C
\
Vi, = E%y:j +(1—E%. )yi,j+l J j=2,3 .,N-1

Yin = y:N
c

Fracbes molares: > x, =1 =12 .,N
i=1

Entalpias: h; = AT, P, x;) j=L2 .,N

H; = AT}, P}, y;)
hy=ATs Py 2)

Forcas motrizes: F, z, Ty Py

Variaveis a determinar: ~ m, L, V, U, x, v, y* q1, gn, T, P

=3+5N+3N.C

Equagbes: 3N+ 3N.C

3+ 2N (?)

86



£ Vi

x

L, U, =fm;)
” Vi=AP)
J Ui
BN @’_I _________________ ] L; = f(xa1, Xpx)
' i q: =AT1)
Vy |
@ S s L=
: \r/ . E VN :ﬂxb,N)xd,])
E ___________ -7 ' Ly
"""""" | - gy = AT%)
qn

Figura 2.21. Estrutura de controle da coluna de destilacdo multicomponente.

Equacgdes: 7+ 3N+3N.C

= Faltam; 2N -4

Hidrodinamica: Li=fm, V,x; T, P) j=23 .,N-1
Vi=AP; Ps1, v, T)) j=2,3.,N-1
P, —P, , -
Exemplo: 7V, =K, |-——=, onde K, & o coeficiente de queda de
. P

pressao (depende do tipo de prato)

_ A > k, | dependem
L, :Klﬁ K,m,— - K, Francis <k, ¢ das dimensées
M, P

/ ky| da coluna

C

N C N
(:51 )_l =%, (pj )_l ; M, = ;xi,JMi

i=1

Equacdes: 3+ 5N + 3N.C
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3.1 Métodos Numéricos para Solucéo de Equacdes Algébricas

Exemplo 3.1. Considerando o problema do CSTR néo-isotérmico:

Fe, Cy, T, o cte.
i C, cte.
FWSJ TWS
—> h=C)T—T.)
=
Fue, Tye
—>

F,, Cy, T

N

Figura 3.1. CSTR nao-isotérmico.

para uma reac¢ao de primeira ordem do tipo:
ry =kCy, onde k = koexp(-E/RT)

tem-se as equagdes do modelo:

d_V:Fe_ s
dt ‘

a(rc,)
dt

=FC,, -F . C,—rJV

dT
pre, —-=FpC, (L. —1)+(-AH,)r,y ~UA(T -T,)

no estado estacionario: F,=F,=F
F
;(CAe -C)=r,=kC,

P ye (o) - GO, CORIC,
p

cVv pC pC,

p p

. 14 C A - , g
definindo t= = como o tempo de residéncia médio no reator
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_ CAe
1+kt

A

—AH
Yo-rye Y og )= CAHICK
T pCV pC,(1+kt)

P

UAr e a :(—AHr)CAe
pCV " pC,T.

P

definindo: B, =

(T-T), 4 T=T)_ ki

tem-se B, .
T, 1, 1+kt
k =k, exp(—=E/RT) k —E(1 1
= —=exp| —| ———
k, =k,exp(—E/RT)) k, R\T T
assim: k=k exp| —v| == -1 onde v=——
: p[ y[T ﬂ "=RT
fazendo )CET_]; : x+BWX+BW(T;_TW):OLr ke
T, T, 1+kt
T T 1
— =X+l > EL=—
1, T x+1

k:keexp(ﬂj
I1+x

finalmente: D, =k, 7 (n°® de Damkdohler)

ponfr: )
1+x

1+D, exp(yxj
I+x

0,025 exp(zoxj
I+x

1+0,1 exp(zoxj
1+x

&9

x=PB+a

Exemplo 3.2. x=-0,1+




ool
f(x)=x—P+a Itx)__g

1+ D, exp(yx]
I+x

f(x)=0 =  Equagdo algébrica a uma variavel
: _ b
linear: f(x)=ax-b = x=-=
a

Exemplo 3.3. a =0 (sem geragdo de calor) =  fix)=x—p

x=p

B (T.-T)_T-T,
1+, T T

e e

(T-T)A+B,) =B, (T, -T.)

(Tr-T)=B,.(T,~T)

pC,F(T~T,)=UA(T,~T)

nao linear: fix)=0
* solucdo analitica
* substituigdes sucessivas (substituigio direta ou iteragio de ponto fixo)
* Newton
* Newton modificado
* Newton-secante
* Regula falsi
* Regula falsi modificado
* Bisseg¢ao (dicotomia)
 Continuac¢ao

Substituicdes sucessivas (ou iteracoes de ponto fixo)

O processo iterativo ¢ aplicado a equacao algébrica na forma modificada
x = g(x)
da equagdo f(x) =0, que pode ser obtida por um rearranjo interno desta equagao

ou pela simples adi¢do de x em ambos os lados da igualdade. Assim,

M =g(x*)y , k=0,12,...
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9(x)

X* Xl XO X
que convergird para a solucao x* se, para alguma constante 0 < p <1,
()= g(x)| <pla’ —x*
g g =p

Isto ¢, se g(x) for um mapeamento contrativo. Esta relacdo pode ser vista
expandindo f(x)=x-—g(x) em sériec de Taylor em torno da solugdo x* e

truncando no segundo termo:
x=g(x) = f(x) = f(x*)+ f'(x*)(x = x*) = (1= g"(x*))(x — x¥)

como f(x*)=0, tem-se
x—g(x) = (x —x*) — g'(x*)(x — x¥)

como x* & um ponto fixo, x* = g(x*), obtém-se
g(x) = g(x*) = g"(x*)(x — x¥)

aplicando o moddulo nesta expressao e comparando com a inequalidade acima,
chega-se a:

|g(x) = g(x*)] = g (x*)|(x - x*)|

g’(x*)| <p<l

Portanto, se |g’(x*)|21 0 processo iterativo nao converge, como por

exemplo:
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45°

Newton

O processo iterativo € aplicado diretamente sobre a equacdo algébrica
f(x) =0 na forma:

k
NG ] k=012,

(x5

Isto ¢, a fungdo ¢ linearizada em torno da estimativa inicial e o proximo ponto ¢
encontrado de modo a satisfazer esta funcao linearizada. Diferente da convergéncia
do método das substituicdes sucessivas, que converge linearmente (pois
‘xk“ —x*‘ < p‘xk —x*‘ para 0 < p < 1), o método de Newton converge
quadraticamente:

‘xk” —x*‘ < p‘xk —x*‘z
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onde 0 < p < 1. Para verificar tal convergéncia, expande-se f{x¥) em torno da
solugdo x*:

(x* — x)2

" x*
)= F+ et e+ L)
e substitui-se esta expressdao na equagdo de Newton, considerando que x* esteja
proximo da solugcdo de modo que se pode fazer a aproximagao f ’(xk )= f(x*).

Aplicando-se o modulo na equagao resultante, chega-se a:

S

21'(x%)

~
~

2
k+l k
‘x * —x*‘ ‘x —x*‘

S
21'(x%)

onde <p<l.

Newton modificado

Uma modificacao simples no método de Newton ¢ considerar constante a
derivada da funcdo f(x) durante todo, ou parte, do processo iterativo:

k
X
X = ik —f(—m) , k=012,...
S'(xT)
onde m<k. Se m = 0, todas as retas que interceptam a funcao f{x) nos pontos das
iteragdes sao paralelas.

Esta modificagdo tem a vantagem de calcular um nimero menor de derivadas da
funcdo, mas apresenta uma menor taxa de convergéncia.

Modificacdes de ordens mais elevadas, que convergem mais rapidamente,
baseiam-se na expansao em série de Taylor de f{(x) truncada no terceiro termo:
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Oy~ f0)+ A+ ”2(x) Ax2 =0
- G e
a) Ax = 2 (isolando o Ax do termo de primeira ordem)
J'(x)
b) Ax = =/ ) (fatorando o Ax dos termos de 12 e 22 ordens)
() + I’ ( ) Ax

A escolha de Ax ¢ que vai determinar o tipo de modificagao do método de Newton.
No caso Ax =0 tem-se o método classico de Newton.

Usando o método de Newton para definir Ax , 1sto €,

AC)
f'(x)
chega-se a:
caso a) JrAC) { f(x)f”(x)]
SOU 2w
caso b) Ax = — JS) {1 — f(x)f"(x)j
SO0 2(f @)

Outra forma de definir Ax ¢ através da solucdo da equacdo do segundo grau
em Ax resultante da expansao em série de Taylor:

= f(x)[ -~ f(X)f”(x)}
/7 (/')

e substituir esta espressao nos casos (a) e (b) definidos acima, ou usa-la diretamente

para o calculo de Ax.
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Newton-secante

O método de Newton-secante baseia-se na aproximacao da derivada da
funcdo f(x), que aparece no método classico de Newton, pela equacgdo de diferengas

a esquerda:
ity =¥ LA CHEIICD
dx| x  Ax k= k-l
resultando no seguinte processo iterativo:
ko k-1
ok ey — 2 X k=123,

JACIO BN AC A

sendo, neste caso, necessarios dois pontos para iniciar as iteracdes (x’ e x!), pois a
equacdo da reta descrita pelo processo iterativo ¢ definida pela passagem por dois
pontos, ao passo que no método de Newton a equacdo da reta ¢ definida por um
ponto ¢ a tangente neste ponto.

A convergéncia deste método ¢ super-linear, isto ¢, mais rdpida que a
convergéncia linear do método das substitui¢des sucessivas € mais lenta que a
convergéncia quadratica do método de Newton, possuindo a seguinte forma:

P 1,618
‘ , onde 0 <p<l.

k
‘x +l —x*‘ép‘x —x*#
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Regula falsi

O método da regula falsi (ou posicao falsa) ¢ uma modificagdo do método de

Newton-secante, onde a derivada da fungdo f(x) ¢ grosseiramente aproximada pela

equacao das diferencas em relagdo a um ponto fixo:

AN I COENAC

dx X Ax xk —xo

f(x")=

resultando no seguinte processo iterativo:

k0
W=k ) k=123,
S =f(x7)
ou reescrevendo de outra forma:
et XS = () k=123

Fx =%

Requla falsi modificado

Ao invés de manter fixo o ponto base para o calculo da aproximagao da

derivada da funcdo f(x), o método da regula falsi modificado (ou método de

Wegstein) atualiza este ponto de acordo com a posi¢do do ponto obtido em cada

iteragdo. Assim, o processo iterativo apresenta a seguinte forma:

ket _ XL () = xp [ (x))

fxp) = f(x])

, k=012,...

onde
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xk =
R k-1 .
Xg caso contra rio
i x* se Sigﬂ(f(xk )) = sign(f(xf_1 ))
X =
L _ o
x ,’f ! caso contra rio
0 0 devem  satisfazer a  condicdo:

e os pontos inicials Xx; € Xp
sign( f (xg )) = —sign( f (xg )), onde a funcao sign(f(x)) fornece o sinal da funcao

fx).

Bissecdo

O método da bisse¢do ¢ uma forma bastante simplificada do método de
Wegstein, onde o calculo de x¥*/ é uma simples média aritmética dos pontos x; € x;:

ko, Lk
LA XrHXL k=012
onde
k : k : k-1
k X se szgn(f(x )) = Slgn(f(xR )
YR TN ko -
Xp caso contra rio
k . kNY _ o k-1
xﬁz X seszgn(f(x ))—Slgn(f(xL )

k-1 .
Xy caso contra rio

e os pontos iniciais x) e x% devem satisfazer a  condigdo:

sign( f (xg )) = —sign( f (x?e )), onde a funcao sign(f(x)) fornece o sinal da func¢do

fx).
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O numero maximo de bisse¢des que devem ser efetuadas para obter uma
precisdo desejada ¢ dado por:
0_ .0
]
n =log,

onde ¢ ¢ a precisao desejada.

Continuacéao

O método da continuacdo ¢ uma variacdo do método de Newton, com
condicdes de convergéncia mais fortes, baseado na variacdo continua de um
parametro na funcdo. Quando este parametro representa uma combinacao entre a
funcdo f{x) e uma outra fun¢do conhecida e de facil solu¢do tem-se o método da
continuacdo homotopica (ou método da homotopia). O tipo mais comum de
homotopia ¢ a fun¢do convexa:

h(x;t) =(1=1) f(x)+1g(x) =0

onde g(x) é uma fungdo com solugdo conhecida e o pardmetro ¢ € [0,1]. E facil
observar que

h(x;1) = g(x) e h(x;0) = f(x)

e, portanto, fazendo o parametro ¢ variar de 1 a 0 parte-se de um ponto com solugao
conhecida em dire¢do a uma solucdo de f{x). As solucdes de A(x;) sdo fungdes de ¢,
isto €, x* = x*(¢), com x*(1) sendo a solugdo de g(x) e x*(0) a solugao de f(x).
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Uma escolha razoavel para g(x) ¢ g(x)=f '(x%) (x=x°), conhecida como

homotopia affine, que representa uma linearizacdo em torno do ponto x0.

Outra defini¢do da func¢do /(x, ) ¢ a homotopia de Newton:
h(x;t) = f(x) =t f(x°)

onde g(x)=f(x)—f (x°), com a mesma solucdo da anterior, isto &, x*(1) = x?.

Exemplo 3.4. Substituigdo sucessivas:

D, exp(vxj
1+x
x=B+a
1+ D, exp (yx)
1+x
g(x)
D, exp(v lxj
, a +x
g'x)=—""

(1+x) {l—i-Daexp(yxﬂ
I+x
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Para o caso de uma reagdo de ordem n:

rqy =kC', onde k = kyexp(-E/RT)

F
—(C,,—C,)=r,=kC,

%
Frorys YA o gy AR _ (CAH)KC,
4 pCV pC, oC,
il U4, F(-AH,
Lir-ry+ H o)=L ¢, ¢,
v pCV pCV
C
c,=C, - P&y (T—T;)—&(T—Tw)
(—AH,) (—AH )F
— C A n
E(T_z;>+v_4(T_Tw)=ﬂk{cA€_p_p(T_m_L(T_Tw)
V pCV pC, (—AH ) (CAH )F
ou
C, T-T,
X == € X, =
C, T

(1-x)=ktC}'x' = D,Cy.'x] exp (v e ]
I+x,

x2 =B+ ol —x;)

Sistemas de equacdes algébricas resultante:

n— n x
F(x):|:fl(xl’x2)}: l_xl_DaCAelxl exp(yl_i_zxzj :{8}

R peati-n)
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Sistemas lineares

F(x) = Ax—b = x=A4'b
Exemplo 3.5. a = 0 (sem geragdo de calor)

D, = 0 (sem reagdo)

1-x -1 0
x,—PB 0 1

Existe uma grande variedade de métodos para solucao de sistemas lineares,
sendo muitos deles dependentes da estrutura da matriz A (matriz densa, esparsa,
simétrica, bloco-diagonal, etc.). Os métodos mais conhecidos para solucdo de
sistemas lineares sdo:

métodos diretos:

* climinacao Gaussiana
« fatorizacdes (LU, LL", LDL", QR, ..))
* método de Thomas

métodos iterativos:

* método de Jacobi
* método de Gauss-Seidel
* métodos SOR

* minimizacao

Meétodos diretos para sistemas equagdes lineares

Eliminacdo Gaussiana

O proposito da eliminagdo Gaussiana € reduzir a matriz 4 a uma estrutura
triangular (métodos de triangularizagdo) ou diagonal (método de Gauss-Jordan)
através de operagoes da algebra elementar. Um dos diversos algoritmos de
eliminagdo Gaussiana € o seguinte:
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J=k,..N+1 (Gauss-Jordan)
i=L..,.N(#k)|q; < a; —a;ay

a, <« %

K< T

k=1,.,N-1 T ay

j=k+1,...,N+1 (triangularizagao SAXPY)
i=k+1,...,N Ay < dy — Ay Ay

onde a; sdo os elementos da matriz aumentada: A =[A b]. No caso do método de
Gauss-Jordan, a solu¢do ¢ encontrada na (N+1)-ésima coluna da matriz aumentada,
apds as operagdes de eliminagdo Gaussiana. Nos métodos de triangularizacao ¢
necessario ainda realizar operacdes de substituicdo (para matriz triangular inferior)
ou retro-substituicao (para matriz triangular superior), isto €,

-1
ane 1 | , Lo
x| :c;—’ X, =—|a; o —2.a;; x; |, i=2,..,N substitui¢do
Ll : =1

, i

a 1 R
Xy = NN+ , X, = [ a; Ny — Zal] j, i=N-1,..,1 retro-substitui¢do

ay.N a; j=i+l

De modo a evitar provaveis divisdes por zero (dos elementos ay) € também
garantir a estabilidade numérica do algoritmo (devido a problemas de
arredondamento), faz-se necessario o uso de técnicas de pivotamento.
Pivotamentos sdo operacdes de trocas de linhas e/ou colunas de modo a obter uma
matriz tendo na diagonal elementos com maior valor absoluto. Quando sdo
efetuadas somente trocas de linhas, diz-se um pivotamento parcial. No
pivotamento total tem-se trocas de linhas e colunas. As operagdes de pivotamento
podem ser representadas por matrizes de permutacdes P e Q:

PAx=PB (pivotamento parcial)

PAQQ'x=PB (pivotamento total)
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Fatorizacdo LU

O processo de fatorizagdo LU decompde a matriz 4 em uma matriz
triangular inferior, L, e outra triangular superior, U, com elementos unitarios na
diagonal principal da matriz L (método de Doolittle) ou da matriz U (método de
Crout):

A=LU
ay %
k=1.,N-1 | "% 4,
i=k+1,..,N (Doolittle)
com uma posterior substituigao: Ly=b
€ uma retro-substitui¢ao: Ux=y

As principais vantagens da fatorizagdo em relagdo a eliminagdo Gaussiana ¢

2 1
a reducdo do numero de operacdes de §N3 +O(N?) para §N3 +O(N?), e a

manuten¢ao das operagdes basicas na matriz fatorada (matriz L, na fatorizagao LU),
que pode ser aplicada para diferentes vetores b.

Método de Thomas

Um caso particular, muito comum, de sistemas lineares, A x = b, € o sistema
tri-diagonal, que pode ser representado da forma:

a; x;_;+d; x; +c¢; x;, =b; , i=1.2,.,N

onde a ¢ a sub-diagonal, d ¢ a diagonal e ¢ ¢ a super-diagonal da matriz 4, com os
elementos a; = 0 e ¢y = 0. A solucdo deste sistema pelo método de Thomas tem a

forma:
Xy = 4N
xj—l = qj—l _pj—l xj . j = 2, 3, ceey N
onde
c b.—a.q.
py=— e g =4I iy
T d. —a T d. —a
J jPj-1 J iPj-1



Meétodos iterativos para sistemas de equacoes lineares

Jacobi

E um método iterativo para a solugdo de sistemas lineares expresso, na forma
matricial, por:
=Mmxt+e , k=012,

onde M =D1'B, c=D'1b, B=D-A. Sendo D a diagonal da matriz 4. O método
escrito para cada elemento do vetor x apresenta a seguinte forma:

y k
xkt o A Ci=1,.,N e k=012,..
a;
Gauss-Seidel

Este método ¢ uma modificacdo do método de Jacobi, cujo principio ¢ de
usar os novos valores de x tdo logo eles estejam disponiveis. Neste caso a matriz M
=(D-L)' Ueo vetorc=(D-L)!' b, onde D, L e U sdo as matrizes diagonal,
triangular inferior e triangular superior, respectivamente, extraidas da matriz 4 = D
- L - U. O método escrito para cada elemento do vetor x apresenta a seguinte forma:

i—-1 N
k+1 k
b=y <" = Yayx]
K+l j=1 j=i+l .

k= , i=L...N e k=012,...

1
a;;

SOR

O método das sobre-relaxacdes sucessivas (SOR - successive overrelaxation)
¢ uma variacdo do método de Gauss-Seidel pela introducdo de um fator de
relaxacao (m):
xk = xl-k + o ()?ikJrl —xl-k)

1

onde ! & proveniente do método de Gauss-Seidel. Tanto o método SOR, quanto

o método de Gauss-Seidel, ao contrario do método de Jacobi, dependem da ordem
em que as equagoes sao resolvidas.

104



A convergéncia destes métodos iterativos ¢ caracterizada pela matriz de
iteracao, M:
=M x*+e , k=0,12,...
sendo convergentes se, ¢ somente se, todos os valores caracteristicos de M
possuirem valor absoluto menor que 1. Uma condi¢do suficiente para convergéncia
¢:
[m], <1

onde

N
||M||1 =mj_zx;‘ml.j‘ norma /, ||M||2 =
-

norma /

N
I, = mgx

Um ponto importante sobre a solucdo de sistemas lineares ¢ o bom ou mal
condicionamento da matriz 4. Se pequenas perturbacdes nos elementos da matriz 4
ou no processo de solucdo causarem pequenas perturbagdes no vetor solugao, entao
o sistema ¢ bem condicionado. Definindo k(A4) como o numero condicionador de A4:

()= ]

entdo k(4) pequeno significa um sistema bem condicionado, e k(4) > 20 ja
representa sistemas mal condicionados.

Minimizacdo

A solugdo de sistemas lineares também podem ser obtidas por técnicas de
otimizac¢ao, através da transformag¢ao do problema 4 x = b em:

S(x)=(Ax-b)" (4x—-b)
ou S(x) = %x TAx-b"x no caso de A ser simétrica e positiva definida,

onde deseja-se encontrar x tal que S(x) ¢ minimo.
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Sistemas de equacoes nao-lineares

Fx)=0

* Soluc¢do analitica

* Substituigdes sucessivas

* Newton-Raphson

* Newton-Raphson modificado
» Continuagao

Substituicdes sucessivas

Similarmente ao caso monovariavel, o0 método das substituigdes sucessivas
aplicado a sistemas de equacdes algébricas tem a forma:

M =G6(x*) , k=012,...
com critério de convergéncia também similar:

HG(xk)—G(x*)H < pka —x*H L0<p<l.

Exemplo 3.6. Substituigdo sucessivas:

n—-1_n X
X :1_DaCAel‘xl exp[y“_z J:&(xlaxz)

Xy

x, =p-al-x)=_g,(x,x,)

Newton-Raphson

A extensdao do método de Newton ao caso multivariavel implica na
substitui¢ao da derivada da fun¢do f(x) pela matriz das derivadas parciais de F(x)
com respeito a x, denominada de matriz Jacobiana, J(x). Assim, o método de
Newton-Raphson apresenta a seguinte forma:

=k [IGH] T G L k=012,
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oF, (x*
onde J;; (xk )= % A solucdo do sistema linear resultante pode ser resolvido

X

tanto por métodos diretos como por métodos iterativos.

Newton-Raphson modificado

Uma modificagdo no método de Newton-Raphson ¢ manter a matriz
Jacobiana fixa por um determinado nimero de iteragdes:

s :xk—a[J(xm)]_lF(xk) . k=012,...

onde m<k e 0<a<l. O parametro a, que depende da iteragdo, ¢ usado para

compensar o fato da matriz Jacobiana ser mantida fixa por algumas iteracdes.
Obviamente, o = 1 quando m = k.

Continuacdo

A extensao do método da continuagdo para sistemas de equacdes algébricas
segue 0 mesmo caminho do método de Newton-Raphson.
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3.2 Critérios de Convergéncia

Deseja-se Hx" —x*H <g, onde € ¢ a tolerancia, o problema ¢ que x* ndo ¢

conhecido.
e Critério do erro absoluto em x:
ka+1 _xk H <g
= Requer um conhecimento da ordem de grandeza de x*.
¢ Critério do erro relativo em x:
e B
= Pode causar problemas quando x* ~ 0.
* Critério do erro absoluto em F(x):

[F(ek)- Pl ) < &

= Pode mascarar a convergéncia em x:

F(x)

k
X

Figura 3.2. Critério de convergéncia em F(x).
Combinagao dos critérios do erro absoluto e relativo em x:

k+1 k
et <.

k
|+,

N )
= Ainda ndo resolve o problema de escala das variaveis, pois x| = (Z x?j

i
i=1

Com apenas uUm & € Eyps.
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P k+1 k k
Entéo: ‘xl. —X] ‘S erel,i‘xi ‘—I_Sabs,i i=1.,N
Pode-se ainda definir uma norma ponderal:
2\
1 &G x,
M, =| L3
i=1 Wi
onde w,=¢,,|X|+e,,, i=1.,N e X é um representante de x
Assim: Hx"” -x"| <1
w

e i=0 Vi e Sabs,izg/\/ﬁ

k+1 k
Hx+—x

<l=> ka“ —xkués

w

gabs,i:O v i e 8rel,i:(c;/V]v c szk

k+1 k k+1 k k
[ =], 1= [ ] <]

w

k+l

Como garantir que Hx ka <¢ implique em ‘xk —x*” <g ?

Taxa de convergéncia: xk”—xk <p xk—xk_l considerando 0 < <1le
b
constante.

k+2 k+1
[+ - x

k+1 k 2 k k-1
Sp”x T—x HSp Hx -Xx H
k+j k+j-1 j k k-1
[ =x < =

Usando a desigualdade triangular: |a —b| < |la —c| +|c - b|

m
chega-se a: Hx’”’" - x"” < Zux"“ — x* H
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portanto, se Luxk —x*! H <g
I-p

entdo Hx *_xk H <g

= O problema ¢ conhecer p
uma estimativa:
[ = <ol -]

k+1
X —

k 2 (k-1 k=2
<o

k+1 k k 1 0
oot

1
. ka+1 _ka 2
assim: p~

1 0
[ =~

Exemplo: Taxa de convergéncia lenta: p = 0,99

P ~100=> [ - x* <107
1-p

Taxa de convergéncia rapida: p = 0,01

L 50,01 = ¢ - x| <10%
1-p

Taxa de convergéncia p = 0,5

Lzl = ka—xk_IHSS
1-p
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3.3 Multiplicidade de Solucgdes

Considerando o problema do CSTR em regime estaciondrio para uma reacao
de primeira ordem do tipo:
as equacoes do balan¢o material para o componente A:
F(C,-Cp)=r}V
e do balango energético:
FpC,(T-T)+UA (T~T,)=(-AH,) rV
onde as entalpias foram aproximadas por h2=Cp(T-T,) e Cp foi considerado

constante, podem ser agrupadas em uma Unica equagdo em funcao da temperatura:

l(T—Te)+—UA’ (T-T.,) _ (CAH)KC,,
T pVC, pC,(1+1k)
onde t :% ¢ o tempo de residéncia no reator, k =k, exp(—E/RT) e C,= ICAek .
+1

Os termos do lado esquerdo da igualdade representam os calores removidos
. 1 , )
do reator através da corrente efluente, —(7-7,), e através da camisa,
T

UA,
pVCp

estado estacionario:

(T-T,), e o termo do lado direito representa o calor gerado pela reacdo. No

Q6 (T) = O (T)

onde
-AH )C, k exp(—E/RT
QG(T)z( r) Ae Vo p( )
pColl+1tk, exp(-E/RT)]
Ox(T)=aT~b
1 U4, T UAT,
a=—+—-— e b=-t4+—"1L2»
T pVCp T pVCGC,

isto &, o calor gerado ¢ igual ao calor removido. Observa-se que Qs(7) ¢ uma
fungcdo nao-linear em 7, apresentando uma forma em S (reagdo exotérmica
irreversivel), e Qr(7T) € uma funcgdo linear em 7. O(s) ponto(s) de intersecdo entre
as curvas de Qg(7) e QOx(T) representa(m) o(s) estado(s) estaciondrio(s).
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Figura 3.3. Multiplicidade de estados estacionarios.

Para um determinado volume, V, a inclina¢do da reta Qg(7) aumenta com o
aumento de F, representado uma taxa maior de remog¢ao de calor. Um aumento de
T, ou T, acarreta um aumento no termo independente, b, movendo a reta Qx(7)
para a direita, com uma conseqiiente diminui¢do da taxa de remocao de calor.

Dependendo da posicdo da reta Qx(7) em relagdo a curva Q4 (7T) podem
ocorrer trés situagoes caracteristicas:

1) um estado estacionario de baixa conversao e temperatura (ponto 1)
2) um estado estacionario de alta conversao e temperatura (ponto 5)

3) dois estados estacionarios estaveis (pontos 2 e 4) e um instavel (ponto 3)

Se o reator esta operando no ponto (1) e o calor removido € reduzido a Op,, a
temperatura aumentara até alcangar o ponto (2). Uma posterior reducdo de O, para
Ogs leva o reator a operar no ponto (5) ocorrendo um grande salto de temperatura
(passando pelo ponto de igni¢do). Entdo, se Op ¢ levado de volta a Oz, ¢ em
seguida a Qp;, 0 reator passard a operar no ponto (4) e no ponto (1),
respectivamente, ocorrendo uma queda brusca de temperatura (passando pelo ponto
de extingdo). Observa-se que sdo seguidos caminhos distintos para a redugdo ¢ o
aumento do calor removido. Este fendmeno é chamado de histerese.

Os pontos estaveis de operacdo sao caracterizados por:

40, _ d0;
dT dT

isto ¢, quando a taxa de remocgdo de calor € maior que a taxa de geragdo de calor.
Para os pontos instaveis tem-se que:
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40y _ dQ;

dT dT
isto €, quando a inclinag@o da curva Q;(7) no ponto estacionario em analise ¢ maior
que a inclinagdo da reta Qg(7). Os pontos onde:

40y _ d0s

dl  dT

delimitam a regido de multiplicidade de solugdo, sendo chamados de pontos de
bifurcacdo (onde o sistema passa de uma para trés solu¢des estaciondrias, ou vice-
versa). Estes pontos correspondem aos pontos de extingdo e igni¢ao da reagao.
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3.4 Andlise de estabilidade e sensibilidade paramétrica

Seja um sistema autonomo dx/dt = f(x), uma solucdo de equilibrio deste
sistema ¢ um ponto x* tal que:

fir)=0

29 ¢ 29 ¢

Este ponto também ¢ chamado de “ponto fixo”, “ponto estacionario”, “ponto

29 ¢ 99 ¢ 29 ¢

de descanso”, “singularidade”, “ponto critico”, “estado estaciondrio”.

Uma vez encontrado qualquer solugdo do sistema x = f(x), ¢ natural tentar

determinar se a solugdo ¢ estavel.

Estabilidade: Seja x(#) qualquer solu¢do de x= f(x). Entdo, x(¢#) ¢é estavel se
solugdes partindo perto de x(¢) a um dado tempo permanecem perto de x(¢) para

todo tempo subsquente. Ela ¢ uma estabilidade assintética, se solugdes partindo
perto de x(¢) convergem para x(z) quando ¢t — .

Estabilidade de Liapunov: x(¢z) € dito ser estavel (ou Liapunov estavel) se,

dado € > 0, existe um & = d(¢) > 0, tal que, para qualquer outra solugdo, (), de
x = f(x) satisfazendo |x(t,)— y(t,)| < 8 , entdo [X(r)— y(r)| <& parat> t,.

Figura 3.4. Estabilidade de Lyapunov
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Estabilidade assintética: x(z) ¢ dito ser estdvel assintoticamente se ele ¢é
Liapunov estdvel e se existe uma constante b > 0, tal que, se |)_c(t0)— y(t0)| <b,

entdo }Lrg|f(t) - y(1)]|=0.

)

—
e ‘

Figura 3.5. Estabilidade assintotica.

Nota: — Uma solucdo que nao ¢ estavel ¢ dita ser instavel.

— De modo a determinar a estabilidade de x(¢) ¢ necessario entender a
natureza da solugdo préoxima a x(¢):

x=x({t)+y
substituindo em x = f(x):
x=x(O)+y=f(X(@O)+y)
expandindo f(x) em série de Taylor em torno de x(¢):
X = f(x)= f(X(2)) +§ f(xX(@)-y+ 0Q| y||2) = Linearizagio
X
como x(¢) = f(x(t)), tem-se:
) _ 2 _ o , _
y=pf G-y +olbf ). DrEo) =G

que descreve a evolucao das trajetérias proximas a x(z) .

Logo para estudar o comportamento de solugdes proximas a x(¢), pode-se

analisar o sistema linear: | y=Df(x())- y‘
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= A solucdo de equilibrio, x* do sistema ndo linear x= f(x) ¢
assintoticamente estavel se todos os valores caracteristicos de Df(x*) possuem
parte real negativa.

= x* ¢ um ponto fixo hiperbdlico se nenhum dos valores caracteristicos de
Df(x*) tém parte real zero.

= x* & um ponto sela, instavel, se alguns dos valores caracteristicos tém parte
real > 0 e o resto tém parte real < 0.

= x* € um ponto tipo no estével ou atrator ou sumidouro se todos os valores

caracteristicos t€m parte real < 0.

= x* ¢ um ponto tipo nod instavel ou repulsor ou fonte se pelo menos um

valor caracteristico tem parte real > 0.

= x* ¢ um centro se os valores caracteristicos sdo puramente imaginarios
(diferente de zero e parte real igual a zero). Ponto fixo nao-hiperbdlico.

Sensibilidade paramétrica:

Seja o sistema de equacdes algébrico-diferenciais:

{ ft,x,x',p)=0
x(ty, p) = x,(p)

comyx, x’ eRY ep eRY, deseja-se fazer uma andlise de sensibilidade paramétrica
deste sistema, ou em outros palavras, deseja-se encontrar a matriz de sensitividade.
ox(t)

O

que descreve como os componentes da solucdo variam com mudangas nos
parametros p.

Derivando f(¢, x, x’, p) em relagdo a p, tem-se:

gW'(t) +1W(t) +g =0
ox' ox op
W)=
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3.5 Métodos Numéricos para a Solucdo de Problemas de Contorno
Equacbes diferenciais ordinarias

Exemplo 3.7. Difusdo-reagdo em uma particula catalitica porosa:

Figura 3.6. Particula catalitica esférica.

Balango de massa: (estado estaciondrio, isotérmico)

Li(Drzd—CJ:rA, 0<r<R

r2 dr dr

ac =0 C(R)=C,

dr|._, e

(simetria) (concentragdo fixa na superficie)

Outras consideragdes: D constante ¢ r, = kf(C), onde k ¢ a constante da
reacao.

DL d (r2£j=kf(C)
dr

r2 dr
Pode-se ainda definir um fator de efetividade da particula (forma integral):

R
L, ra(C)dV B _[0 k f(Cyr2dr 3 taxa de reagdo média na particula

n = - R - ~ . . R
j . ry(Cy)dV .[0 k f(C,)r2dr 12xa da reagdo maxima baseada na superficie

reacdo

e ® = R\/% , conhecido como modulo de Thiele =

difusdo

para uma reacdo de primeira ordem, ou

®=R /%50) para uma reagdo de qualquer ordem.

Outra defini¢do para o Mddulo de Thiele ¢ a sua versdao generalizada:
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d=L r’é S) (Modulo de Thiele Generalizado)
\/szo "r,(C)dC

onde L ¢ o comprimento caracteristico da particula, definido como o volume da

particula dividido pela sua superficie externa, que para o caso da esfera L = R/3.
Com esta definicdo tem-se ® =3® para uma reagdo de primeira ordem na esfera.

Re-escrevendo a equagdo diferencial: k f(C)r?dr=Dd (,,2 C;—Cj
r

DI ( ) [ dc}
2
_3DL drky ;D R dc| (forma diferencial)

CkSC[ ek SCOR Tk SCOR® drl
acl _,
_ 3R dC 3 dy dr| _,
= C = P — =
[I”A nrA( 0)] n q)zco d}" R (DZ dx ﬂ =Q
dx x=1 .
Definindo: yz£ x=_ ¢ gy)= RACA))
Co R 1(Cy)
d’y 2dy
dxf +— d_ =D’g(y), 0<x<l1 Problema de
valor de
P . y) =1 contorno
dx| _,
gy)=y = equacao de Bessel modificada (solugao analitica):
Solugao: _ senh(®x) = i L 1
' xsenh(®) n= ®| tgh(d) @
Nota: — y(0) & finito, lim ™ P _q . 0)=—2
x>0 x senh(®)
-n<l1 = mostra o efeito da transferéncia de massa.

O—-0:7—>1ce ®—>oo:n—>0[nwz%}

g)=)" = reacdo de ordem n # 0 ou 1.
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Métodos numéricos: — diferengas finitas

— volumes finitos
— elementos finitos
— valor inicial

— aproximagao polinomial (e.g. colocagdo ortogonal)

Diferencao finitas

— transforma o intervalo [a, b] (no exemplo [0, 1]) em uma malha com N pontos
internos:

O=xp<x;<..<xy<xyi;=1
— aproxima as derivadas pelos quocientes de diferengas

—resolve o sistema de equagdes algébricas resultante.

Para uma malha uniforme: Ax=#4= b-a
N +1
xi=a+ih, i=0,1,2,..., N+1

Expandindo y(x; + /&) em série de Taylor:

Y0+ h) = y(x) + hy (x) + ()

y(x; +h) = y(x,)
h

V(x,) = +8(h)

Y~ % (diferenca a direita)
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Expandindo y(x; — #) em série de Taylor:

Y= h) = y(x) — hy () + 9 (")

y!(xi) — y(xi)_i(xi _h) +19(h)

P Y T Vi

V= p (diferenca a esquerda)

subtraindo as duas expansdes:

2

x4 )= y(x)+hy(x>+h )+ )+ 9

(_)y(x —h)=y(x;) - hy(X)+h y'(x )—*y"'(xi)+19(h4)

y('xi +h)_y(xi —h)=2hy (xi)+‘9(h3)

y('xi +h)_y(xi _h)

+3(h*
7 (h7)

y’(xi) =

RS y”%hy"l (diferenga central)

somando as duas expansoes:

2 3

Y, +h) = () + hy'(x) + ’Ly"(xl-) +’iy'"(x,-> + (")

(+) no, o, 4
y(x; =h) = y(x;) = hy(X)+ [ yi(x )—*y (x;)+9(h")

y(x; +h)+ y(x; —h) = 2y(xl-) +h*y"(x,)+9(h*)

Y(x) = y(x; +h)_2.);l(2xi)+y(xi —h) +9(h2)

n Vin ~ 2Vt Vi
Yi® hz

(diferenca central de 2% ordem)
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Para uma malha ndo uniforme:

y; ~ Yi = Via oul Yia = Vi oul Yia — Vi
X =X Xipp =X X =X
hl h2
/ \V4 /
/ /N /
Xi—1 Xi Xi+1
/ /
/ h /

Figura 3.7. Malha nao uniforme para diferencas finitas.

y.”% yi’*'hz/2 _yi’_hl/z . yl ~ Yian = )i . yi ~ Yi—=Yia
i . AN > Yiem)2 %, i+ /2 % — 7,
2 2

2

(central)

" 2 Lym_yi yi_yilj
Yi® -
i-1

Xigp =X X =Xy

Para o exemplo da particula catalitica:

dy, 24y

dx?  xdx B ®2g(y)

Yirt=2Vi+tYia | 2 Vi —Via 2
+—| = =] ;
P x.[ o j g()

YN+1 = 1

y'<x=0)z%=o = ¥y =
para g(v) = ;
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X; X; X;
(IZJFIJJ/M _2(717“@2%‘}1)% +(Zl_lJyH =0

N + 2 equagoes
Y =1

N + 2 variaveis

Nn=y=0

Que ¢ um sistema de equagdes lineares em estrutura tridiagonal, que pode ser
resolvido pelo método de Thomas. Para o caso de reagdes de ordens diferentes de
zero ou um tem-se um sistema ndo-linear de equagdes algébricas, que pode ser
resolvido pelos métodos numéricos ja vistos na se¢ao 3.1.

Volumes finitos

Referéncia: “Transferéncia de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacional”, C.R.
Maliska, 1995.

Consiste na realiza¢ao de balangos de propriedades em volumes elementares
(volumes finitos), ou de forma equivalente na integracao sobre o volume elementar
da equagdo diferencial na forma conservativa (ou forma divergente, onde os fluxos
aparecem dentro das derivadas).

w

Figura 3.8. Volumes finitos.
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oo 1 0 oy
= | s D2
ot x° Gx( ij [y(x)]
Exemplo: ¥ =0; y(L,t)=1
Oox x=0
y(x,O) =)o
s=0—->pB=1
Volume elementar: dV =Bx’dx { s=1—>p=2=n
s=2—>pB=4n

Com

dy

d_f:AWyW—'_Apyp +AEyE_(D Yp

4 = (s+1D)x3, ) 4 —(s+1) x5 x5,
(xg+l _x;vv-i—l )AXW ’ 4 (xg-i—l _va-i—l) Axe Axw
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Balancos para os volumes das fronteiras:

ool e o
x=|0 o E ______
" Ayt Ax,

Xy =

Figura 3.9. Fronteira com fluxo especificado.

dyp _ (S+1) )[xs a_y:|e _(Dzy
p

d'[ (xs+l _xs+1 ax

e w

ey _0: 2o z(yE—yp)
ox . Oox . Ax,
dyp:(s+l)(yE_yp)_q)2y
dr X, Ax, g
x=1
i VV; ® P. 1/
i ' w ' e
______ F ! x|=1
] Axw ] Axfl
x,=1

Figura 3.10. Fronteira com variavel especificada.

xsﬁ_y — S (yp_yW) xs@_y _ye_yp

w D
X, Ax,, ox

ax - AXf

X,

dyp_ (S+1) {l_yp s (yp_yW)]—CDZy
p

dv  (1-xyh)| A, " Ax,
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. d
Sistema resultante: & =

Ay +b, onde 4 ¢ uma matriz tridiagonal.
.

Nota: Diferencas-finitas: malha +—+—+—+—+—+

Xo X1 X2 e XN+1

Volumes-finitos: malha I_’_|_’_'_’_|_’_|

Elementos finitos

Referéncia: “Numerical Methods and Modeling for Chemical Engineering”, M. E
Davis, 1984.

Aproxima a varidvel dependente por um polindmio continuo por partes:

y(x) = Zn: a,;0;(x) (estacionario), x €[0,1]
i=I

onde ¢;(x) sdo fungdes conhecidas (bases) continuamente diferencidveis e que
satisfazem as condi¢des de contorno, e a,; sdo coeficientes a determinar.

n+l

v, =D o (1) ;(x) (dindmico), x€[0,1]

J=0

A forma da determinagdo destes coeficientes ¢ que caracteriza o método de
elementos finitos utilizado, tais como:

— método de Galerkin

— método da colocagao

4w @ |eralioy]" 0 reD
. dy
Exemplo:  y(x)=1-5(x) - =0
(mudanca de variavel) Xlx=0
y()=0




Multiplicando a equagao por ¢,(x) e integrando em [0, 1]:

j;{%(xs %}Lxsq)z(l—y)m}d)idx =0 i=1,2,.,n

Integrando por partes o primeiro termo:

1
Ld (  dy | lsdy
j@(x Ej@dx—[x dxdn}o Jor: — -t

Como  ¢i(x), i=1,...n, satisfaz as condigdes de contorno:

(/(0)=0: ¢;(1)=0)

d d
= .¢i<1>—[xs—y} 4;(0)=0
dx x=1 :E)_J dx x=0
=0
tem-se que J;di( x5 %j ¢;dx = _.[; x5 %4); (x)dx
X X X
5 Lody !
entdo: - jo X g () + jo D2 (1= )" hdx =0
X

n+l
Como y(x)~ Y o;¢;(x), tem-separa |m=1
=0

n+l n+l

> [0 @+ Y, 0,02 [ x50, (), ()dv = D2 x5 ()
J=0 Jj=0

Definindo:
1
Ixsa(x)b(x)dx =(a,b), resulta em:
0
n+l n+l
D (<|>'j,¢;.)+ D a,;02 (¢j,<|>l.) =®2(1,¢;), chamada de forma fraca da
=0 =0

equacao diferencial.
n+l

S [(05-01)+ @2(0,,0)] @, =@2(Le;) i=1,2,...7

j=0
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Contorno: { 0= Gnstbst (1) = sy
0= g9y (0) +ay¢f(0) = oy =0ty

Funcdes bases lineares (%) :

X1 —X
- , X XX
1710
o (x) =
0 ,x2x
X—X'_l
/ , X; 1 SXx<x
. J J
Xj xj_l
Xiyp—X
d:(x)= j—,x~£x£x-1
J _ J Jt
Xjr =%
0, x<x;, x2x;,
0 ,x<x,
¢n+1(x):

Figura 3.11. Fungdes bases lineares.

outras fungdes bases: — clbicas de Hermite (1* derivada continua), $(4*)

— B-splines, etc.
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Para [z 0el}

n+l n+l "
Yo (0.07) -2 | 1=D o, | Lb; [=0 i=1, 2, .n
j=0 j=0

F(a) =0 — sistema ndo —linear

1941 (1) =05 atod (0) +0147(0) = 0

Valor inicial

— transforma o problema de valor de contorno em um problema de valor
inicial (P.V.1.)

— atribui um valor inicial para as varidveis com valor inicial desconhecido e
resolve o P.V.I.

— verifica se as condi¢des finais foram satisfeitas e retorna ao passo anterior
até estas serem satisfeitas.

Para o exemplo da particula catalitica:

dy
—=v, =u
dx Y
du
—=v v(0)=0
T (0)
@:d)zg(u)—gv u(l)=1
dx X
Métodos:  — tentativa-e-erro ou ‘“‘shooting”

— multiplo “shooting”
— superposicao (linear)
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1) Equagoes diferenciais lineares: “shooting” e superposi¢ao

Exemplo: { V' ()Y +g(x)y=r(x) xe(a,b)

y(@=a; yb)=B

Liyl=»"+ f(x)y"+ g(x)y (operador linear)

L[cly1 + Czyz] = C1L[y1 ] + ch[yz]
L»]=0 Liy,]=r(x)
a) “shooting”: yi(a)=0 e »(a)=a
(a)=1 ¥3(a)=0

superposicao:  y(x) = c1yi(x) + ¢ya(x)

LU]=r(x)=clli)ﬂ+c2L[y2] = =1

=0 =r(x)
Y(x) = cpi(x) + yax) ; wa) = a=cyi(a) t cya(a)
y(b) =B = cyi(D) + y2(b)
_B=»n() _ B-=x2(b)
c = —yl ) Y(x) = yp(x)+ —y1 ) n(x)
Lin]=r(x) Liy,]=r(x)
b) “shooting”: yi(a)=a e »(a)=a
yi(@) =7, »(a)=v,

Y1 € v, tais que (D) # ya(D).

superposicao:  L[y]=nr(x)= ¢, L[y,]1+c,L[y,] = te=1
y(x) r(x)

Wa) = a=cyi(a) + cya(a)
V(D) =B = ciyi(D) + coya(b)

{ aqte=1

) ey+y,(b) e, =B

_ B—»n(®) . ¢, = yi(h)-B
(D)= yy(b) Nn(b)=y,(b)
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1
y(x)= m{[ﬁ — B0 (x)+[31(B)—B] 1 (X)}

2) Equagdes diferenciais nao-lineares

dy dzy
F x’ ’_’_ :0
( Y dx dxzj

y(@)=o; y(b)=p

F(x, Y, Vi i) =0
a) “shooting”: v (a)=a k=0,1,2,..

yi(a)=vy

Figura 3.12. Método do “shooting”.

Problema: | g(y)=y(b;y)—B=0

Ex.: Newton-secante

_ kB =Bk = Vi)

Yier1 =Yk
H Vi (B) = vy (b)
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3.6 Técnicas de Aproximacao polinomial

Referéncia: “M¢étodo de Residuos Ponderados com Aplicacdo em Simulagdo de
Processos”, E.C. Biscaia Jr., 1992 — XV CNMAC.

Interpolacdo Lagrangeana
= flr)no intervalo a <r<b

.. : r—a
normalizacdo do intervalo: x =

; r=at((b-ax

S

—-a
= f(x) no intervalo 0 < x <1

tendo n pontos: O0<x;<xy<..<x,<I1
comflx;)=f;,  x;:pontos nodais ou internos.

Tem-se n condigdes = n coeficientes a calcular = polindmios de ordem (n—1).

P (x)=)Cx’ = CyC,.., C,y0s n coeficientes

j=0
n—1
J — —
C,x/ =f, i=1,2,...n
Jj=0
1 2 n—1 C f
X% X 0 1
1 2 n—1
1 xn xn e xn Cn—l fn

Este sistema ¢ mal condicionado, pois aumentando o nimero de pontos x; € Xx;+
ficam muito proximos.

Definindo o polindmio interpolador de Lagrange:

L =11 *~% = Polinémio de grau (n— 1) em x
k=1 Xj — X,
k#j
temse:  PL(M=XLWS.  f=A)=Pa(y) j=12, .0
Jj=1
[(X)) =05, X1, X2, ceor X1, Xji1, ..., X, 530 @S (n —1) raizes de /(x).
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Definindo:
P,(x) = a,(x —x))(x —x2) ... (x—x,), polindmio nodal de grau n.

P,(x)=0, i=1,2,..,n

n P X n
a, [ J(r—x0) =224 e p@=[[e-x
k=1 X=X i=1
ki i#]
AX
Tem-se: l,(x)= P, )
p,;(x;)
Ainda: limm:Pn'(xi) a,p,;(x;)=P(x;)
x—)xl- X — x] K E .
P
Entdo (=D
(x_xj)Pn(xj)
Assim: f(x)=)1,(x)- [, + P,(x)-G(x), onde R""(x) ¢ o residuo do
/7 RO (1)
P (x)

polinémio P_ (x) e R""(x,)=0, i=1,2,...,n

f(x) / RO (x)

Figura 3.13. Aproximagao polinomial.
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Analise de residuo da interpolacéo

Definindo  F(¢) = f(t) — P,.1(¢) — P,(¢£) G(x), onde x ¢ um valor fixoe ¢ ¢ a
variavel independente.

t=Xx; = F(x;))=0, i=1,2,...,n
(n + 1) raizes
t=x = Fx)=0
Interpolagdo: x;<x<x, = intervalo 7= [xy, x,]
Extrapolacdo: x<x; = I=[x,x,]
x>x, = I=][x,x]
F(¢) possui (n + 1) raizes em [

dF (1) : .
——= possui pelo menos 7 raizes em /
t

% possui pelo menos 1 raiz em /
% =0 (polinomio de grau n — 1)
t
d"P,(t)
——==nla,
dt"
sendo entdo f = & um ponto em / tal que % =0
t
tem-se G(x)= L dE) , el
nla, dt"

ROV () = P, (x)-G() = [ [(r-x) -~ T E)
P n! dt"
R (x) € igual a zero V x apenas se f{x) for uma fun¢do polinomial de grau <n :
s _,
dtﬂ
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Estimativa das derivadas da aproximacao polinomial

df _ap, dl; (x)
dx  dx _jz:‘
~—— grau (n—2)<n
df _d’P, 141X
e’ dxt = dx’ i

~—— grau (n—3)<n

Podem ser exatamente
representados por P, (x)

WICE e Y C T

dl, (x,)

dx

4l (x)
dx’?

=2 ()8 B; =
J=] ‘

&1, (x)
dx’

d n n n
5_ = [Zz (x)AU] /= [Z 4y f ,] 1;(x)
X Jj=1 i=1 \_j=1
db,_;(x;)

escrevendo 4; e B; em termos de P,(x), tem-se:

__ B)
T (g x)P(x))

P” )
> l;é] c 4, = M

2F,(x;)

X; —)Cj

I PIx)
Bl.j =2A{Aﬁ— } , 1£] e B, =1~

3P!(x,)

Aleumas propriedades de /,(x):

=S, k=0,1,2, .. (n—1)
=

k=0 Zn:lj(x)zl
=
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para o exemplo da particula catalitica:

d*y 2dy ) dy
t——=0 ; = =0ep)=1
s g(y) i n(1)
n+l
yx) =Y LX)y, x0=0 ¢ x1=1
=0
w1l d?] (x) 2l dl (x) ntl
X'y ey 2 Ly, =g D1 (),
o dx =0 ax =0
n+l n+l
parax = x; : xiZZBijyj +2xiZAijyj =D®2x?g(y;), i=1,2,..,n
Jj=0 =0

n+l

CC onjyj =0 e Vn+1 = 1
=0

Portanto, uma vez determinadas as raizes de Pyr(x), (NT = n + 2), que
caracterizam o método utilizado, as matrizes 4; e B; sdo conhecidas, restando a
determinar os valores de y; (i = 0, 1, ..., n+1) a partir da solu¢do do sistema de n+2
equagoes algébricas acima.

Para problemas recaindo em equagdes diferenciais de segunda ordem:

dy d’
fl(t,y,;f, dﬁy ]zr(t) t e (a,b)

dy
a,y,— =0 ’tza
gl( Y dl‘j

hl(b,y,d—yjzo t=b

dt
=174 Sxeqo
Mudanga de variavel: b-a
dt
dx =
b—a



2
f[x,y%, i’ﬁzy j = (%) xe(0)
g(O, ,%ij ,x=0
dy
hly,—|=0 ,x=1
( Y er

n+l1

Aproximacao polinomial: y(x) = P,,,(x) = Zc X
j=0

n+l n+l (x_xk)
P, (x)= le (x)y_/ onde Z_/ (x) = H—
=0 k=0 (x_/ —-X;)
k=j
O0=x0<x1<x<...<x,<Xxp11 =1
Residuo: R(x;e) = f(x, P, P, Pl.)—r(x)
n+l . n+l A2 )
P.(x)=> LX)y, ; P (x)= L (x)y.
n+l() jZde()yj nl() jZdez()yj

Desta forma: y(x,)=y, =P, (x,)

n+l

yl(xi) ~ Pnl+1 (x;) = zAijyj
=0

n+l1

y”(xi) ~ Pnlirl (xi) = ng/yj
Jj=0

d’l,
- (%)

d A —dl/ (x,) e B
Yoodx ! T dx?

Fazendo que R(x,;c) para i =1, 2, ..., n, isto é, residuo nulo nos pontos

internos, tem-se:

n+l n+l
f{xi,yi,ZAijyj,ZBijyjj—r(xl.):O i=12,.,n
=0 =0
(n+2)eq. ol
g ananAo]'yj =0
j=0

(n+2) var.
n+l
h[lﬂynJrl’zAnH,jij = O

j=0
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n+l1

Definindo o polindmio nodal: Py (x)= an+2H(x —-x,), grau n+2
i=0

P n+l
Chega-se em: l,(x)= NT ()’C) DlL(x)=1
(x_xj)PNT(xj) j=0
Py (x,) j

(x; =x )Py (x;) n+l

> 4,=0
4 = T
! Pir (x;) f= jio
2PA!/T(xi)’ _] 120,1,...,n+1

1 L
2A{Aﬁ— ' }, [ # ]

T PL(x)
3P, (x,)

Portanto, dados os pontos de colocagdo xy, x,, ..., X, (onde o residuo € nulo)
pode-se obter Pyr(x), P’'yi(x), P"yr(x) € P”’yi(x) para o célculo de /(x), 4; ¢ B
Nota-se que ndo € necessario obetr a,.,, pois tem-se sempre a razao de polindmios.
Uma forma eficiente de obter estes polindmios ¢ através de suas formulas de

recursao:

p;(x)=(x=x;)p,,(x) com p,(x) =1
¢,(0) = (x=x)q,, () + p,,(x)  com g,(x)=0
ri(x)=(x-x)r_(x)+2q, ,(x) comr(x)=0
s,(x)=(x—x,)s,,(x)+3r,,(x) coms,(x)=0
onde P (x)=p,.,(x); Pyr(x)=q,,®); Pir(Xx)=r,x); Pi(x)=s,,(x)

Resta somente escolher a forma de obtencaode x;, i=1, 2, ..., n.

Método dos Residuos Ponderados:

1
Iw(x)Hk(x)iR(x;c)dx=0 k=1,2,3,....n
0

onde H(x) sdo as ponderagdes do residuo e w(x) ¢ a funcdo peso associada a

equacao diferencial.
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Caso desejasse anular o residuo em xy = 0 e¢/ou x,;; = 1, deveria-se incluir as
correspondentes ponderagdes Hy(x) e/ou H,.(x), que juntamente com as condigdes
de contorno determinariam os adicionais coeficientes da aproximagdo polinomial.
Neste caso xj e/ou x,+ seriam também pontos de colocagdo e nao apenas pontos de
interpolacao.

X # X,

0,
M¢étodo da colocacgdo: Hi(x) =0(x —x;) = {
w’

X=X,

= R(xc) =0 com x; arbitrario

Método dos momentos:  Hy(x) =x*"

M¢étodo de Galerkin: H,(x)= S_ER(X; c)

Cy

Método da colocagdo ortogonal: x; sdo raizes de um polindmio ortogonal e P,(x)

com relacdo a fungdo peso w(x):
1
I w(x)x*¥ 1P (x)dx =0
0

Ex.. wkx)=x’(1-x)* =  Polindmios de Jacobi P“” (x)

Exemplo: Difusao-reagdo (reagao de ordem m) — estacionario.

1 i sd_y _ 2 m
x* dx{x dx}_cp [y(x)]

s =0 — geometria plana
s: fator geométrico < s=1 — geometria cilindrica

s =2 — geometria esférica

CCI: (2 0  (simetria)
ax x=0
CC2: y(1)=1

taxa média de reacdo

Fator de efetividade da reacdo: 7= - ~
taxa maxima de reac¢do

_(s+1)ﬂ
d? dx

n=(s+D]x [y(x)]" ax

x=1
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4 2
Fazendo a mudanca de variavel: u =x", tem-se

- (s+1)/2 22 -
us=/2 du[ du } ply@] onde p 4
cct: D~ pito

Uly=0
CC2: y(1)=1

dzy (s+1)dy m
=y—t— =
du’® 2 du Py

SRl a0
u=l

(s— 12

A fungdo peso associada a equagdo diferencial é: w(u)=u

n+l

Aproximagio polinomial: y(x) = P,(x) = Zl (w)y, Zc e

Utilizando u,, uy, ..., u, como pontos de colocacdo e u,.; = 1 como ponto

de interpolagao.

l,(u)= ﬁ (u‘ uk))

k#j

PelaCC2: P/(1)= Zc ;=1, desta  forma  pode-se  representar
j=0

P(x)=1+(1-uw)) du"
i=1

1

Método dos momentos: Iu“"“” "' R(u,d)du =0 k=1,2,...n

0

1
Método de Galerkin: ju“‘”” A=wu" "' R(u,d)du =0

0

1
Método da coloca¢do ortogonal: ju("”/z “A=u)* - u""'R(u,d)du =0

0

Com os polindmios ortogonais de Jacobi: P'“” (u)

139



s—1 { a =0 =meétodo dos momentos

onde p=——.Observa-se que ) .
2 a =1 =método de Galerkin

Os polindémios de Jacobi podem ser escritos na forma:

P ()= () y
=0

_(m+1-)) (n+j+a+p) A i=1,2,

j ; 5 Vi N
g J G+p 7

onde yo=1¢ y

Ou pela férmula sucessiva:
PP @) =lu=g (@ BPS" @)= h (@ )P @) j=1,2,..

com P w)=0 e P (u)=0

gl(a’ﬂ):A' gj(a,ﬁ):l 1-— (0( _ﬂ) :|, ]>1

a+pf+2’ 2l @j+ra+p+D -1
N ~ (a+D)(B+1)
h(a,f)=0; T = B @t f13)

=Dy -1+a)(j =1+ p)j-1+a+p)

> , J>2
Qj+a+p-D2j+a+p-2)y2j+a+ L -3)

hi(a,p) =

Que na forma matricial tem-se: P (u) =|ul - M,

& -1
-h, g, 1
—h -1
onde M, = s 8T
.o =1
—h, g,

e as raizes de P'“”(u) sdo os valores caracteristicos de M,

M — M| =0, k=1,2,..,n

Substituindo a aproximag¢ao polinomial no problema tem-se:
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n+l
Z[uiBijjt(S;l)Aﬁ}yj:p-yi’" i=12,..,n

J=1

yn+1 :1

isto €, um sistema de equagdes algébricas lineares (m = 0 ¢ 1) ou ndo-lineares (m #
Oel).

Exemplo: Difusao-reagado (reagao de ordem m) — dinamico

op 1 0| ,0p ) " Dt
——=——|x" = -0 y(x T=—
or x° Ox[ Gx} [y( )] I’
2 m+l1

CC1: ¥ =0 <1)2=ch°

oul,_, D
cc2: y(Lo)=1
Cl:  y(x,0)=y,(x)

fazendo u = x":

oy 1 0 oy m
- | ,EHD)/2 2 2
ot utD/Z gy {u (%J 2 [y()]

cc: 2~ fnito
ou u=0
cC2: y(LLr) =1

CI: y(u,0) = yo(u)

dy 'y (s+hoy "
or ou’ 2 Ou Py

n+l

Aproximacao polinomial: y(x,7) = p,(x,7) = 21 @y ()= c,(Du
j=1 j=0

J

n

op n+l dy, de. .
_”= Z u J — _'/uj
ot ]Z;‘ 1) dr 2 dr

Jj=0

para uy, u, ..., u, tem-se:

d : n+l s +1 n+l ”
l:uiZ:Bg/yj(T)"'( )ZAgjy_/(T)_p[yi(T)]
dr j=1 2 Jj=1
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%5 (s+1)

d_;: ;Cify./(f)_Pb’i(T)]m; C, =u,B; +
yn+l(7’-):1
Y:(0) = yq,
ou
dyl_C ”+1C [ ]m_ _12
PVL {q4r +; iV, @O=ply,@f" =120
yi(O):yoi
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3.7 Simulacéo Estacionaria de Reatores Quimicos

Problema 3.1. CSTR néo-isotérmico, reagdo irreversivel de 1* ordem.

F (A
;(CM —c,)=kc, p cte.
C cte
F(. ~\ UA (—AH ) »
—\T =T, )+ L (I'-T,)= = kC — _
V( f) pVCp ( w) pCp A h Cp (T ]—'ref)
k = koexp(—E/RT)
. T UA
Definindo: 652:1; p= = ;/zi_
F r pCF RT,
C T i
CAfE_Af; T, ==, TfETf
Cuy T I,
_ -AH )C k _
k =k, exp(—y); B E( r)_Af, p = iz
0 p 7/ 0 a
pC,T, F
X, = EA ;X E_l
Af s

o(c,, -x,)=D,x, exp{— y(i _ 1ﬂ

Xy
Tem-se:

O@+p)x-0-T, - p-T, =B,D,x, exp{—y[i—lﬂ

X

Calor removido: Or=(0+ Px,— (0T, + BT.)

exp| —7| ——1
X
Calor gerado: 0; =B,D,C,, :
D 1
1+ -y —-1
> exp{ y[xl ﬂ

Newton-Raphson:  J(x'yAx* = — fx")

=k Ak
—9- - / x2
J(x): 0 & 63607/ x12 ; gEDanp _}/ i_l
Bye —(0+ p)+Byex,y/x, X,
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_ (0N 30
Homotopia: h(x:t) = A=-0f(x)+t-J(x")x—x") ,Affine
f(x)—t-f(xo) , Newton
Continuagdo: h(x;s) =0, onde s é um vetor de pardmetros
Fazer s = 0
Yo Yy Yo
* Cap =% ox, Ox, 00
J ) = J : J — 0 1
(x;5) { (x) T, -, } i o
ox, or, 00

Algoritmo: (Aula pratica: CSTR.EXE)

1) Definir os parametros: &), y, B Cus D, T3 T, By

2) Estimativa inicial: xo, x;°

3) Resolver A(x;f)=0parat=1 — 0 (Newton-Raphson)
4) Resolver h(x,; 0) = 0 para 0= 6, — 0, (Newton-Raphson)
5) Construir grafico xo(6) x x;(6)

Problema 3.2. PFR néo-isotérmico sem difusdo, contra-corrente.

smG 0Py
dz
reator 3 B.M.C auvc) =7
dz
dT 40
B.E. VPCPZ:(—AH;,)I’A —Fi ’Cp cte
amG. Py
] dz
camisa
dT,, 40
B.E. (—v.)p.C,, e :D_eq .C,, cte
0=UT-T.,) p =ATC)
D} -D’
Deq = ; IOW Zf(TW)

D,

l

Aula pratica (P.V.1.) : PFBD.EXE
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3.8 Simulacéo Estacionaria de Sistemas de Separacao
Problema 3.3. Flash multicomponente, adiabatico.

F-L-V=0
Fz, —Lx, = Vy, =0 i=12,..,n
Fh, —Lh-VH =0 (g=0)

H=Y 9y @), h=Yxh@,  hT=H-4D
P pan
H(T)=C,(T~T,)+C,, a ;T’if) +C,, a ;T”if)
A,(T) = ((l;:]iTTZ) -=-R cillg Zia)t (Clapeyron), gas ideal
fﬁ%ﬂzem{q—iéiij
para T, = Iy: h, =-(1- %)Z z,A4(T,), H=0
Equilibrio:  y; =K;x;; K, = Ew;)(T)
Fracdes: Zn: v, =1 (bolha) Zn:xi =1 (orvalho)
pan pan
Solucao:
P

balango energético balango material

’—> (bisse¢do) > (Newton) —‘

Figura 3.14. Algoritmo iterativo para calculo do flash.
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A\ 4

Figura 3.15. Bissecdo no balango energético.
Q=Lh+VH—-Fh—q (residuo)

= Bissec¢do: Recomendavel usar Newton perto da solucao

Definindo 0} E% = z;—(1-9)x, —¢K,x, =0
Zi
X, =—
' 1+ ¢(K, - 1)

=

xi:iyi: Kx, .. Zn:(l—Ki)xl.:O
i=1 i=1

= f(9) :szi =0 (Newton, ¢° =0)
SN
V;

—,,

Figura 3.16. Flash multicomponente.
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Ca V.p V
Tempo de residéncia: =P _ L
L L
—_ 1 — N =
p= — = V=>xV
. xiMi i=1
i=1 pi
_ M,
l Pi

Aula pratica: FLASH.EXE

Problema 3.4. Coluna de destilagdo multicomponente.

q1
/J\ /@/ g VI
S L, Vi
F, Z, Tf,‘ V/
| Vy
gn

Figura 3.17. Coluna de destilagdo multicomponente.

V,~L ~U,~V,=0
Condensador { V,y,, —(L, +U,)x,, =V,y,, =0
nH, _(Ll +Ul)hl —ViH,+¢,=0

Ly, -L,-V,=0

Refervedor § Ly x, v, —Lyx,y =Vyy,y =0
Ly hy,—Lyhy -V H\,+q, =0
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Ly +Ve +F—-L;—-V=0
Alimentagdo ¢ Ly x, ¢ + Vg, Vg +Fz, —Lgx, s =Vsy, 5 =0
LS—th—l + VS+1HS+1 +Fhf _Lshs - VSHS =0

L +Vu-L,-V,;=0

Demais estagiosy L, \x, ., +V,,y, ;0 —L;x,, =V, y,, =0

Lihyy+ViwH,,=Lh,=V,H, =0

Razdo de refluxo: R = ; D=V, +U

L
D
H; = ;y,}jﬁik, ) h; = ;xi,/’}z,/

H, =, +1,b,, +b,7,)

3%

hi,j = [cl,i +T; (02,1' +cy,T; )]2

Equilibrio:  y;; = Kj;x;;

P, T.
K, =—-exp| 5,42/ 1 -+
TP 7,

Fracdes: Yy =1

Solucdo: Método do ponto de bolha (BP) - Substitui¢ao sucessivas

> balanco material ponto de bolha balango energético

(Thomas) (Newton) (balango global do
’_) topo a base) —‘

Figura 3.18. Algoritmo iterativo para coluna de destilagdo (ponto de bolha).

Y

A

Aula pratica: COLUNA.EXE e DESTIL.EXE
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Exercicios

(ASC: Algarismos Significativos Corretos)

1.

2.

Resolva x = cos x por substitui¢des sucessivas, tomando x° = 1. (6 ASC)

Mostre que x = cos x pode ser transformado em x =1 - (sen’ x) / (1 + x),
verificando em quantos passos obtém-se a mesma solu¢do do problema
anterior.

! .
Mostre que x = cos x pode ser transformado em x = (x cos x)”, verificando em
quantos passos obtém-se a mesma solu¢ao do problema anterior.

Esboce o grafico da funcdo sen x = cotg x e resolva pelo método de Newton,
tomando como x° = 1. (6 ASC)

Formule as iteragdes de Newton para calcular raizes cubicas e calcule x = 7,
tomando como x° = 2. (6 ASC)

Resolva o problema 4 usando o método da secante, tomando como pontos de
partida x° = 0,5 e x' = 1, e compare os resultados. (6 ASC)

Resolva "+ x* +x =2 pelo método da bissecdo no intervalo [0, 1]. (4 ASC)

Encontre a solucio real da equagdo x* = 5 x + 6 pelos métodos da regula falsi e
da regula falsi modificado. (4 ASC)

Resolva o sistema linear abaixo por eliminagdo Gaussiana, usando a seguinte
estratégia de pivotamento parcial:

linha pivot =arg maxM , k=1,2, .., N
12k max|ay|
J
5x1+10x,—2x3=-0,30
2x— X+ x3= 1,91
3x;+ 4x, = 1,16

10. Resolva o seguinte sistema linear por elimina¢do Gaussiana sem pivotamento:

ex;tx=1
X +x,=2
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1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

e mostre que, para qualquer numero de maquina ¢ &€ > 0 suficientemente
pequeno, o computador fornecera x, = 1 e entdo x; = 0. Resolva o sistema
exatamente e mostre que x; — 1 e x; — 1 para ¢ — 0. Por qué ?

Resolva o sistema do problema anterior por eliminacdo Gaussiana com
pivotamento e compare os resultados.

Resolva o seguinte sistema linear por fatorizacdo LU pelo método de Doolittle
(isto ¢, com a matriz L tendo 1 em toda a diagonal principal):

)C1+2)C2+ 5)632—11
X2 = 1
2x1+9x2+ 11)(?32—20

Resolva o problema anterior pelo método de Crout, isto ¢, fatorizacdo LU com
a matriz U tendo 1 em toda a diagonal principal.

Encontre a inversa da matriz abaixo pelos métodos de Gauss-Jordan e da
fatorizagdo LU. Compare os resultados em termos de nimero de operagdes.

6 4 3
4 3 2
3 4 2

Resolva o sistema linear abaixo pelo método de Gauss-Seidel, tomando como
ponto de partida x°=[11 1]". (6 ASC)

2X1+10X2— X3:—32
—x;+ 2X2+15X3: 17
10x1— Xy + 2X3: 58
Repita o problema anterior para o sistema abaixo:
6 X1+ xXx— x3= 3
—x;+ X2+7X3:—17
x; + 5 X+ Xx3= 0
Resolva os seguintes sistemas lineares € compare as solugao:
5X1— 7X2:—2 5X1— 7X2:—2
—7X1+10)C2: 3 —7X1+10)C2: 3.1

Calcule o numero condicionador do problema anterior com respeito as normas
ly, lyel,,istoé:
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19.

20.

21.

22.

23.

N N N ) N
Il =g S| ]y = (S5 (M, =g X
i= i=1j= Jj=

Resolva o seguinte sistema ndo-linear por substituicdes sucessivas, tomando
como x°=1[0 1]". (6 ASC)
x=x*-y+0,5)/2

y=(x*-4)"+8y+4)/8
Resolva o problema anterior usando x° =[2 0]".
Resolva o problema 19 pelo método de Newton-Raphson. Compare.
Resolva o problema 20 pelo método de Newton-Raphson. Compare.

Esboce as equacdes do problema 19 no plano (X,y). Analise as curvas.
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4.1. Métodos numéricos para a solucdo de equacgbes diferenciais
ordinarias

Exemplo 4.1. Destilador

:

F, xp

<
<"

Y

Figura 4.1 Destilador semi-batelada.
— Mistura binaria

Problema: Determinar o tempo para que a composi¢cdo da fase liquida no
destilador varie de x(#)) = xo a x(¢) = xz.

Consideracoes: — votaltilidade relativa constante

— V constante
— p ~cte

— massa de liquido >> massa de vapor

B.M.: dm_dUP) _p_p_g: F=p
dt dt
BM.C.: d(mx) =Fx, —Dx, = m@
dt dt
Equilibrio: y=K;x (1-y)=K,(1-x)
Ki=AT, P, x, )

Condensador total: y =xp

dx
m—=F(x, —
7 (xp =)
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>
I+(a—-1)x

Y
Para:ﬁzoczcte: X __ -
2 (1-y)

(volatilidade relativa) —1—*

dx ox
m—=F|x,———
dt ( 1+(0c—1)xj

ft’dfﬂ 5 dx — At
Iy

F x0|: ox :|
Xp———
1+ (a—1)x

m xy dt
F-LO S (x)dx e g(x)

a .y
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e Equacdes do tipo: % = f(1)

¥(1,) = y(t,)+ | f (s

* solucgao analitica.

» regra dos trapézios: I f(t)dt = %[f(t,,) + 1@, D]+om?, h=t,,

* regra de Simpson: I f(t)dt = %[f(tn) +41 (@) + f(t,.,)]+0h%)
* Newton-Cotes: I f(tydt = hi a, f(t)+O0(h"™?)
7 i=0
1 m
* Gauss-Legendre: J. f(t)dt :Z w, f(t)+R,,. (1)
-1 i=0
* Gauss-Laguerre: je” f(t)dt :i w f(t)+R,, (1)
0 i=0

. Gauss-ChebysheV f(t)dt ZW f(t)+R,, (1)

'—.

* Gauss-Hermite: I e f()dt =) W, f(t)+ Ry, (1)
e i=0
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Exemplo 4.2. Considerando o problema de CSTR nao-isotérmico

Fe; CAer Te
l FW'S) Tw’
—>

1 VT

H <SSO

Fye, T, l
—>
| F\'r CA

Figura 4.2. CSTR nao-isotérmico.

Y _F-F

Tem-se: =F, -F,
dt

dve,)

i =FC, —FC,-Vr,

p@%p@ _Fph+ (-AH, Vr, ~UA(T~T.)
t

Fs = KC(H_ Hset) 5 V = AH

F, =F,

we

.G, Ve o F.p.C, (T, -T)+UA(T-T,)

we

dt
Vg Ky,
dt A |
dc, F.
th :7(CA6_CA)_FA
Loy C2I YA
dt vV ) preC,
F
dTW: = (T, -T )+ U4, (T-T)
dt I/c ‘ woc T py
Voo Cuor Tys T,
dy
= X
i S
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e Equacdes do tipo: % = f(y) fun¢do implicita de ¢

No caso de f ser uma fung¢do explicita em t,

d . ~ A
d_J; = f(t,y) (sistema ndo-autdbnomo)
com y=[y, y, - yyI' e )=y, faz-se uso do seguinte artificio
matematico:
dy
%:1 ) yN+1(to):t0

resultando no seguinte sistema:

d . A
d_); =f(y) (sistema autdonomo)
_ T _ T : o
com y=[y, v, = ¥y Yxal € y@)=[y, t,], resolvido via:

* solucao analitica.

* Euler explicito: () =y(t,)+hfy(t,)]+O(h*)
* Euler implicito: y(t,)=y(t,)+hfIy(t,.)]+O0(h)
* Euler modificado (ou trapézios, ou Crank-Nicolson):

W) = ¥(1,) +§{f[y<r,m W+ Ly, )1+ O(h)

» Runge-Kutta explicito:  y(z,.,) = y(1,) +h> bk, + O(h")

i1
ki =f[y(tn)+§l,a,~j kil
=
(ndo-autdbnomo: k; = f[t, +¢; h,y(t,) +§aij k;],com ¢, =0)
j=1
* Runge-Kutta semi-implicito: y(¢,.,) = y(z,) + hi bk, +O(h™)
P
ki = fIy(t,) +Zl;,al_'i k]
=
* Runge-Kutta implicito:  y(¢,,,) = y(¢,) + hi bk, +O(h™)
P

k; :f[y(tn)+zaij kj]
=
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- Adams: ¥ty = 3(0,)+ B F 1300, )1+ O(R”)

dit " {método explicito — predigao
* preditor-corretor:

método implicito — correcdo

m p
« GEAR / LSODE: V() =Dyt )+ B fIy(t,, )] +O0(h")
i=1 i=0

(ordem variavel e passo variavel)

exemplo: Runge-Kutta explicito de 4* ordem e quatro estagios (s = 4)

(1) =y(rn)+§(kl +2k, + 2k, +k,) +O(h*)

k= f1(1)]
b = ST, + 5k

Ky = f[J’(t,z)+§k2]

ky = fy(t,) +hk;]

e Equacbes do tipo: z™" = F(z,z,z",...,z"™")

WD podem ser transformadas em sistemas

com z(t,)=z,z'(t)=z,.,2""@,)=z

de equagdes diferenciais ordindrias pela seguinte mudancga de variavel:

=z
yy=2'
yy=2""
dy
resultando em o f(»), e y(t,)=y,,onde:
y2 Z()
Y
S = ] e y(,)=
F(yisee0y) Z(()Nil)
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Analises do erro e da estabilidade numérica

Sem perda de generalidade, serd considerado nestas notas equagdes diferenciais
ordindrias escalares da forma:

% = ft,x(t)] parat >t sujeita a condigdo inicial: x(t)=x, (1)

Sendo o objetivo a determinagao dos valores de x(t) no intervalo t)<t < tg,a1.

A solugdo exata da equacdo (1) ¢ uma curva no plano x-t que passa por
~ - . : N
(to,X0), @ solucdo numérica do problema ¢ um conjunto de pontos [(ti’ui)]i_ o> com
Uy = Xo € u; para >0 € uma aproximacao de x(t;). Note que a solugao numérica do
problema ¢ apenas um conjunto discreto de pontos, € nada € dito sobre seus valores
entre estes pontos.

Para distingiiir da solug¢ao exata do problema (1) ¢ também considerado uma
terceira variavel y(t) que ¢ a solu¢do exata do problema no intervalo: t_ ;< t <t; a
partir da condi¢ao no inicio do intervalo: y(t;.;)=u;., isto € : y(t) € solucao de:

dy(t C e C e e
% = f[t,y(t)] parat;; <t<t; sujeita a condigo inicial: y(ti.))=u; ()

deste modo, ha dois erros da integragdo numérica de (1):

(a) Erro Local (passo): ¢ o erro da integragao numérica de (2) no final do intervalo,
isto & t=t;, assim: e pageo(ti) = y(ti) —uj;

(b) Erro Global: ¢ o erro da integragdo numérica de (1) no final do intervalo, isto ¢
t=t;, assim: € global (ti) =x(t;)—u;;

Nas figuras abaixo representam-se as solucdes exatas e numéricas € O erro

numerico:
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|
2 4

t.
1

Linha cheia : solugdo exata Erro Global da integracdo numérica

Pontos: solugdo numérica solucdo exata - solugdo numérica

Quando a fungdo f da equacdo (1) ndo depende explicitamente de t diz-se
que o sistema ¢ invariante com o tempo, podendo-se sempre adotar t, = 0 , 0 que
equivale a considerar como variavel independente o tempo transcorrido a partir de
to , isto € a nova variavel independente € (t-t,) .

Os métodos numéricos de integracdo de EDO’s podem ser classificados de
diferentes formas, classificando-os quanto a dependéncia a valores anteriores tem-
se:

(1) Métodos de Passo Simples : quando os valor da variavel dependente no final do

intervalo depende apenas do valor no inicio do intervalo, assim se o método ¢ de
passo simples tem-se: u; = g[ti (i ,ui_l)];

(i1)) Métodos de Passos Multiplos: quando o valor da varidvel dependente nao

depende apenas do seu valor no inicio do intervalo, como também de intervalos
anteriores, assim se 0 método ¢ de passo multiplo tem-se:

uj = g[tia(ti—laui—l)’(ti—zaui—z)a""(ti—maui—m)]-

Estes métodos também podem ser classificados como explicitos ou
implicitos caso o valor da varidvel dependenta independa ou dependa,
respectivamente, dela mesma, assim se o método ¢ de passo simples e explicito tem-
se: ui:g[ti,(ti_l,ui_l)] e se for de passo simples e implicito:
ui:g[(ui,ti),(ti_l,ui_l)]; enquanto que se for de passos multiplos:
ui = gftis(tio1>8ic1 )5 (ti2 s Win2 ), (tiom» Ui—m)] © se for de passos multiplos e

implicito:

uj = g[(tiaui)a(ti—laui—l)a(ti—z aui—z)a"'a(ti—m’ui—m)]-
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Note que nos métodos implicitos deve se associar ao algoritmo de integragdo
um algoritmo de resolucdo de equagdes nao lineares (geralmente o método de
Newton-Raphson), deste modo o processo de integracdo torna-se mais [lento
demandando a cada passo de integragdo o cOomputo (analitico ou numeérico) da
matriz jacobiana do sistema., necessaria a aplicagdo do método de Newton-
Raphson.

Os métodos podem também ser classificados como de passo fixo quando

t;=1.h, sendo h o intervalo de integracdo, e de passo varidvel quando
t; =t;_; +h;, isto € o intervalo de integracdo h varia com 1. Os métodos de passos

variavel sdo, via de regra. mais eficientes e robustos, demandando entretanto que ao
algoritmo de integracdo seja acoplado um algoritmo de selecdo do tamanho de passo que
¢ geralmente de natureza heuristica. Nos métodos descritos a seguir considerar-se-4,
por simplicidade, o intervalo de integracdo como constante, havendo ao final do
capitulo uma leve mengao ao algoritmos de selecdo de passo, assunto este que foge
ao escopo do presente curso.

Método de Euler

Este ¢ o método mais simples e antigo utilizado na resolu¢do numérica de
EDQO’s, podendo ser interpretado de trés formas distintas, na integracdo de (2).

(a) Diferencas Finitas: aproximando a derivada continua na forma:

dy(t) _ uj —ujg
dt

explicito) tem-se:

e considerando-a igual a seu valor no inicio do intervalo (método

dy(t) _ui—uig _
d¢  h

[ti—1,uj_ ], resultando no procedimento recursivo:

_ tfinal Yo

u1 =uj_y +h-f]t;_y,uj_] parai=1,2, ---, n com u =x0§

(b) Aproximagdo Linear de x(t): neste caso em vista de no inicio do intervalo:

y(ti)=ui; e % = f[t 1 ui_l] , aproxima-se y(t) no intervalo pela reta:
t

i-1
y(t) =Uj_1+ f[ti—lﬂ ui_l] '(t - ti—l) para ti—l <t< ti = ti—l +h . assim em t; tem-se:

y(t;) = u; =ui_1+f[ti_1,ui_1]-h, resultado andlogo ao anterior e que pode ser

interpretado graficamente na forma:
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y(®)

t. t
i-1 i

(c) Por Integracdo Retangular : a integracdo de membro a membro de (1) de ti; a t;
t
resulta em: y(t;) =u;_; + If [t,y(t)]dt, considerando no integrando que:

tig

t.

flt,y(H)] = f[ti_1, 0] = I f[t, y(t)]dt = h-f[t;_;,u;_; ], resultando em:

tiq

y(ti) = uj =uj_g +h-flti_,ui].

Este procedimento pode ser representado graficamente por:

/

| _—7éarea= h. [t o 1

flty(®]

ﬂti’ui]

t t
i-1 i

Deste modo o método explicito de Euler pode ser expresso, independente
de sua interpretacdo, pelo algoritmo recursivo:

_ tfinal —to

ul =Uj1 +h-f[ti_1,ui_1] paraiZL 2, -, n -

comug =X (3)

Exemplo Ilustrativo: Aplicando o método explicito de Euler a EDO de primeira

ordem, linear e homogénea:

d);(tt) =-a-x(t) ondea>0ex(0)=1, cuja solugdo analitica ¢ x(t)= e ™,

identificando: f]t,x(t)]=-a.x(t), tem-se de (2):

u; =uj_ —h-a-ui_l =[1—a-h]-ui_1, com llozl.
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como [1-ah] é constante, tem-se: u; = [1— a-h]i parai= 1, 2, ---, semelhante assim a

uma progressdo geométrica de razdo [1-ah] e primeiro termo =1, deste modo este
procedimento s6 serd convergente se : [l—a-h| < 1, havendo pois 3 possibilidades:

l-a-h<-1=h>=:ndo convergente ¢ oscilatorio;
a

-1<1-a-h<0=—<h<— : convergente e oscilatorio
a a

a

0<1l-a-h<1= h<— :convergente e ndo-oscilatdrio.

Note que como h>0 nao ¢ possivel : 1-a-h>1=a-h<0, pois considerou-se a>0,

isto sé ocorreria se a<0 quando a propria solugdo analitica aumentaria também
monotonicamente com t.

Estas trés possibilidade sdo ilustradas nas figuras abaixo:

1 T g
2 // \ —
; \
/ \
/t _\ B < / \
X\ l> 0.5 \\ t\ or » ! !
M : x< i N , A
\ N / \
u(jl,hl) ® - N \
- I ﬂ\ u(_]3,h3) S \\
wjzh2) OF | A <2 \
o v \
v \
5 ‘
4+ \_\
0.5 ' '
0 5 0 5
t,j1-h1,j2h2 t,j3h3
Fig:1- Curva cheia solugdo analitica Fig:2- Curva cheia solugdo analitica
Losangos: h<l/a Curva pontilhada h>2/a
Quadrados: 1/a<h<2/a

Caso no procedimento acima a derivada de x(t), na interpretacdo do método por
diferengas finitas, fosse computada no final do intervalo ter-se-ia:

dy() _ui—uig _
d¢ ~ h

f[t;,u;], resultando no procedimento recursivo implicito:

. t -t
u; =uj_ +h'f[ti,ui] parai=1, 2, -, n= final — *0

comug =X
h 0 0

4)
este procedimento ¢ o método de Euler implicito que demanda, em cada intervalo
de integragdo, a utilizagdo de um algoritmo de resolucao de equacao nao linear.
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Exemplo Ilustrativo: Aplicando o método implicito de Euler a mesma EDO do

exemplo ilustrativo anterior, tem-se:

U =ui_1—h-a-ui, COl’l’lU.():l.

devido a natureza linear do problema ¢ possivel, e apenas neste caso, explicitar o
valor de u;, na expressdo acima resultando assim em:

Ui-1

u; = com up=1.
" 1+h-a’

ou seja: u; =;. <1 paratodoi>0, deste modo este procedimento ¢ sempre
(1+h-a)1

convergente e ndo oscilatorio para qualquer valor positivo de h. Com isto

caracteriza-se a robustez do método que ¢ sempre estdvel. A seguir compara-se

graficamente a solu¢do analitica do problema com a solugdo numérica, pelo método

de Euler implicito para dois valores de h.

x<ti>

u(jl,h1) 0.5
o

u(j2,h2)
X

t,jl-h1,j2h2

Curva continua: solugdo analitica
Quadrados: solugdo numérica com h=.5/a

x: solugdo numérica com h=2/a
Para caracterizar a precisdao do método assim procede-se:

(1) expandindo y(t) em torno de ti.; com y(t;) =u; , tem-se:

2 3
L) (t=tio1) L (L (t=tig)? + LD (t=tig) "+

D=uj+ += 2
Y( ) Ui dt ti g dt2 . 3| dt3 .
i-1 i—1
2 offt, y(t offt, y(t
mas: dy(t) _ f[t,y(t)] : d“y(t) _ [ y( )] +f[t,y(t)]- [ y( )]’
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| 0%t y(1)] .

d3yt)  d [ offt,y(t) oflt, y()]T 8% f]t, y(t)

yo _d —[ ]+f[t,y(t)]- [ | = [ ]+2f[t,y(t)]

dt3 dt ot oy ot2 otdy

2
2 O7f[ty()| | Offt, y(t) of[t,y(t)] | of|t,y(1)
+ L ym]} " [ : | ]+f[t,y(t)]- [Ly(O] | oMty
dy ot oy oy
em vista de em t=t; | ter-se y(t)=u;; e adotando a notacdo simplificada:
of of o2 f o f
f(tiog,uiop) = fig ati—l = fti-1; o, | =fyi1; 6t_2t. = fiti-1 ’@t = fytio13
i— i-1 i-1

2
e 6—2f =fyy i1, tem-se:

24 tiog
dy(t) d*y(»

=f_, ; =f i+ iy fyip
-1 » 5 t,1—1 -1 "ty,i-1»

dt t dt o
a3yt 2

P = iy iy +2fi Foyion +{Fimt )7 fyyic +[ft,i—1 +1i 'fy,i—l]‘fy,i—la

ti g
resultando finalmente para t=t;:
12
y(ti)=ujg +h-fiy +7[ft,i—1 +i 'fy,i—1]+
(5)

h? 2 4
+?<ftt,i—l+2fi—1'fty,i—l+{fi—l} 'fyy,i-l+[ft,i—1+fi—1‘fy,i—l]'fy,i—1>+9[h ]

onde : 8[h4] designa termos de ordem igual e maior que h*.

(ii) Método de Euler explicito: u; =u;_q +h-f[t;_1,u;_;], reproduz a expansio (5)

apenas até o termo em h, isto ¢ o erro/passo contém termos de ordem igual ou

superior a h’, que pode ser representado pela notagio: erropasso(ti) = S[hz] ou .

<C; -h? com C>0

‘ err()passo(ti)

Método de Euler implicito: u; =u;_j +h-f[t;,u;], expandindo o termo ft;,u;] em

série de Taylor em torno de [t;.;,u;.], tem-se:
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f of
f[ti,ui] = f[ti_l,ui_1]+ of(t,v) '(ti —ti_l)—l- (tw '(Lli —ui_l), mas t; - t;.;1=h,
i-1 ou i
logo:  f[tj,uj]= fiy +f ;g -h+fy;-(uj—uj_;), resultando finalmente em:

~ 2
u; =Ui_ +h'fi_1 + ft,i—l -h” + fy,i—l -(ui —ui_1)~h

a expansio de u; em vista de com h=0 —u;=u;;: u; =u;_; +a;-h+a, -h>+-, assim:

il '(31 ‘h+a, -h2+---)-h:
que

u;_;+aj;-h+ay h2 4z uj_p+h-fi +1f 5 -h? +1y

2 o =
=ujg +fi 'h+[ft,i—1 +ay 'fy,i—l]‘h =ap=fi sag =fi g+ fyig
reproduz a expansdo (5) apenas até o termo em h, isto € o erro/passo contém termos
de ordem igual ou superior a h®, que pode ser representado pela notagio:

erropasso(ti) = S[hz] .

Desta forma, os dois métodos de Euler apresentados (implicito e explicito)
apresentam o erro/passo de mesma ordem, ambos sao de segunda ordem/passo.

Para avaliar o erro global assim procede-se:

Primeiro passo: o primeiro passo € o Unico passo de integragdo no qual o valor

inicial utlizado € o exato , assim neste passo, € apenas neste, y(t)=x(t) resultado em:

‘epasso(tl)‘ :|Y(t1)_ul| :|X(t1)—u1| <C; -h2

Segundo passo: ‘epasso(tZ )‘ =|y(ty)—uy| < Cy -h?

A , 2
n’ésimo passo: ‘epasso(tn)‘ =|y(ty)—uy|<Cp-h

Desta forma, o erro acumulado apds n_passos de integracao [erro global] é:

n
t -t .
<h? Z C;, mas t,=tg, € h= % , considerando

n
‘eglobal (th )‘ = Z ‘epasso (ti)
n

Cwum 0 maior dos valores de C;, tem-se: Z C; <n-Cy;, resultando em:
i=1
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‘eglobal(tﬁnal)‘ <h?-n-Cpy = (tgina —to)-Cy -h=C™ h, isto é o erro global do
procedimento numérica ¢ da ordem de h, S[h], portanto uma ordem inferior ao

erro/passo.

Nos métodos numéricos de integracdo que serdo aqui apresentados tem-se
como regra: se o erro de integra¢do por passo é de ordem (m+1) o erro acumulado
apos n_é sempre de ordem m. Os métodos de integracdo de EDO’s podem também
ser classificados segundo sua ordem de precisdo que ¢ a ordem do erro acumulado

apds n [>1] passos de integracdo, deste modo o método de Euler ¢ um método de
primeira ordem.

Rigidez (Stiffness)

A estabilidade dos métodos explicitos estd garantida se o passo de integragao
for limitado por:

h<P
3

max |

onde p ¢ uma constante que depende do método e A, € o maior valor
caracteristico em médulo do sistema.

Por exemplo: usando o método de Euler explicito (p = 2) para resolver o
seguinte problema:

d
Dy n(0)=1,5

dt
n()=15" - r=-1
he2 =2

1

t, =10 = Spassos

e o problema:
Dy __ _
i 1000y, , »,(0)=0,5

y,(1)=0,5¢7""" - A =-1000

h Siz 0,002
1000

t, =10 = 35000 passos

quando estes sistemas estao acoplados:
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dy {— 500,5 499,

YO =[2 1
dt | 4995 —500,5}”” 21

a solugdo analitica ¢ dada por:

y, =15¢™ +O,Se_1°0°t_> -1
y, =1,5¢" =0,5¢""" " [ ~1000
h<—2 20,002

1000

portanto, o passo ¢ limitado pela dindmica mais rapida do sistema. Uma forma de
medir esta limitagdo ¢ através da razdo de rigidez, definida por:

m;ix|Re(ki )|
" min|Re(1,)
20  ndorigido

onde para SR ~410° rigido

10°  muito rigido

sendo os métodos explicitos mais adequados para sistemas nao rigidos e os métods
implicitos mais adequados para sistemas rigidos.

Para ilustrar esta discussao o seguinte exemplo sera considerado: sejam dos
reatores quimicos em série, onde ¢ conduzido isotermicamente uma reagdo de
primeira ordem, irreversivel em fase liquida:

q,C, Z
v1©£1

]

os balancos de massa do reagente em cada um dos reatores ¢ dada por:
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dCy (t)

10 Reator: Vl = q[Co(t)—Cl(t)]—k'Cl(t)'Vl

dC, (t
2° Reator: V, 2(9

= q[C1 ()= Ca (D] -k-C (1) V5

Considerando que no inicio da contagem do tempo nao ocorria reacdo laguma no
interior dos reatores, isto é: C;(0)=C,(0)=0 e que exatamente em t=0 o primeiro
reator ¢ alimentado por uma solugdo com uma concentragdo constante: C,y. Assim

adotando as variaveis adimensionais:
. C C Vv AV
. t; 1 :—1; y2 -2 ; — ; Da:k-—l,tem-se:
Vi Co Co 1 q
d
1° Reator:ycli—(r) =[1-y1(v)]-Da-y; (1) comy;(0)=0
T
d
2° Reator: r- yé(r) —[y1(1)=y2(1)]-r-Da-y,(t) comy;(0)=0
T

Considerando : Da=0,01 e r=100[0 segundo reator tem um volume 100 vezes maior
que o primeiro] tem-se assim:

1° Reator: ————==1-101-y; (1) comy;(0)=0

dy (v) _
dt

2° Reator: 100-% = [yl (1)-2-y», (’C)] comy,(0)=0
T

qunado o tempo tende a infinito o sistema opera em um estado estacionario
correspondente a:

1
1-101-y s =02y s = € Y5 =2 V2,5 = 0= Y266 =

1.01 2.02

A solugdo analitica deste sistema de EDO’s ¢ dada por:

|_ L0t | o002t —LOLt _ 002t
ey TR L ey BT
ou adotando: Y;(1) = () =101-y((1) e Y(1)= ¥2(9) =2.02-y,(1), tem-se:
Yi,ss Y2,ss
~101t _ _—-0.02:
Yl(r) —1_e 0Lt YZ(T) — 1o 002t © 49;
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As figuras abaixo mostram as variagdes de Y, e Y, com t:

1 1 |
Y ([t
71< k \
0.5 . Ya(2) 0.5 .
Yo(tl,) —
2< k)
0 : 0 :
0 5 10 0 100 200
tlk tZk
Curva superior Y, , curva inferior Y, Y, versus ©
Escalade tde0Oal0 Escala de tde 0a200

Note que a concentragdo de saida do primeiro reator varia, como era
previsivel, muito mais rapido do que a concentracao de saida do segundo reator e,
ap6s o valor de 1=5, a concentragdo de saida do primeiro reator mantem-se
praticamente constante e igual a seu valor estacionario final. J4 a concentracdo de
saida do atinge o estado estacionario apos 1=200. Esta diferenga acentuada da
velocidade de resposta das duas variaveis do problema é chamado de rigidez do
sistema [ o sistema de EDO’s ¢é dito rigido] sendo caracterizada pela razdo de
rigidez [stiffness ratio:SR]que ¢ a razdo entre o modulo da parte real do valor
caracteristico que apresente (em moddulo) a maior parte real € o modulo da parte real
do valor caracteristico que apresenta (em modulo) a menor parte real. Deste modo
no exemplo acima tem-se: SR=1.01/.02=50.5. Tipicamente problemas com SR<20
ndo sdo rigidos, para SR em torno de 1000 ¢é considerado rigido ¢ SR=10° é
considerado muito rigido. Se o sistema ¢ ndo linear a razdo de rigidez ¢ calculada
sobre os valores caracteristicos da matriz jacobiana do sistema.

Sob o ponto de vista numérico a rigidez do sistema pode ser problematica,
pois o passo de integracdo deve satisfazer um critério relacionado ao modulo da
parte real do maior valor caracteristico do sistema, assim:

Cte

h<————, onde A ,,: € 0 valor de caracteristico que apresenta a parte real de
‘m(}"max)

maior valor (em mddulo). O tempo total de integracdo necessario para acompanhar
toda a resposta dinamica do sistema ¢, entretanto, escolhido de modo a satisfazer
um critério relacionado ao modulo da parte real do menor valor caracteristico do
sistema:
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tiotal = Niotal N2 ; = Nygal > 5 _‘m(}\’max)‘ _ 5
‘SR(K min)‘ cte ‘ER(}‘min)‘ cte

‘SR.

Podendo-se assim depreender que quanto maior for a razao de rigidez [SR]
maior o nimero de passos de integracdo serdo necessarios €, em conseqiiéncia,
consumindo um grande tempo de computacdo. A alternativa para resolver
problemas rigidos ¢ utilizar algoritmos numeéricos de integracdo que sejam
implicitos, pois estes meétodos sdo geralmente sempre estaveis ndo havendo
restricdes imposta a sele¢do do tamanho do passo de integracgao.

Uma maneira as vezes utilizadas para contornar a rigidez do sistema ¢
considerar a parte do sistema que tem a resposta mais rapida como se atingisse
instantaneamente o estado estaciondrio final, esta simplificagdo ¢ chamada de
suposicao de estado quase-estacionario [QSSA: quasi steady-state assumption] e €
largamente empregada em Engenharia Quimica. No exemplo em questdo isto

. . . 1
equivaleria em considerar : y; (1) = Yiss = Tol para t >0, resultando em:

| o002t

Va(t)=————— ¢ Y(1)= ¥2(%) =1-¢792t Abaixo representam-se as curvas
2.02 Y2,SS

de concentracdo de saida do sistema versus Tt do modelo completo e do modelo
adotando a QSSA para a concentracao de saida do primeiro tanque.

1 0.1
\ \
Y2<t2k/ Y2<t1k/ )
05 e - 05 .
-.02:82 5 y -.02:t1 0.05 S
k p k ,
1-¢ 7 l-¢ K
0k ' ok
0 50 100 0 5
t2k tlk
Y, versus T Y, versus ©
Escala de tde0a 100 Escalade tde0Oa5
Escala vertical de 0 a 1.0 Escala vertical de 0 a 0.1
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4.3 Métodos Numéricos para a Solucdo de Equacbes Algébrico-
Diferenciais

Exemplo 4.2. FLASH

Foz I by

A\ 4

Figura 4.3. FLASH multicomponente.

Consideragoes:
— multicomponentes
— dindmica da fase vapor desprezada
—h=C/T Ty

—-H=h+ AT, P, y, x)

- C, cte.
B.M.: am _p_y_p
dt
B.M.C. dimx,) _ mﬂﬁtxid—m =Fz, —Vy, — Lx,
dt dt dt
dx.
m—=F(z, —x)=-V(y, —x.
% (z;=x)-V(y,—x;)
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d(mh)  dh dm

B.E.: m—+h—=Fh, -VH —Lh+q
dt dt dt '
mcp‘;—szcp(Tf ~T)-Vi+q
Equilibrio:  y; = K;x; fragdes: > x; =1
K:=AT P, x )
m _p_y_1
dt
dx,
m—r=Fz, ~[F+v(K,-D]x, =T1,P, mx
dT
meE:FCp(T/- —T)—Vﬂ,-Fq
> x(1-K,)=0
i=l1
. V=/(P) L=f(m)
Hh) = o | K= ST Py
= onee N 2= F(T.Pxy)
mty) = my Y =Kx,
Que pode ser escrito na forma: F(t,v,v,wau)=0 comv=[Tmx]'; w=P

ou na forma: F(t,v,v’,u) =0 com v =[Tm x P]
Em ambos os casos: u = [Fz Ty q]'

Frequentemente as equacdes algébricas sdo resolvidas em um processo
iterativo interno a integracdo. Entretanto, este tipo de procedimento ¢, em geral,
muito mais demorado para resolver do que quando as equacdes algébricas sdo
resolvidas juntamente com as equacdes diferenciais, apesar do sistema resultante ser
maior neste segundo caso. O cuidado adicional que se deve ter para este tipo de
problema ¢ a inicializacdo consistente, pois as restricdes algébricas devem ser
satisfeitas em ¢ = ¢,.

Métodos numeéricos: Transformam o problema de EADs em um sistema de
equacoes algebricos pela substituicao de y(z) (BDF, passos multiplos) ou y(¢) (RK,

passo Unico) por uma féormula de aproximagao:
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vty = A(y()ou  y() = B(y'(1))

F(t,y,A(y),u)=0, ou

tem-se assim: /() ={ F(t,BO). Y1) =0

que ¢ usualmente resolvido pela aplicagdo do método de Newton-Raphson ou suas
modificagdes:

Sistema ndo-linear de
EADs

Formula de
integracao
implicita

Incrementagdo em ¢
A
>

Sistema ndo-linear de
EA

Y

Lago N-R N
Iteracdes de

Newton-Raphson

Y

Sistema linear de EA
v

Eliminacao
Gaussian
(fatorizagoes)

Vetor solugdo

Figura 4.4. Procedimento de solugdo de EADs.

Exemplo 4.3. Formulas de integragdo tipo BDF (Backward Differentiation

Formula)
1* ordem (Euler): W)~ A(E,.)) = y(f,m}? - y(t,)
n+l
_ _ O
Za Ordem (trapézios): A(y(f,,+1 )) — 2y(tn+1) y(tn) y (tn+1)

h

n+l
onde y(,.)=y,)+h, () = predigio de Euler para y(¢,:)
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aOynH + alyn +..+ anynfmﬂ

ordem m: A(y(t,.)) = -

n+l

em geral: W)=y, +p| onde a-= ha “ pB= %Z%m.f

n+l n+l j=1

a e f dependem da ordem BDF e do passo de integragao.

=) =F¢ y, oyt u) =0

Os diferentes métodos sdo caracterizados pela forma de obtencdo de ae fe

escolha de uma estimativa inicial para y. No caso dos métodos BDF, y% e 7' sédo

obtidos através de uma polindmio de predicdo (extrapolacdo), cuja definicao
depende do método BDF adotado. Por exemplo, para um polindmio @’ () que

interpola as solugdes obtidas nos m+1 ponto ¢,, t,,_1, ..., t,_,, , tem-se:
ol . N=v,., J=0,1,2,.,m

0 _ P
yn+l - a)n+l (tn+1)

() _ P
yn+l - a)n+l (tn+l)

A aproximacao y,+; com a precisdo desejada ¢ obtido de tal forma que um
polindmio de corre¢do, .  (¢), satisfaca as condi¢cdes especificadas pelo método

BDF adotado. E, sdo a partir destas condi¢cdes que os parametros o € [ sdo
determinados. Por exemplo:

(0‘:14-1 (tn+1) = Yn+l
m+2 condigées ('O:H—l (tn+1 - jhn+1) = ('0;-1 (tn+1 - jhn+1) J = 1: 29 ooy M

F(t,, 1, 0, (t,), 0, (t,)u,,,)=0
as duas primeiras condi¢des podem ser escritas da seguinte forma:
@, (1) =@, (1) = ()Y, = Vy)
onde c(t,+1—jh,+1)=0 j=12,...,m

C(Zn+1) =1
que por diferenciagdo e avaliacdo em ¢, resulta:

as(ynﬂ _yfl(‘)F)l)-i_hi’l‘Fl(.)‘}n‘Fl _y,(l(‘]F)l)ZO
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) -1
onde a; = _hn+lc(tn+l ) = _z_.
j=1J

) %

. . _ (0)
ou: yn+l - yn+1 h

(yn+1 = Vi

n+l

o - (0) (0) :
o= € ﬂ = yn+1 - aynJrl = yn+l = qynﬂ + ﬁ

restando assim para resolver F(t,+1, Vo1, @Wn+1 + B, ty1) = 0.

4.4 Problemas de Indice

Exemplo 4.4. Tanque de armazenamento com valvulas na entrada e saida. Mesmo
que o exemplo 2.3, mas colocando F, e P, (ou F e P,) no lugar de P, e P; (ou F, e
Fy) como forgas motrizes.

Py
\’VT/_JV\
h

F, Cy I
Pr
> “— <<

Figura 4.5. Tanque de armazenamento com variac¢do de nivel.

Descricao do processo: Um liquido entra e sai de um tanque devido a diferenca de

pressoes. Deseja-se analisar a resposta do sistem frente a variagdo na pressao e
vazao da alimentagao.

Consideragoes: — massa especifica constante
— isotérmico
— mistura perfeita
—F =C,+/AP , onde AP ¢ a queda de pressio através da valvula
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Equacoes:

Balango material:  F,p—F,p= pcil—V
t

Dimensao: V=Ah

Hidrodinamica: F,=C,\P,- P,

F, = CV2 P - P,
Pr=Py+ pgh
Consisténcia:
Variaveis: F,, F, (m’s™)
P, P, Py, P, (Pa)
Cpo G, (m'Pa”s™)
4 (m’)
A (m’)
h (m)
yo (kg m™)
g (1’1’1 S_z)
t (s)
14
equacgdes: 5
9

constantes: C,, C,, p, g4 = 5

especificagdes: Py, t = 2
for¢as motrizes: P, F, = 2

9
variaveis a determinar: P, F.,V, h, Pr
grau de liberdade = 5-5 = 0
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Solucao desejada:

Condigao inicial:  A(ty) ou V(¢))
Analisar: (P, F,), V(P., F.), P(P,, F,), F(P., F.), P{P,, F,)

Matematica e computacao:

Pr=Py+ pgh e h(t,) = hy = Pr

F,=C,\P,- P, <« Todas as variaveis ja conhecidas

- Problema de singularidade estrutural (ou problema de indice em sistema
de equagdes algébrico-diferenciais) com h(t,) = hy , F, e P, (ou F; ¢ P) ficam
correlacionados.

—> Problema de inicializagdo consistente: dado F, ¢ P, (ou F; ¢ P;), entdo
h(t,) = hy ndo pode assumir qualquer valor, pois deve satisfazer a equagao:

F,(t,)=Cy \JR.(t,) - By —p g h(t,)

no estado estaciondrio ndo ha problemas:

F,=F; = I
F,=C,\JP.-P, = Py
F,=C, P P, = P,
Pr=Py+ pgh =

V=Ah = V

Definicdo: (Indice diferencial, v) Seja a seguinte forma geral de EADs:
Fty y,u)=0

onde ue R” ¢é o vetor de pertubagdes, ¢ y, y e RV sdo os vetores das variaveis de

estado e suas derivadas em ¢, respectivamente, do sistema acima de dimensao N,
considerado ser suficientemente diferenciavel.

Entdo, o indice diferencial, v, deste sistema ¢ o nimero minimo de vezes que

todo ou parte do sistema deve ser diferenciado com respeito a ¢ de modo a
determinar y como uma fung¢do continua de y e ¢.
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Definicdo: (Indice singular, p) Seja a seguinte forma geral de EADs:

Fty y,x,u)=0

onde ueR" ¢ o vetor de pertubagdes, x e R™ € o vetor das variaveis algébricas e y,
yeR" sdo os vetores das varidveis de estado e suas derivadas em ¢,

respectivamente, com N; + N, = N, a dimensdo do sistema acima, considerado ser
suficientemente diferenciavel.

Entdo, o indice singular p, deste sistema € um mais o numero de vezes que

todo ou parte do sistema deve ser diferenciado com respeito a ¢ para que a matriz
Jacobiana com respeito a y e x do sistema resultante seja ndo-singular.

Definicdo: (Problema de indice) Se o indice singular de um sistema de EAD da
forma

Fty y,x,u)=0

¢ u > 1, entdo o sistema tem um problema de indice. Isto €, se a matriz Jacobiana
com respeito a ye x do sistema original € singular, entdo o sistema apresenta um

problema de indice.

Para o exemplo acima:

4t

Fe'Ev
dt
Fe:Cm P -P
F :CV2 P - P,
p
tem-se: A% -F,+F,=0

Ft,y, »,x, u)y= { F.— C,\[P.-P,-pgh =0

Fy~ Cy /B, +pgh-P, =0
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Com yv=h
x=[F, F,]' b quando P, e P, sdo as forcas motrizes
u= [Pe: Ps]t
<
e yv=h
x =[P, F,] b quando F,e P, sdo as for¢as motrizes
u=[F, P,

),
A matriz Jacobiana com respeito a 4, F,e F é:

A -1 1
0 10 nao-singular
0 0 1

e com respeito a &, Pge Fy é:

1
0 singular = problema de indice
1

o O
N o o

onde K = %CVZ (P, + pgh—P)"

Problema de indice: inicializacao consistente

propagacao estavel do erro de integragado
Exemplo 4.5. (Propagagdo instavel)

)"1:)/2

y=r+t+2(v=2pn=2)
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usando o método de Euler implicito para integrar o sistema acima tem-se:

Yiltnsr) = yi(ty) + hyotye)) + S(B7)  —

Problema de
yl(tnﬂ) = t;f+1 + b T 2 — ~
propagagao de erro,

pois agora tem ()

com  yi(ty+) = tjﬂ t eyt 2 = Vitysr)
e ndo 9(h°).

€ Yotps1) = iltass) - yi)Vh + 8 (h)

Usando Euler explicito:

Wtwsr) = y(t2) + Bf(8)) + S ()

() =y0,)+hy,(@,)+ 19(}12)
tem-se: 5
yl (tn+1) = tn+l + tn+1 + 2
Observa-se que nenhuma destas equagdes contém  y,(t,+1) €,
consequentemente, o método de Euler explicito, assim como qualquer outro método
explicito, ndo € capaz de resolver este problema.

Para o exemplo dado, também existe a dificuldade de inicializagdo, pois y;
deve satisfazer a equagdo y, = £+ t+ 2 em todos os pontos e, em particular, na
condicdo inicial. O nimero de valores iniciais a serem definidos arbitrariamente
para este problema ndo ¢ igual ao numero de equagdes diferenciais existentes,
caracterizando-se assim como uma propriedade comum aos problemas de indice.

4.5 Consisténcia das Condicdes Iniciais

Seja o problema:

F=y,-y,=0
F,=y,-x=0
Fy=y —ax—g()=0

»n(t)=y, ¢© Y2(t) =Ya,
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a matriz Jacobiana com respeito a y,, y, € x €:

1 0 O 1
J=|0 1 -1}|; A= 1
0 0

—-& —&

Observa-se que com alguma manipulacao algébrica e diferencial

v, =éx+g(t) i=ax® + g% ()

y, =&+ g(1) XV =ax® + g% (1)
x= i+ §() = 4 g ()
i=ax® + g% y, =&i+g(t)+&s(t)

(O =gt)+g@t)+& gV (@) +...
v, () =gt)+gV ) +&’g¥ @) +...
x()=g)+eg@ ) +7g @) +...

Portanto, um conjunto arbitrario de valores iniciais nao pode ser usado para
este sistema, apresentando assim dificuldades de inicializagdo consistente.

O uso do método de Euler implicito para resolver este problema resulta em
um erro local de integragdo dado por:

hZ
en+l :]9(}12 _8J

que ndo converge para zero para valores muito pequenos de &.

Obs.: g(f) = sen(f) e £ = 0,1 ja causa problema na maioria dos softwares
comerciais para a solu¢ao de EADs.

Observa-se ainda que para 0 < ¢ << 1, tem-se um problema rigido, pois
1
SR=—.

&

Para ¢ = 0, tem-se um problema de indice singular p = 3 e indice diferencial
v =3, pois:
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Diferencial Singular

Y =y,=0 yi—y,=0 0 0]
y—x=0 y—x=0 1 -1
y—g®)=0 y,—g®)=0 0 0|
»—y,=0 »w—y,=0 0 0]
y,-x=0 y,—x=0 1 -1
y, —&@)=0 y—&@)=0 0 0]
g0)-y,=0 g®)—y,=0 -1 0
#(t)—x=0 ) —x=0 0 -1
»—&0=0 y—g0=0 0 0
yz :g(t)

x=5(0) y=3 0=3

y1 :g(t)



4.6 Métodos Numéricos para Solucdo de Equacbes Diferenciais
Parciais

Uma equacao diferencial parcial linear de segunda ordem:

2 2 2
aa Zl+2b Ou +ca z+d%+ea—u+fu:g
ox oxoy Oy ox Oy

onde a, b, ¢, d, e, f, g sdo funcdes das variaveis independentes, € classificada como:

hiperbolica >0
parabdlica de acordo com b* —ac { =0
eliptica <0

Exemplo 4.5. PFR nao-isotérmico

Tor, vei
Cios Cho Car.» Crr
——»z 2A—5B —»>
Trl:r ] VO TL 5 'FL
Tm E] v\m
Figura 4.6: Reator PFR nao-isotérmico.
Consideragoes: —reacao irreversivel de 2* ordem em A

— fluxo empistonado

— concentragdes baixas de A ¢ B

— area da secdo transversal do reator constante

— parede metélica fina e com capacidade calorifica desprezivel
— sem acumulo de massa no reator

— AU ~AH

—~AD~0,AK~0

— V. cte, p, cte

— difusdo térmica na camisa desprezivel
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Reator:

B.M.: owp) _y
0z
B.M.C.: o, _0 D, 0C, ) _00vC,) -r,
ot 0Oz 0z Oz
0C, _ 0y 9Cy) A0Cy) 1y
ot 0Oz 0z Oz 2
pE: N2 )y, 40
ot 0z 0z 0z D,
Camisa:
B.M.: Yy _g
Oz
Oh oh, 40
B.E.: v = —(—v S e
P~ WPt D
Condic¢des de contorno:
v z=0 = vo ’ vw z=L = va
oC oC
C = C - D A ; 4 =0
v, Cp=(v A)|Z:0 ( A5, jz_o o |,
vo CBD = (V CB)| =0 _(DB aCB] 9 aCB = 0
= Z .o 0z |,_,
oT . ar )
v,p,Cp, T, =(vpC, T)|Z:0 —(kr Ejz_o ; EZ—L =05 T,
Cinética: r,=kC}
k=k, exp(-E/RT)
Transférencia de calor: o=U(T-T,)
2 2
Dimensdes: D, _D. =D
D[

Difusao: D,=f(T,C)) Entalpias: & ~AT)
DBzf(T’CB) hy, zﬂTw)
ky = f(T) ho ~f(T)

Massa especifica: p= f(7,C,,C,)

po :f(j—;’CAz)’CBo)
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Constantes: R k, E AH,, p,, U, D, D, D,

Especificacoes: t, z

Forcas motrizes: v, v,,;, Cyp Cpoo T, Ty

Condi¢do inicial:  Cy(z), Cy(2), 1(z), T, (2)

Para fluido incompressivel e com & = C(T — T,.), C, constante, D4, Dge kr
constantes:

» o

oz

oC, _D 0°C, __aC,

= v —-r

ot 4 622 oz

(a=Dy,b=0,c=0)

oC, _D 82CB 0C, +r_A
ot 5oz Oz 2

(a=Dp,b=0,c=0)

oT o'T oT 40 _ _ _
pCPEZkTg—VpCpE'F(_AHr)VA_E (a_kT)b_O)C_O)
ov, _0
oz

or oT. 40
C —r= C —2i+—= a=0,b=0,c=0
pw Dy at Vw pw Py 82 D ( )

eq

Portanto, para este exemplo tem-se E.D.P. parabolicas.

Os métods numéricos mais comumente usados para resolver E.D.P sdo:

diferencas finitas

elementos finitos

volumes finitos

aproximagao polinomial
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e diferencgas finitas: discretiza o operador diferencial via diferencgas finitas.
Para o exemplo:

2
M _pdt
ot ox
tem-se:
Uins Uiy D i:1,2,. ,N
: u., —2u, +u. ,
h 2 ( i+l,n in t—l,n) n= 0’ 1, 2, N
Férmulas de diferencas finitas:
* a esquerda (backward): ou s = W 9(Ax)
ox Ax

X

- & dircita (forward): 2| ~ B =y 9(ax)

ox

Xi

ou
ox

~ U, — Y

* central: L 9(Ax?)
2 Ax

Xi

2
5u|zuM—2%+%4

2 2
ax‘ Ax

X

* central de 2? ordem:

+9(Ax)

2 _ _
ou | Ui Ty g T U T Y,

I+ (| Ax |+ A )]

* central mista:

&@ﬂxN 4 Ax Ay
., ou u,—u,_
* passo variavel: —| =
ox X, —X,

Xi
* passo variavel de 2* ordem:

2
a”| z2{ Ui — U, _ U, —Ui,
2
Ox | (=X = X)) (g =X )X, — X))

Xi

Aplicando no exemplo acima (e comparando a integragdo implicita x explicita):

ui,n+l _ui,n _ D
h

« explicita: — (U, =2, +u, )+ (| h|+Ax?)

i-1,n

) L u, . —Uu D
« implicita: = e (W10 =20,

Uy )+ B( A +AX)

in+l
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» modificada (trapézios ou Crank-Nicolson):
ui,nH - ui,n _ D
ho2A

2 2
[(ui+l,n+l + ui+1,n) -2 (”i,n+1 + ui,n) + (ui—l,n+l +u,,, )N+3(h” + Ax7)

e elementos finitos: aproxima a varidvel dependente por um polindmio
continuo por partes:

(1) = 2 0,(04,()

onde ¢,(x) sdo fungdes conhecidas (bases) continuamente diferenciaveis por partes
e que satisfazem as condi¢des de contorno, e a,(¢) sdo coeficientes a determinar que
variam com ¢. A forma da determinacdo destes coeficientes € que caracteriza o
método de elementos finitos utilizado, tais como:

- método de Galerkin

- método da colocacgao

e meétodo das linhas (MOL): discretiza as derivadas espaciais, por um dos
procedimentos acima, obtendo um sistema de equacdes diferenciais ordindrias no
tempo. Por exemplo:

ou o’u
o o
usando diferencas finitas resulta em:

du, _ D

dt =E(ui+1_2ui+ui—1) , i=12,..,N.

O procedimento para resolver E.D.P. ¢ dependente do tipo de equacdo
(hiperbdlica, parabolica e eliptica). Por exemplo, aplicando o método das diferencgas
finitas para cada um destes tipos tem-se:

Eliptica:

Exemplo 4.6. Equagdo de Laplace bidimensional. Distribuicdo de temperatura
numa placa em estado estacionario.

o°’T 0T

VT=0=—S+-—=
ox~ oy

0
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7;+1,j _27;,]' +];71,j n T;,j+l _2];,1' +7;,j71 ~0
Ax? Ay
considerando Ax = Ay:
_ Lo, —Tn+T.,,-T ., _  média dos valores dos
" 4 pontos adjacentes

C.C.: T(x,1)=x(1-x)

T(x,0)=0

y,1)=T(»,0)=0
Y
0 3/16 1/4 3/16 0
0 Tis Tr; T3 0
O le Tzz T32 0 157111_8]112—’_]113:0

— | -8T, +16T, — 8T, =-3/16
0 Ty T3, T3, 0 T, —8T, +157,, =1
X

=0 0 0 o

Figura 4.7: Distribui¢dao de temperatura em uma
placa em regime estacionario.

solugao exata

5, =0,0212 (0,0194)
Ty, = 0,0547 (0,0513)
T»; = 0,1194 (0,1159)

T11:T31:0,0151 (0,0137)
T12 = T32 = 0,0391 (0,0364)
T13 = T33 = 0,0865 (0,0833)
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Parabolica:

Exemplo 4.7. Equagdo do calor unidimensional.

o’T _oT
o0—F =—
ox ot
7’;“’” _27—;,71 +T1"—l,n _ 1 (T T )
sz - (X.h in+l in
T;”Hl = mT;H,u + (1 - 2m)7—;,r1 + mT;—l,n

oh
onde m=—

(estavel se m<1/2)

X
(1,0 = g2(0)
=
S
I
)
e}
S~
t
1(0,0) = g1(2)

Figura 4.8: Padrio de evolucdo de equagdo parabolica.
Hiperbolico:

Exemplo 4.8. Equacdo da onda unidimensional

, 0% B 0%v
ox* ot
¢’ 1
A (vi+l,n - 2Vi,n + Vi—l,n) = F (vi,n+1 - 2Vi,n + Vi,n—l)
2 2
Vinet = 2(1-m )Vi,n +m (Vi+1,n + Vi—],n) ~Vin- (1)
272

onde m’=

> (estavel se m<1)
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v(1,0) = ga(t)

= x)

v(x,0) = Ax)

v(x,0)

v(0.0) = gi(?)

Figura 4.9: Padrao de evolugdo de equagao hiperbdlica.

ov

=
%0 ot

V., —V.
— e(xi) ~ il i,0

v(x,0)= v P
x;,0

ot

v, =V, +h0(x;), onde v, =d(x,)

Vit = Vi

v(x;,0)=0(x,) = 7

e pelaeq. (1)
v, =2(1- mz)vi,O +m’ (Vi+],0 + Vi-],o) Vi
2

Vit = (I- m’ )Vi,o + m? (Vi+1,0 + Vifl,o) —ho(x;)

v, = (1= m?)o(x,) +’”7(¢(x,»+1> +(x,) —h6(x)
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4.8 Simulacdo Dinadmica de Reatores Quimicos

Problema 4.1. Bateria de CSTRs isotérmicos com reacdes de 1* ordem e com
controlador “feedback” do tipo PI.

C C C C C
Mo CsTR Ml cstR 2 | cstR -
n 1 2 3
CAm sat
Controlador - Cus
PI < n

Figura 4.10: Série de reatores CSTR.

dC 1

TAI = T_1(CA0 _CAl)_kICAl

dC 1

—AZ:_(Cm_CAz)_kchz Ti:V;/F
d =,

dC,,

1
dt :T_3(CA2 - CA3)_k3CA3

ss I
C.p=Cip K, {e(r) o] e(&)da}
1
CAO = CAd + CAm

e(t)=Ci —Cy

Ex.: 1,=1=13=2min

ki =ky=k;=0,5min "’ K, =30 (ganho)

C41(0) = 0,4mol/m? 7;= Smin (tempo de integragao)
C4(0) = 0,2mol/m?

C(0) = 0,1mol/m? Cc? =0,Ilmol/m?

C;, = 0,4mol/m?

Cus =0,4mol/m* —= 0,6mol/m?
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Como: e(t) =%( jo e(g)dg) entdo, definindo ‘P(t):.[; e(8)dE

tem-se: d‘;’t(t) =e(t) com Y(0)=0

Problema 4.2. Reator catalitico de leito fixo usado na sintese de gas natural pelo
processo de metanacgao catalitica (catalisada por niquel) de diéxido de carbono.

<—— fluido refrigerante

termopares

Figura 4.11. Reator de metanagao catalitica.

k]PCO2 [_] moles C02 . kl — kloe—El/RT

= “E,/RT
1"’kchoz S 8ear ky=k,,e ™

A

Catalisador: Ni
Inerte: Alumina

Modelo: — parametros distribuidos
— heterogéneo (fase solida e gasosa)
— com desativacao do catalisador
— propriedades do gés sdo fungdes 7, P, x
— dindmica no poco de termopares (alta condugao axial)

— carga nao-uniforme do catalisador
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Consideracoes:

B.M.G.:

BMC02

— perfil radial uniforme
— reacao de metanacgdo € a Gnica que ocorre

— taxa de reacdo baseada nas concentracdes locais da fase
gasosa (efeitos de transferéncia de massa e energia
intraparticula e interparticula agregados em uma expressdo
global da taxa)

— leito uniforme de catalisador com uma pequena fragdo inicial
totalmente envenenada.

— velocidade do gés uniforme em cada se¢do radial

— fluxo massico total constante e igual a vazdo de alimentacao
dividida pela area da secdo radial. ( d(vp)/0z=0)

— gases ideais

— Tyarede = Thuido rer € Independente de z

— Transferéncia de calor por radiacao desprezivel
— coeficiente de transferéncia de calor constante

— sem difusao massica

o(v
(pg)—O = v, =G =cte; Pe _
0z € dt
ox ox = - - o
ep, = =-GZ_R M, f=—2
Peo T e e ( N%J
z=0:Xx=x,
pile,ng\Z/Mg ; i=CO,
X, =X-N; /N ; x,=N,/N,
N A
M, =M, =cte ; (M, N, =p,-V)
TO
ﬁA:a/_i
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B.E. fase gasosa:

ep.c. Lo _go ey 62Tg—(h a, \T.~T)~(h, a)T, ~T)~(h_a )T, ~T)
Pe Pg ot - Pe fy g g2 gy w/\ g w gt/ g t sgts N\ g s
o
Aoy =ty 2200 K ZESh(0,-T)=GC, (T, -T)
: or,
9., =4|._, > z=L: —k, > Zth(Tg—Ts)

B.E. fase sélida:

oT. o°T .
(1-¢)p,C, a; =k, ﬁz; —(h,,a (T, =T,)=(h,a, T, =T)) = (ha, T, —T,)+(-AH )R,
or,
z=0: k, > =h, (T, -T,)
z=L: —k aTS:h,(T—T)
s > sg K g

B.E. pog¢o de termopares:

or, . o°'T
pt pta_ttzkt azz _A(hs[as[)(z—; _T;)_A(hgtagt)(z—; _Tg)
z=0 I,=Tiy
z=1L: o1, =0
0z
2 _p2
onde A= w (relacao de volumes para converter a,)
(nR;)Az
Vp,(z=0 ) .
G= % (V' = vazao volumétrica do gés na alimentagao)
TR —nR;
p=xd22%) g 05
(1-2x)
i N[() r . . P
grau de avango: €= , onde o, ¢ coeficiente estequiométrico.

o,

1
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Ny, NT=NT0+ZG‘1'€
5=t % =x,—X
1-2x

R,=R,(1-v)$ p,¥(1-¢)

2
_ PCH4 'PH20

V= 4
K, P P

co, " H,

(equilibrio)

K
InK, =K, +—2*, constante de equilibrio.
g

0 se z<X X : regido envenenada
0(z) =

l se z>2X (comprimento da zona morta)
(fator de carga)

Y = fator de dilui¢do do catalisador (massa catalisador/massa sélido)

€ = fracdo de vazios

AHr:AHng+AH2; Cpg:Cpg]Tg+Cpg2
vP P M, =M,(1-28) = M,N,,=M,N,

P, == . P P

® RT, RIT, P=P(1-28)" = —=—

NTO NT

. P(z=L)-P(z=0) =

p=L=D 7 =9, p (z=0) (leva em conta a varia¢do do n°
total de moles de gas)
A 0
. . X Xco 0
Estequiometria: Xpp EX= =—2
a . =Y 1 05 1-25
Xy —48 o
Xy, = w Xco, = Xin
0
Xey +0
Xy =— P = Px;
CH, 1_ 28 i i
0
X0 t20
o128
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1 1
C,, = M_Z Cpo X Cppo = VZ Cpon
g 1

Xy, =1=(xXco, + X, +Xgy, +X,,), €xistente na alimentagdo para

controlar o perfil de temperatura do reator — reduz o “hot spot” (ponto de igni¢ao)
e desloca o pico para a saida do reator.

Ty(e = YE) VG

Zi =2z

sz(zl_): 2 y(zm)_y(zi)_y(Zi)_y(Zi—l)

(z1—2i) Zin T4 Z;—2Zi4
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4.9 Simulacdo Dindmica de Processos de Separacéao

Problema 4.3. Coluna de destilagdo multicomponente.

q1
/J\ A@/ > V1
L v
Foz I Vy _
I ’
qn
Figura 4.12. Coluna de destilagdo multicomponente.
V,-L-U -V =0
dxi i
Condensador < V,y,, —(L +U,)x,, —Viy,, =m, —
H, _(Ll +U1)hl -ViH,+4¢,=0
L,,—L,-V,=0
dxi N
Refervedor § Ly x, ., —LyX, v —Vyy,y =my dzi
Ly hy—Lyhy =V Hy +q, =0
Ly +Ve+F—-Lg—V; =0
. ~ dx, 5
Alimentagdo | Ly x5, + V¥, g0+ Fz, = LgX, s = Viy, g = mg—>

dt
Ly hs  + Vg Hg +Fhy —Lhg —VHg =0
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L +V. —L.-V.=0

P A 25 e B

dx,
. , . _ i,J
Demais estagios \ L, \x, , +V,., v, ,u—L;x,;,=V,y,,=m, %

L h_ +V, H,

JHITT 41

-Lh,—-V,H, =0

m=ms, j=2,3,.,N—1
Razao de refluxo: R=-; D=V,+U
Entalpias: H,=>y H,; h,=>xh,
i=1 i=1
H,,=[b,+T (b, +b,T)]

3%

hy=[a 47 (e rer)]

Equilibrio:  y;; = K;;x;;

K[jziexp 5,42 1—i
7P 7

Fragdes: > oy=1

Solugdo: Método de Runge-Kutta e ponto de bolha (BP).
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