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Em um reator não-isotérmico contínuo de tanque agitado, com diâmetros de 3.2 m, 

com controle de nível, alimentação do reagente puro à temperatura de 300 K, 

concentração de 300 kmol/m3 e vazão de 3,5 m3/h, ocorre uma reação de primeira 

ordem, cujo fator pré-exponencial é de 89 s-1, a energia de ativação vale  6 x 104 kJ/kmol 

e o calor da reação é de 7000 kJ/kmol. O reator é munido de camisa de troca térmica 

para controlar a temperatura do reator, com coeficiente global de transferência de calor 

U=300 kJ/(h.m2.K). Para a mistura reacional pode-se considerar massa específica 

constante de 1000 kg/m3 e calor específico constante de 4 kJ/kg K. A válvula de saída 

com abertura linear tem uma constante de 2.7 m2.5/h quando totalmente aberta.

– CSTR: Descrição do Processo –– CSTR: Descrição do Processo –
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• mistura perfeita no reator e na camisa;

• trabalho transferido pelo agitador desprezível;

• (-rA ) = k CA ;

• massa específica constante no reator e na camisa;

• coeficiente global de troca térmica constante;

• calor específico constante no reator e na camisa;

• fluidos incompressíveis;

• perdas de calor para as vizinhanças desprezíveis;

• (energia interna)  (entalpia);

• variação de energias potencial e cinética desprezíveis;

• volume da camisa constante;

• parede metálica fina e com capacidade calorífica desprezível. 

– CSTR: Hipóteses do Modelo –– CSTR: Hipóteses do Modelo –
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– CSTR: Modelagem –– CSTR: Modelagem –
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– CSTR: Modelagem –– CSTR: Modelagem –
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(5)onde

qr = (-Hr ) V (-rA )

k = k0 exp(–E/RT)

(-rA ) = k CA

V = A h

Fs = x Cv  h 

Tw = f(T) 

(7)

(6)

(8)

(10)

(12)

Controle de temperatura  (14)

At = A +  D h (11)

q = U At (T – Tw )

A =  D2/4 (9)

x = f(h) Controle de nível (13)

– CSTR: Modelagem –– CSTR: Modelagem –
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variáveis unidades de medida
Fe , Fs m3 s-1

V m3

t, 

 
s

CA , CAf kmol m-3

rA kmol m-3 s-1

 kg m-3

Cp kJ kg-1 K-1

T, Tf , Tw K
qr , q kJ s-1

U kJ m-2 K-1 s-1

At , A m2

h, D m
Cv m2.5 h-1

x –
Hr , E kJ kmol-1

R kJ kmol-1 K-1

k, k0 s-1

– CSTR: Análise de Consistência –– CSTR: Análise de Consistência –
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variáveis: Fe , Fs , V, t, CA , CAf , rA , , Cp, T, Tf , Tw , qr , q, U, At , A, h, D, Cv, x, Hr, E, R, k, k0 , 
 

27
constantes: , Cp, U, D, Cv, Hr, E, R, k0 

 
9

especificações: t 
 

1
forças motrizes: Fe , Tf , CAf 

 
3

variáveis a determinar: Fs , V, CA , rA , T, Tw , qr , q, A, At , h, x, k,  
 

14
equações: 14

Graus de Liberdade = variáveis – constantes – especificações – forças motrizes – 
equações = variáveis a determinar – equações = 27 – 9 – 1 – 3 – 14 = 0

Graus de Liberdade Dinâmicos (índice < 2) = equações diferenciais = 3 

Necessita 3 condições iniciais: h(0), CA (0), T(0)  3

– CSTR: Análise de Consistência –– CSTR: Análise de Consistência –
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Executando o EMSO

Abrir arquivo 
MSO

– CSTR: no EMSO –– CSTR: no EMSO –
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Análise de Consistência

Resultados
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incompatible 
units

– Checando Unidades de Medida –– Checando Unidades de Medida –
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Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
– CSTR não-isotérmico, malha aberta –

Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
– CSTR não-isotérmico, malha aberta –
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Exemplo: executar os flowsheets dos 
arquivos CSTR_noniso.mso e 
CSTR_sedo.mso e verificar que os 
resultados são os mesmos, pois no 
segundo as equações algébricas foram 
eliminadas por substituição direta nas 
equações, reduzindo de 18 equações 
algébrico-diferenciais para 3 equações 
diferenciais ordinárias.

Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
– CSTR não-isotérmico, malha aberta –

Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
– CSTR não-isotérmico, malha aberta –
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(i) Métodos de Passo Simples: quando o valor da variável dependente no final do 

intervalo depende apenas de valores no próprio intervalo: 

(ii)    Métodos de Passos Múltiplos: quando o valor da variável dependente não 

depende apenas do seu valor no início do intervalo, mas também de intervalos 

anteriores: 

Solução exata 
 
x(t)        com      x(0) = x0

Solução numérica  
 
{ti , ui } com      u0 = x0 i = 0, 1, ..., N

 1 1i i i iu g t , t ,u    

     1 1 2 2i i i i i i i m i mu g t , t ,u , t ,u , , t ,u        

Métodos numéricos para resolução de S.E.D.OMétodos numéricos para resolução de S.E.D.O

Quanto à dependência de valores anteriores da variável dependente:

0( , ) , (0)dx F t x x x
dt

 

   1 1i i i i iu g t ,u , t ,u    
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Métodos numéricos para resolução de S.E.D.OMétodos numéricos para resolução de S.E.D.O

(i) Métodos explícitos: quando o valor da variável dependente independe do seu valor no 

final do intervalo (solução direta). A estabilidade depende do tamanho do passo: 

Passo simples

Passos múltiplos

(ii) Métodos implícitos: quando o valor da variável dependente depende do seu valor no 

final do intervalo (solução iterativa). São métodos sempre estáveis: 

Passo simples

Passos múltiplos

 1 1i i i iu g t , t ,u    

     1 1 2 2i i i i i i i m i mu g t , t ,u , t ,u , , t ,u        

Quanto à dependência do valor atual da variável dependente:

       1 1 2 2i i i i i i i i m i mu g t ,u , t ,u , t ,u , , t ,u        

   1 1i i i i iu g t ,u , t ,u    
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Métodos numéricos para resolução de S.E.D.OMétodos numéricos para resolução de S.E.D.O

(i) Métodos de passo fixo: quando ti = ih, sendo h o intervalo de integração  

(ii) Métodos de passo variável: quando ti = ti-1 + hi , isto é o intervalo de integração h 

varia com i para controlar o erro da integração.

Quanto ao tamanho do passo de integração:

(i) Métodos de ordem fixa: quando a ordem da aproximação é mantida fixa 

(ii) Métodos de ordem variável: quando a ordem da aproximação é ajustada para 

controlar o erro da integração. 

Quanto à ordem da aproximação:
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Métodos numéricos para resolução de S.E.D.OMétodos numéricos para resolução de S.E.D.O
Euler explícito:  1 1 1,i i i iu u h f t u    

 1 ,i i i iu u h f t u  

final 0
0 0=1, 2, , =   com t ti n u x

h




    1 1 1, ,   
2i i i i i i
hu u f t u f t u     

Euler implícito: 

Crank-Nicolson: 

Runge-Kutta:  

 

1 1

1

1

1

 para =1, 2, , estágiosk i k i kj j

j

i i j j

j

g h f t c h,u a g k

u u w g



 









 
        
  

  







Adams-Bashforth: 

Adams-Moulton: 

1

1

m

i i m, j i j

j

u u h f 



    
1

1

0

m

i i m, j i j

j

ˆu u h f



 



    
1

0

1

k

i i , j i j i i , i i

j

u a u h b f t ,u



       BDF: 
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Métodos numéricos para resolução de S.E.D.OMétodos numéricos para resolução de S.E.D.O

Seleção do método de integração

A estabilidade dos métodos explícitos está garantida se o passo de integração 
for limitado por:

)( máx


ph

onde p é uma constante que depende do método (Euler = 2) e máx é o valor 
característico do sistema que apresenta a parte real de maior valor em módulo.

O tempo total de integração necessário para acompanhar toda a resposta 
dinâmica do sistema é dado por:

 min

5
totalt




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Métodos numéricos para resolução de S.E.D.OMétodos numéricos para resolução de S.E.D.O

Seleção do método de integração

Como o número de passos por um método de passo fixo é dado por:

Então um método explícito necessita:

Onde SR é chamado de razão de rigidez (Stiffness Ratio).

totaltN
h



 
 

max

min

5 5N SR
p p





   



3

6

20 não rígido
10 rígido
10 muito rígido

SR





Métodos explícitos

Métodos implícitos
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Métodos numéricos para resolução de S.E.D.OMétodos numéricos para resolução de S.E.D.O
Cálculo da razão de rigidez

0( , ) , (0)dx F t x x x
dt

  ( ) 0ssF x 

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

( )ss

f f f
x x x
f f fJ x
x x x
f f f
x x x

   
    
   

     
   
 
    

( ) 0ssJ x I 

 
 

max

min

SR







Nota: Uma maneira às vezes utilizada para contornar a rigidez do sistema é 
considerar a parte do sistema que tem a resposta mais rápida como se atingisse 
instantaneamente o estado estacionário final. Esta simplificação é chamada de 
suposição de estado quase-estacionário (QSSA: quasi steady-state assumption).
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LinearizaçãoLinearização
Geração de modelo linearizado em um ponto de operação.

DAE implícita:

Considerando as especificação como sendo as entradas, u(t), 
na seção SPECIFY do EMSO:

E identificando as variáveis que aparecem apenas na forma 
algébrica:

( ,́ , , , ) 0F x x y u t 

( ,́ , ) 0F x x t  

ˆ ˆ( ,́ , , ) 0F x x u t 
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Tira-se do diferencial de F:

a relação:

Que fazendo a partição:

Tem-se o sistema linearizado:

Linearização
´ 0x x y uF dx F dx F dy F du    

 1

x y x u

dx dx
F F F F

dy du




   
      

   

 1

x y x u

A B
F F F F

C D



 

     
 

'x A x Bu
y C x Du
 
 

(índice < 2)
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Exemplo teste em um modelo linear: solução exata!

Linearização
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Linearização
Verificação dos resultados para o caso de um modelo linear.
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Exemplo: executar o flowsheet do arquivo 
CSTR_linearize.mso com a opção 
Linearize = true e calcular os valores 
característicos da matriz Jacobiana 
(matriz A). Fazer o mesmo com o valor de 
Cp 10 vezes menor, i.e., 0,4 kJ / (kg K). 
Comparar a razão entre o maior e o 
menor valor característico em módulo. 
Analise também no MATLAB os exemplos 
dos arquivos run_cstr.m e 
run_cstr_qssa.m da pasta CSTR_ode.

Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
– CSTR não-isotérmico: linearização –

Sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
– CSTR não-isotérmico: linearização –
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 q, C 0

C

C

1

2

C 2

C 1V1

V2

q

q

Exemplo QSSAExemplo QSSA

  0)0(y com  )()(1)(
111

1  

 yDay

d
dy

 2
1 2 2 2

( ) 1 ( ) ( ) ( )  com y (0) 0dy y y Da y
d r

       


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Exemplo: execute no MATLAB os arquivos 
run_tank12.m (sistema completo) e run_tank_ss.m 
(considerando o primeiro reator em estado quase- 
estacionário) da pasta tanks e discuta os 
resultados.

Exemplo QSSAExemplo QSSA
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- Multiplicidade de estados estacionários

- Estabilidade

- Comportamentos dinâmicos complexos (ciclos limites, atratores estranhos)

- Sensibilidade paramétrica e às entradas

Analisando um Modelo DinâmicoAnalisando um Modelo Dinâmico
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Para o exemplo do reator CSTR, no estado estacionário:

Multiplicidade de Estados EstacionáriosMultiplicidade de Estados Estacionários

0

0

( )1 ( ) ( )

1

E
RT

r Aft
f w E

P RT
P

H k e CU AT T T T
V C

C k e






   

   
    

 

e

V
F

 

01

Af
A E

RT

C
C

k e



 
   

 
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Reescrevendo a equação do balanço de energia na forma:

Multiplicidade de Estados EstacionáriosMultiplicidade de Estados Estacionários

( ) ( )R GQ T Q T

0

0

( )
( )

1

E
RT

r Af
G E

RT
P

H k e C
Q T

C k e








 
    

 

Q T a T bR ( )  

a U A
V C

t

P
 

1
 

f t w

P

T U A Tb
V C

 
 

T

Q

QG

QR3QR2QR1

1 2

3

4

5

 






GR dQdQ

dT dT


estável:

GR dQdQ
dT dT



instável:
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Métodos numéricos para resolução de E.A.Métodos numéricos para resolução de E.A.

( , )dx F t x
dt

 ( ) 0F x 

( 1) ( )( ) , 0,1,2,k kx G x k   

Substituições sucessivas:

1( 1) ( ) ( ) ( )( ) ( ) , 0,1, 2,k k m kx x J x F x k
      Newton-Raphson:

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

k kk
i j j ik i

ij
j j

F x e F xF xJ x
x

  
 

 

( )max(| |, , 100 )k
j j absx     

e 0 1m k   

( ) 0F x  ( )x G x
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Métodos numéricos para resolução de E.A.Métodos numéricos para resolução de E.A.

Continuação homotópica: ( ; ) (1 ) ( ) ( ) 0 , 0 1H x p p F x p G x p     

(0) (0)( ) ( ) ( )G x J x x x 
(0)( ) ( ) ( )G x F x F x 

homotopia afim

homotopia de Newton

Continuação paramétrica: [ ( ); ( )] 0F x s p s 

Pode se obter múltiplas soluções variando continuamente o parâmetro p

Onde s é alguma parametrização, como por exemplo o 
comprimento de arco do caminho gerado 

( ) ( ) 0 , eF F dx dpx s p s x p
x p ds ds

 
   

 
   

F FDF
x p

  
    

derivada de Frechet
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Métodos numéricos para resolução de E.A.Métodos numéricos para resolução de E.A.
Para a continuação paramétrica necessita-se de algoritmos para realizar 
continuação em caminhos regulares, pontos limites (ou turning points) e pontos 
de bifurcação e suas ramificações:

Um ponto (xo , po ) é: 

( , )o oF x p
x




- Regular se                       for não-singular 

( , )o oF x p
x




- Ponto limite se                       for singular e DF tiver rank = n

( , )o oF x p
x




- Bifurcação se                       for singular e DF tiver rank < n

reparametrização

Software recomendado para continuação paramétrica 
(construção de diagramas de bifurcação) AUTO-DAE
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Soluções: 1) CA =   13,13 kmol/m3 e T = 659,46 K
2) CA = 132,87 kmol/m3 e T = 523,01 K
3) CA = 299,86 kmol/m3 e T = 332,72 K

Exemplo: a) executar o flowsheet do arquivo 
CSTR_noniso.mso com a condição inicial de 
578 K e compare com o resultado mudando a 
condição inicial para 579 K; b) obter os três 
estados estacionários usando o arquivo 
CSTR_sea.mso mudando a estimativa inicial 
para T e CA (na seção GUESS). Na pasta 
CSTR_nla o mesmo pode ser feito no MATLAB 
com os métodos de Newton-Raphson e 
substituições sucessivas (run_fcstr.m, 
run_f2cstr.m).

Multiplicidade de Estados EstacionáriosMultiplicidade de Estados Estacionários
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)(tx

( )dx F x
dt

 0 0( ) ( )x t y t   ( ) ( )x t y t  

Estabilidade de Liapunov: é dito ser estável (ou Liapunov estável) se, 
dado 

 
> 0, existe um 

 
= () > 0, tal que, para qualquer outra solução, y(t), de

satisfazendo , então para t > t0.
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)(tx

0 0( ) ( )x t y t b 
Estabilidade assintótica: é dito ser estável assintoticamente se ele é 
Liapunov estável e existe uma constante b > 0 tal que, se
então 0)()(lim 


tytx

t

( ) ( ) ( )y t x t x t Definindo as variáveis desvio:

 2[ ( )]( ) ( ( ))dx F x tF x F x t y O y
dt x


    



( ( ) )dx dx dy F x t y
dt dt dt

   

Expandindo em série de Taylor:

Linearização: [ ( )] ( )dy J x t y A t y
dt

   
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( )x tPara um ponto de equilíbrio        = x*, a sua estabilidade está caracterizada pelos 

valores característicos da matriz Jacobiana J(x*) = A:

 x* é um ponto fixo hiperbólico se nenhum dos valores característicos de 
J(x*) têm parte real zero.


 

x* é um centro se os valores característicos são puramente imaginários 
(diferente de zero e parte real igual a zero). Ponto fixo não-hiperbólico.

 x* é um ponto sela, instável, se alguns dos valores característicos têm 
parte real > 0 e os demais têm parte real < 0.

 x* é um ponto tipo nó estável ou atrator ou sumidouro se todos os valores 
característicos têm parte real < 0.


 

x* é um ponto tipo nó instável ou repulsor ou fonte se pelo menos um valor 
característico tem parte real > 0.



40

Análise de EstabilidadeAnálise de Estabilidade
Para um sistema linear de segunda ordem:

2det( ) ( ) det( ) 0A I tr A A      
2( ) ( ) 4det( )

2
tr A tr A A 

 
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0 0( ) , (0)
E

RTeA
A A A A Af

FdC C C k e C C C
dt V



   

0
0

( ) ( )( ) , (0)

E
R T

e r A t w
f

p p

F H k e C UA T TdT T T T T
dt V C V C



 
    

 

Análise de EstabilidadeAnálise de Estabilidade
Para o exemplo do reator CSTR, considerando volume constante:

0 02

0 0
2

( , )
( ) ( )

E E
R T R Te

A

E EA
R T R T

r e r A t

p p p

F Ek e k e C
V R T

J C T
H k e F H k e C UAE

C V R T C V C

 

 

 
   

 
  
  

   
    
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3 4

3 4

1.6458 10 3.4282 10
(13.13, 659.46)

2.7542 10 4.8934 10
J

 

 

    
    

4 4

4 4

1.6260 10 3.1753 10
(132.87, 523.01)

1.5852 10 4.4509 10
J

 

 

    
    

5 7

8 4

7.2050 10 6.6220 10
(299.86, 332.72)

5.9285 10 1.0944 10
J

 

 

    
     

5

4

7.2051 10
1.0944 10





  
    



5

4

6.3659 10
3.4614 10





  
   



3

4

1.0205 10
1.3604 10





  
    



2) Ponto sela, instável

1) Nó estável

3) Nó estável
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arquivo: CSTR_nla/traj_cstr.m
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ExercíciosExercícios

1) Usando o arquivo CSTR_noniso.mso com uma abertura de 
válvula de 90% (x = 0,9), verifique se ocorre a existência de 
multiplicidade de soluções e compare o comportamento do 
reator com o caso original;

2) Apresentar os resultados dos exemplos dos slides 27 e o caso 
(a) do slide 36.
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Exemplo: executar o flowsheet do arquivo 
CSTR_noniso_pid.mso e analisar os efeitos 
dos parâmetros dos controladores.

CSTR não-isotérmico com controleCSTR não-isotérmico com controle
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