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Método da Aproximacdo Polinomial Aplicado a Problemas Unidirecionais sem Simetria

1. Equac0es Diferenciais Ordindrias — Problemas de Valores no Contorno

Estrutura Geral do Problema:

dy(x) _, d?y(x) _ (1)
dx =A dX2 f[X,y(X)]

no dominio : 0 <x <1, A : constante ndo negativa.
Sujeita as condi¢des de contorno:

cct: . YW @2)
dx

+ y(x)|x_0 =1
x=0

ccz: . ) (2:0)
dx

=0

x=1

Propondo-se a aproximagéo polinomial de grau n+1 em x para y(x):

n+1

v =y 0 = 2i(x)-y
j=0
onde: #;j(x):polindmio em x de grau n+1, tal que:

3)

1 parai=j
2i(xi)=38j j ={ P = [funcdo & de Kronecker];
’ 0 parai# ]
Yj :y(”)(xj)e 0=Xg <Xy <Xp <--Xp <Xpyg =1
Esta aproximacao, satisfazendo a CC2 com A=0, pode também ser representada na

forma:

n
¥ =y ) =co+@-x)° D cj-xI T =y 2y PO =co +ey e

j=1
(n+1)
dyo9| Vel o,
X |y=1 dx <20
obrigando esta aproximagédo satisfazer a CC1, isto é: —k-% +y(x)|x_0 =1,
X Ix=0 -

resulta: —A-(Cy —2-¢q)+(co+¢1)=1=¢o =1-(1+2-1)-c; +A-Cy, que substituido na

expressao de y™?(x), resulta em:
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yM D (x,c) =1+ [(1—x)2 —(1+ ZX)J-cl + [(1—x)2 - X +kJ-02 +

+(1-x)? -ch x1-1 (4)

j=3

Note que nesta forma, a aproximacgdo polinomial y™?(x) satisfaz as duas condicdes de
contorno associadas ao problemal
A substituicdo da aproximacéo polinomial y™%(x) na equacéo diferencial (1) da

origem & expressdo do Residuo da aproximacéo, definido por:

dy(n+1) (X, C) By d2y(n +1

)
R(n+l) (X,C) — Z(XIC) +f X,y(n+1) (X,C)

dx dx (5)
Este residuo mede a qualidade da aproximacéo ponto a ponto do intervalo:
0 <x <1, para quantifica-lo globalmente, associa-se a seguinte forma integral:
x=1
R}”“)(c): jmj(x)-R(”+1>(x,c)-deo (6)
x=0

paraj=1,2,..,n
R}”*l) (c) é chamado de j’ésimo Residuo Ponderado da aproximagéo, onde wj(x)é

0 j’ésimo peso do residuo e é o que caracteriza o tipo do método dentro da classe geral de

métodos denominados como Métodos dos Residuos Ponderados. Assim, © j(x) associa-se

aos dois Métodos dos Residuos Ponderados:
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;j(x) Método dos Residuos
Ponderados
x -1 Método dos (7-a)
Momentos
v - Método de Galerkin (7-b)
o (0 (1 x)2 (1+22) pa_raj_l
T’: (1—x)*-x+A paraj=2
) (1-x)?-xJ1 paraj=3,---n

O valor do Valor Médio do Quadrado do Residuo sera considerado na avaliagdo do

desempenho do método, sendo este valor dado por:

X=1
EWMQZIhmm“@F“X (8)

x=0

1-)  Método dos Momentos

Neste caso:
x=1
RM©= [} RODxe)-dx=0 ©)
x=0
paraj=1,2,..,n

Quando a fungdo: f[x,y(u)]=f[y(x)]= g +a - y(x) sendoog e oy constantes, o
residuo R(”+1)(x,c) sera uma funcdo polinomial em x com 0 mesmo grau n+l de

y(“+1) (x,c). Desta forma, o integrando de (9) xJ~1. p(n+1) (x,c) serd um polindmio em x
de grau n+j como j varia de 1 a n, 0 maior grau assumido por este termo é: 2n. Desta forma
a integral em (9) pode, no caso linear, ser avaliada exatamente por quadratura de Gauss-

Lobatto, resultando na expressao:

n+l .
1 -1
R"(c)= > Hxl ™ R =0

izo (10)
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paraj=1,2, .., n, onde R; = R (x; c)
Onde: 0 < X1 <Xy <---X,, <1 séo as n raizes de Pr(,l*l)(x), X0=0 , Xn+1=1 e verificando-se a
igualdade caso: f[x,y(u)]=f[y(x)]= og + a1 - y(x),sendo ag e oy constantes.

As Eq. (10) déo origem a um sistema linear de n equacbes e n+2 incognitas:

Ry, R;,--,R,,,R,,,1. Resolvendo este sistema em Rjy,---,R, , expressando-0s em

termosde Ry e R, 1, tem-se:

R =Vjo Ry +Vj1 Ry g parai=1,2,..,n (11)
Ho Hpi
i 0 H
onde:V=Gt.p sendo:Gi,j:Hj-x'j_l,P:— .o
0 Hpy

Se a Equacdo (11) for satisfeita, pode-se assegurar que todos os residuos ponderados,
RJ(”) (c), sédo aproximadamente nulos, sendo estes exatamente nulos se

flu, y(u)] = f[y(u)] = og + oy - y(u), onde o € o sao constantes.

Substituindo em (11), as expressdes dos residuos, m vista de:

d (n+1) X,C n+1 d2 (n+1) X,C n+l
YD) =yis P RO YAy e D S ey e
X i dx i
Xj J_O Xj J_O
n+1
se: R =R(n+l)(xi,c) = Zci,j Yij +f[xi’Yi]’ onde: Ci,j =Ai,j _K'Bi,j’
j=0

e, rearranjando a expressdo resultante, resulta:

n+l
D Cijyj+ i yil-Vio - flxo,¥o]- Via - flXn1, Vi =0 parai=1,2,- (12)
0

onde: Cik,j = Ci,j -Vio 'Ci,O - Vi1 ‘Ci,n+1

Além destas equagdes, tem-se, em vista de: y(0)= y™*D (xq) =y,
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n+1

=2 Ao0jyj] e
XOZO J:O

N dy(n+1) (X, C)

dy(x
y(1)= y(+D) (Xn+1) =¥Yn11 : dy(x) = q
x=0 X

dx

n+1
= ZAnJrl,j *Yjque substituidas em ( 2-a) e (2-b) da
Xp4=1 i=0

dy(|  _dy" P (x,c)
dx |1 dx

n+1 n+1
origema: —A- ZAO,j YitYns=1lenr: ZAn+l,j -y =0 resulta no sistema algébrico
j=0 j=0

ndo linear de n+2 equacdes e n+2 incognitas [ Yo, Y1, Y2, «oees Yn » Yol

n+l
—K'ZAo,j Yj+Yyo=1
=0
n+l
ZC}"J -y +flyil-Vio flyol-Viz - flyns1] =Oparai=1,2,---.n (13)
j=0
n+1

K'ZAn+1,j'Yj=0
j=0

que pode ser resolvido pelo método de Newton-Raphson.
2-)  Método de Galerkin
Neste caso:

X=

R1(n+1) (C) _ J‘[(l_x)z _(1+ 2)\’)]R(n+1) (X,C) -dx=0
x=0
R£n+l) () = I[(l_X)Z X +K]-R(n+1) (x,c)-dx=0
e (14)
1 .
@-x)?-xIH RO (x,¢) - dx = 0
0

X
RJ(n+1) (€)=

X

[| &= |

paraj=3,..,n

Quando a fungdo: f[x,y(u)]=f[y(x)]=og +a -y(x) sendoog e oy constantes, o
residuo R(”+1)(x,c) sera uma funcdo polinomial em x com o mesmo grau n+l de

y™*1 (x,c). Desta forma, o integrando de (9) 1—x)* -xI™*- R (x,c), para n>2, sera
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um polindmio em x de grau n+j+2 como j varia de 3 a n, 0 maior grau assumido por este
termo é: 2n+2. Desta forma a integral em (14) pode, no caso linear, ser avaliada

exatamente por quadratura de Gauss-Lobatto, até j igual a n-1, resultando na expresséo:

+1
R (o) = nZHi Jo-xi? - 20 & =0

i=0
R(n+1)(c)~n+1H- [(1 )2y ] _
2 :Z I- —XI) ‘X|+7\’.R|=0 (15)
i=0
R(n+1)(c)~n+1H. 1-x 2 L1l p _ .
j =z:|'—XJ~Xi-Rr=0pmm-3wqu
i=0

onde R; = R (x; )
O «ultimo residuo ponderado ndo pode ser computado pela aplicacdo direta do

método de quadratura de Gauss-Lobatto, pois o integrando &, neste caso,

(1-x)?-x"1. R (x c), um polindmio em x de grau 2n+2 cujo coeficiente de x2"*2

R, dp nodal (X)

4 J . .
: —=,onde: o; = =0,1,---,n, 1
é j:Eoo‘j onde: o] ™ para j n(n+1) e

Xj

Prodal () = (X=Xg)- (X =xq)- -+~ (x =% )- (x=Xp41) = X (x~1)-p§ (x)
sendo: 0 <Xy <Xp <---Xp <1 asn raizes de Pr(]l’l)(x), Xo=0, Xp+1=1.
n+l1R.
Assim: (1-x)7 - x"L RO (x,0) = F L | x2NF2 4
. (03
j=0"1
1 _d2n+2[(1—x)2 x"-1. g(n+1) (X,C)}

n+l1R.
_|SRi|
© (2n+2) dx2n+2 [Z }

j=0 %]

mas da expressdo geral da quadratura de Gauss-Lobatto:

X= n+1 x=1

1 ) 1 d2”+2f(t)|
XJ:.;(X)-dx—§H1~f(xj)+(2n+2)!. 2 ‘

X-(x—1)- [p%l'l) (x)]2 -dx , assim:

—_—

t=¢ x=0
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x=1 n+l
RI"D(c) = _[(1 x)? - ”_1-R(”+1)(x,c)-dx:ZHj-(l—xj)Z-x?_l-Rj+
X= j=0

I’l+1R - 2
+[Z—JJ j -(x—l)-[pgl'l)(x)] -dx
. o
j=0")
Identificando:

(1_X0)2'X8_1:0 ;(l_xn+1)2 Xn+1—0 €

x=1
J- x-(1-x)- [pgl,l) (x)] 2 dx=C{ = r(];[(: :;))"](22(2 : §))'I |

x=0
tem-se
1) n c@y c@y
R (c) = Ry + Y| Hj-l-x; P I E LRy Ry =0
Ao =1 aj Ont1
Deste modo, € possivel representar os dois métodos na forma geral:
(n+1) n+1
R" ()= GjjRj=0 parai=1,..,n (16)
j=0

onde R; = R("D (xj,c)

Os elementos da matriz G sao:

e Meétodo dos Momentos
Gj,j=Hj x para|-12
e Método de Galerkin
Gy = Hij-fi-x; P -+ 22)
Gaj=Hj [a-x;f xj+2
Gjj=Hj -(1—xj)2 -xij_l parai=3, 4, ...,n-1

ci

o

Gn,j ZHj-(l—Xj)z.x?—l_

O sistema linear (16) pode ser resolvido em : Ry, R5,---Ry,, resultando em:
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R =Vio-Ry+Vj1 Ry parai=1,2,..n (17)
onde:V = Q_l-P
Gio Ginn

G G
sendo: Qj j =Gj j parai,j=1,---,n e P=- :2’0 2’:n+1

Gn,O Gn,n+1

Resultando no sistema algébrico néo linear de n+2 equacgdes e n+2 incognitas [ Yo,

Yi,Y2, ey Yoo You1]

n+1
Y Cij-yj =flxiyil-Vio fxo.Yol- Vi1 flXns1, Yns1] parai=1,2,--.n
j=0
n+1
=% 2 Ao Yj+Yo =1 (18)
=0
n+1
A AnsyjYj=0
j=0

Onde: Cij =Cj j—Vio-Cio—Vi1-Cins1

que pode ser resolvido pelo método de Newton-Raphson.

2. Equacdes Diferenciais Parciais Parabdlicas — o Método das Linhas

Estrutura Geral do Problema:

oy(x,t)  ay(x,t) . 8%y(xt) (1)
a o ox = ox2 —flx,y(x, 1)

no dominio: 0<x<1et>0.

Sujeita as condicdes :

X, t (2-a)
TR R "
Condigdes de contorno: . x=0
CC2:\- Yy =0 (2-h)
OX  |y—1
para t>0
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Condicao Inicial: y(x,t),_, = Yinic(x) para 0<x<1 (2-c)

A aplicacdo do método da aproximacdo polinomial é no caso transiente analoga a do
caso estacionario, isto é: aplica-se a aproximag&o polinomial a varidvel y(x,t) na variavel x
e a equacdo diferencial parcial original se transforma em um sistema de n equacfes
diferenciais ordinarias em t acoplado a duas equacdes algébricas relativas as condi¢des de
contorno 1 e 2. Entdo a aproximacao polinomial de grau n+1 em x de y(x,t) sera:

(n+1) n+1 3
+
yot) =2y ™ (x 0 = Y 25(x)-yj(t)
j=0

Assim, identifica-se a expressdo do residuo por:

ROD(x,y) - ¥ 00y Ty, BYTD0y) o oy )]
’ ot OX ox2 4)
de (3), t ~R("Y i), S, (t)+F[xi, yi(t)]
e de (3), tem-se: (Xj,y) = it +Z ij o Yjl+Txyilt
j=0

onde: Ci,j :Ai,j _}"'Bi,j'

A aplicacdo do método do residuo ponderado aplicado a aproximacdo polinomial
(3), da origem ao sistema de equacdes algébrico diferenciais:
n+1

dy;(t) dyo(t) dy 1
#_Vi,O'T Vi1- n+ +ZCIJ YJ

=f[Xi,yi(t)]—Vi,o 'f[XOA/o( )]— il 'f[xn+1-Yn+1( )] parai=1,2,---,n
n+l (5)
=% Agj-Yjlt)+yolt)=1
j=0
n+l
}\"ZAn-Fl,j ‘Yj(t)=

i=0

sujeito as condigdes iniciais: y;(0) = Yinic (Xj) parai=0,1,---,n,n +1
Onde: C?‘,j =Cjj—Vio-Cio—Vi1:Cins1 € as demais matrizes envolvidas

expressas e/ou calculadas de formas analogas as apresentadas no caso estacionario.
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EXERCICIO DE TREINAMENTO

Resolver o problema (simulacéo da partida de um reator com disperséo axial e isotérmico):

ay(x,1) |, ay(x,1) ., a%y(x.b) (1)
ot + OX =M a)(2 f[Xv Y(X’ t)]

no dominio: 0<x<1et>0.

Sujeita as condicdes :

2-a
CC1:-%~% +y(x,t), g =1 @)
Condigdes de contorno: (th) x=0 para t>0
cc2: AU g (2-b)
X x=1
Condigéo Inicial: y(x,t),_, =0 para 0<x <1
(2-c)

Resolva seu problema por aproximacdo polinomial global, para diferentes valores do
parametro A (analise também o0s casos extremos: A=0 e A—>).

Considere as duas formas de f(x,y):

eyt

e diferentes valores de Da (nimero de Damkdhler: parametro positivo!) e m (ordem da

Da-y(x,t) (caso linear!)
Da-[y(x,t)]™ (reagdoirreversivel de ordem m > 0)

reacao).
Verifique em que casos as oscilacdes nos perfis de concentragdo , advindos da

aproximacao polinomial, séo significativas.
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