COQ-862 — Métodos Numéricos para Sistemas Distribuidos

Exemplos llustrativos de EDO com Problemas de Valores no Contorno

1-) Modelo estacionario do reator com disperséo isotérmico.

Como o objetivo deste estudo de caso € ilustrar 0 novo procedimento e avaliar o
seu desempenho, consideraremos um exemplo que apresenta solucao analitica. Assim, 0
modelo € constituido por uma equacdo diferencial ordinéria de segunda ordem que
descreve a variacdo com z da concentracdo do reagente:

dy(z) _i_dZY(Z)
dz Pe dz°
contorno:

—Da-y(z), definida no dominio: 0<z<1 e sujeita as condicGes de

CCl1: na entrada do reator: z =0: —im

Pe dz

. 1 z

CC2: na saida do reator: z = 1: —- ay(2) =0.
Pe dz |,

Os valores caracteristicos do problema sao as raizes de:

—2-Da

jj_:—
1+ /1+4-Da
Pe

-2-Da

T
1- ﬁ+4.Da
Pe

. -4 -k e 1
Assim: y(z)=c,-e** +c,-e** sendo: Pe Pe |- :( ),quando
Al-e”1 ﬂ,z-eﬂ’z C, 0

+y(@), =1

z=0

P,(1)=4%-Pe-1-Da-Pe=0=

—Da-z

Pe>w: y(z)=e
Para resolver numericamente as equacdes diferenciais desse exemplo, definem-se as

seguintes varidveis de estado: y(z) eu(z)=y(z)—Pie-¥, resultando em:
dy(z) 1 dy(2)
T:Pe‘[y(z)—u(z)] ¥(2)-5s =g =)
du(z) du(z)
-~ _Da- Y _Dpa.
& y(2) i a-y(z)

CC1: naentrada do reator: z =0: u(0) =1

CC2: nasaidadoreator: z=1: y(1) =u(d)

Resolucgdo por aproximacéo polinomial global+ método dos momentos
Considerando a aproximagao polinomial de grau n+1 de y(z):

n+1

y(2) = y"(z) = le (z)-y, . Satisfazendo as condicBes de contorno originais:
=0

n+1 n+1

— 1 _ A v =
CCl.z—Oa—P—e-;Ab‘j-yﬁyO_l eCC2:z=1—> ™= ;AHH y; =0.

A substituicao da aproximacao y("*l)(z) na equacdo diferencial original da origem a
expresséo do residuo:
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n+1l n+1
B.
R (7) = le (Z){Z[P;ek_ j,k) y, —Da- yj} que é também uma fungio
j=0 k=0

polinomial de grau n+1 de z. Aplicando o método dos momentos e computando as

integrais correspondentes por quadratura de Lobatto, obtém-se:

n+1 ) n+1 B
Za)j-x;‘l-{Z[P;;—A J-yk—Da-yJ}:O parai= 1, 2,

j=0
Dando origem ao sistema algébrico linear de dimensao n+2:

n+1

ZAO Yy Yo =1
n+l ) n+l B.
ij.xz_l.{Z{%_ j’k].yk_Da.yj:|:0 parai= 1, 2,

k=0

_Z Ay =0
+1, y]
Pe =
Quando Pe — oo a ultima linha da matriz caracteristica do sistema algébrico
acima é nula tornando assim a matriz singular e o sistema ndo apresenta solucéo.

Resolucédo por aproximacao polinomial global aplicada as variaveis de estado+ método
dos momentos

Considerando a aproximacédo polinomial de grau n+1 de u(z):

n+1

u@z)=u™(@)="» 1,(z)-u;, com u, =1.
jZoJ i 0

i dy(n+1) (Z)

Substituindo essa aproximacao na equacao: y(”+1)(z) 5 r
e z

_ u(n+1) (Z) .
n+1
2143 x X s o y(nH) — a.aPez .
Essa Ultima equacdo apresenta a solugdo analitica: y© 7(z)=a-e™"+ » I, (z) v;,em
j=0
que os valores de v; sdo calculados atraves da resolucao do sistema algebrico linear:

n+1

Z— v, =Uu parai = 0,1 ---, n+1.

Além disso, como: y() =u() =>a-e™+ov, ,=u , —»>a=(u.,—v,,,)e ", resultando
n+1 n+1 n+1

n+1

1 —P l
n+ (Z) ( n+l n+1 ¢ Z ZI

Quando Pe — o, obtém-se v, :ui parai = 0, 1, ---, n+1 e, em consequéncia:

n+1

y(n+l)(z):u(n+1)(z):Z|j (Z).yj e yO :Uo =1.
=0

As substituices das expressdes de u™(z) e y"(z) em dl:j(z) =—-Da-y(z) déo
z

origem a expressao do residuo:
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n+1 n+1
R (z) = le (Z){Z AU+ Da-vj}+ Da-(Up,, —vnﬂ)-efpe'(lfz)
j=0 k=0
z=1
Considerando o0 momento de ordem k do residuo: R, = I z -ER(”“)(Z)-dz que pode ser

z=0
n+1

computado por quadratura de Gauss-Lobatto na forma: R, = Za)j : zf -*R("”)(zj) :
j=0
Anulando os n primeiros momentos, obtém-se o sistema algébrico:

n+1

Ak . _ .
vi—;;P—e-vk—ui parai = 0,1 ---, n+1

n+1 n+1 .
Za)j -2 '{ZAJFK U, +Da-vJ}+ Da-(Uy,, — vy ) I, =0parak= 0, ---,n
k=0

j=0

1 1
el pe(lz 1-e™ 1-k-I
Emque: uy=1lel, :Izke Pe(t )-dz:>IO=Ie i Y B SS
’ ’ Pe Pe
Que € um sistema algebrico linear de dimensdo 2-n+3 cujas incégnitas sdo:
v, parai = 0,1 ---, n+leuy, parai = 1, ---, n+1.

n+1
Quando Pe—co obtém-se: %" (z))= > A, -u, +Da-v;, resultando no
k=0
sistema algébrico linear:
v,=u, parai = 0,1 ---, n+1

n+l n+1

, com u, =1,
Za)j-z?-{ZAj,k-ukJrDa-vj}:O parak = 0, ---, N °
j=0 k=0

Que é um sistema algébrico linear de dimensdo 2-n+3 ndo singular!

i-) Exemplo numérico 1. Pe=10e Da=5. Com n=4 a aproximacdo dos perfis de
concentracdo é bastante boa, entretanto a integral do erro quadratico do método dos

momentos convencional € igual a 5,14-10 e o do método dos momentos aplicado as

aproximagdes polinomiais das variaveis de estado é igual a 1,28-10". Outra vantagem

desse ultimo método é a anulacdo dos residuos em cinco pontos no lugar dos quatro
pontos do primeiro método, tais residuos sao apresentados na figura a sequir.

1

ii-) Exemplo numérico 2. Pe=10° e Da=20. Com n=10 a aproximagio dos perfis
de concentracdo € bastante boa, entretanto a integral do erro quadratico do método dos

3
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momentos convencional é igual a 9,96-10° e o do método dos momentos aplicado as

aproximagdes polinomiais das variaveis de estado ¢ igual a8,68-10®. Outra vantagem

desse Gltimo método é a anulacdo dos residuos em onze pontos no lugar dos dez pontos
do primeiro método, tais residuos sdo apresentados na figura a seguir.

0 02 04 0.6 0.8

z

O fato de o dltimo procedimento anular o residuo em n+1 pontos pode ser
z=1

explicado pelo fato das integrais Rk:jzk-ﬁi("+l)(z)-dz serem nulas para

z=0
k=20, ---,n, o computo dessas integrais por quadratura de Lobatto equivale a

aproximar o residuo R"*Y(z) por um polindmio de grau n+1emz, como o polindmio
z=1

de Legendre de n+1 apresenta a propriedade: I z*-P_,(2)-dz =0 parak <n o residuo
z=0

R"(z) serd nulo nas n+1 raizesde P..(z). Sendo assim, o método pode ser

considerado como quase equivalente ao método de colocagdo adotando como pontos de
colocacdo as n+1 raizes do polindmio de Legendre de grau n+1. Dando origem assim as

equacdes algébricas:

Em que: u,=1e 0<Z <2,<---<2,,, <1 séo as n+1 raizes do polinbmio de

Legendre de grau n+1. Nas figuras abaixo os dois métodos de calcular os momentos
nulos, dos dois exemplos numéricos anteriores, sao confrontados. Os pontos nas figuras
sdo as n+1 raizes do polindmio de Legendre de grau n+1.

0 03 0 03
0y 0y
F o0 oo
Py Py

0 02 04 0.6 08 0 02 04 0.6 0.8

Z'Z'XLB_E Z.Z.XLEg
2-) Modelo transiente da partida de um reator tubular com disperséo isotérmico.
Neste caso o modelo é constituido por uma equagdo diferencial parcial de
segunda ordem que descreve a variagdo com z e t da concentracdo do reagente:

n+1 Aﬁ
v,— Y —%.p =u parai = 0,1, -, n+1
e Pe
n+1 n+1 X
SR(n+l)(2k+1)=ZIj(2k+l)- ZA“ -U; + Da-v, +Da-(um—vn+l)-e‘Pe'(1‘zk+1):0 parak = 0, -
j=0 i=0

, N
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Y@ty _ 1 2y
ot oz Pe oz’
Sujeita as condigdes:

—Da-y(z,t), definida no dominio: 0<z<l e t>0.

CC1: na entrada do reator: z =0: _ 1 v@y + y(z,t)| =1
Pe oz |, =0
CC2: na saida do reator: z = 1: 1 @Y =0.
Pe oz |,
E & condic#o inicial: y(z,1)|_, =0.
- — 1 oy(z,t) N
Com a definicdo da variavel: u(z,t) = ——-a—+ y(z,t) reescrevem-se as equacdes
e

do problema na forma:

1 oy(zt) _
y(z,t)—P—e-T_u(z,t)

oy(z,t) ou(z,t) B
o + pe +Da-y(z,t)=0

Sujeitas as condigdes:
CC1: na entrada do reator: z =0: u(z,t)|2:0 =1

CC2: na saida do reator: z = 1: u(z,t)|_, = y(z,t)|_,.
E & condicéo inicial: y(z,t)|_, =0 e. u(zt)|_, =0

Resolucdo por aproximacao polinomial global+ método dos momentos
Considerando a aproximagéo polinomial de grau n+1 de y(z,t):
n+1

y(z,t) = y"™(z,t) = le (z)-y;(t). Satisfazendo as condi¢Ges de contorno originais:

j=0
1 n+l 1 n+l
cCl: z:Oa—%.;Awyj (t)+y,(t)=1eCC2: 2= 1%—%-;%” -y, (t)=0.

Obtém-se, da mesma forma que a do problema estacionario, as equacdes diferenciais
ordinarias:

dY (t) n+1 . n+l
#z—Da-Yk (t)—ZDk]i -y, (t)parak = 0, 1, ..., n—1, sendo: D, ; =Za)j -2¥-Cy;

i=0 j=0
n+1

Em que: Y, (t):Z:a)j-z?-yj (t) parak= 0,1, ..., n—1.
j=0

Para calcular os valores de vy, (t) [i= 0, 1, ---, n], resolve-se o sistema algébrico
linear:
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Za)j-z';-yj(t)=Yk(t) parak= 0,1 ..., n—1
-0

n+1

- 5 2 A Y (1)=0

Resolucdo por aproximacdo polinomial global aplicada as variaveis de estado+ método
dos momentos
Considerando a aproximacgao polinomial de grau n+1 em z de u(z,t):

n+1
u(z,t) =u™(z,t) = le (z)-u;(t), com uy(t)=1.
j=0
_ . s . (n+]) 1 oy (z,1) (n+1)
Substituindo essa aproximacao na equagéo: y' (z,t) —P—e-a—’ =u""(z,t).
z

Essa ultima equacdo apresenta a solucdo analitica:

n+1

y"(z,1) = a(t ZI , em que os valores de v, (t) séo calculados

através da resolucédo do S|stema algébrico linear:

n+l

AR Ak, v (t)=u;(t) parai = 0,1, ---, n+1.
e Pe

Além disso, como:

u(z,t)|,_, =yt _ =a(t)-e™+v,,(t)=u, (t)>a(t)=[u,,(t)-v,,(t)]-e",

resultando em: y("”)(z,t):[um(t)—vnﬂ(t)]-e’Pe'(H)+le(z) v

(n+1)

As substituicdes das expressdes de u™(z,t) e y

oy(z,t) N ou(z,t)
ot oz
pontos de interpolacéo:

d t n+l
in(”*l)(zj, - y() [ZAJI i J+Da-yj(t),emque:

yJ (t) l:un+1 Ui (t):l ) e_Pe'(l_ j) + Uj (t) '

(z,t) em

+ Da- y(z,t) =0 déo origem a expressao do residuo em cada um dos

z=1
Considerando o momento de ordem k do residuo: R, (t)= j 2R (z,1)-dz que

z=0
pode ser computado por quadratura de Gauss-Lobatto na  forma:

n+1

t);Za)j-z?-iR(”*l)(zj,t), igualando a zero os n+l1 primeiros momentos,

definindo as variaveis:
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z=1 n+1

Y, (t)= I (" (z,t)-dz= I:Un+1 Una ( :' I+ Za) z t)parak = 0, 1,
z=0

em que:
( ( 1-¢ " 1-K-1

I J'zke‘PelZ dz= 1, J. e ) 4z = 5 elkzp—k‘lparak: 1, ...,nN
) ) e e

Resulta:

dYk (t) n+1 n+l )

T:—D&Yk (t)_gBk,i -u; (t) parak = 0, 1, ..., nsendo B, =Z;a)j -7y A

i= i=

A essas equac0es diferenciais ordinarias associam-se as equacoes algébricas:

n+1

Zi o (O)=u,(t) parai = 0,1 -+, n+lcomu,(t)=1

n+1

[ () =00 (D] 1t D ;-2 -0, ()20, (1) parak = 0,1, .., n
j=0

Que é um sistema algébrico linear!
Anulando os residuos nas n+1 raizes do polinémio de Legendre de grau n+1 resulta em:

dY n+1 n+l X
%_ Da- Y, ( ZBk,- i(t)parak =0, 1, ..., nsendo Bk,i:ZIj(szrl)'Aj,i

A essas equacgOes dlferenC|a|s ordinarias associam-se as equaces algébricas:

n+1
AR g—; v (t)=u;(t) parai = 0,1, ---, n+lcomu,(t)=1
k=0

n+1

(U, (t)—vn+l(t)]-e‘Pe‘(HM)+le (2¢)0;(1)=Y, (t) parak = 0,1, ..., n
-0

Emaque 0<Z <2, <---<Z,,, Sd0 as n+1 raizes do polindmio de Legendre de grau n+1.

Resolucédo por aproximacao parabdlica em elementos finitos aplicada as varidveis de
estado+ método dos momentos

u® (&1)= ) pi,l(t)+(1—§2)'a(i) (t)+ f-(i+1)_ i (1)
Com: U(i)(f’t)‘§=+1:U(M)(St't)‘,;:,l parai = 1, ---,n-1
u@(-Lt)=p,(t)=1eu® (+Lt)=p,(t)

y (&t -1 0 (5 ) u“)(g,t):#.pi1(t)+(1_§z),a<i)(t)+w.pi(t)

2n . «
Em que /I:P— . Resolvendo analiticamente essa equacao, resulta:
e

¢-(¢-1)
2
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P -b" () e {@”(5 +ﬂ‘%ﬂ' P (1) +] (1-¢7)-22(¢ +4) |- (1) +

+F'(§+1)+/1(§+/1+%ﬂ- pi (1)

2

y"(-1t)=b" (t)~e% {1%(4—%)] P (t)-24(A-1)-a" (t)+ﬁ(l—%)- p (t)
y"(0,t)=p" (t)-e_% +/1(/1—%j- pi_l(t)+(1—2-22)-a(i)(t)+ﬂ(ﬂ.+%)- p, (t)

YO Lt = b(i)(t)+l(ﬂ+%) b ()-24(1+2)-a" (t)+{1+l[ﬂ+gj_' pi(t)

vy =4 1_§_i b(i)(t)+E+/1(}t—%ﬂ pi_l(t)+(§—2/12]a(‘) (t)+:%+ﬂ(ﬁ+%ﬂ P (t)

+1 )
1[0 A 2 a1 21 4 A
q (t)=§_[y()(f,t)-f-d§:5{1—1+(1+}t)e ﬂ}b“(t){g—g) pi‘l(t)_?'a()(t){TE
Para que: y" (+1t) = y*(=1,t), deve-se ter:

b +A(l+%j' pi71—2/1(1+/1)-a(i) +[1+/1(/1+§ﬂ- p; =

2

—p.e 2 {1%(1—%)} p,—24(4-1)-a" +z(/1—%]- Py

Rearranjando a expresséo:
2 ) ) .
l(%.}./lj p.,+3-1-p, _4_/1(%_1] Pi.y =(b(l+1) e 4 —b(I)J-FZﬂ[(l—ﬂ)-a(Hl) +(1+/1)-a(')J

parai =1, ---,n-1.
Tendo sido omitida, nas expressdes acima, a dependéncia com a variavel independente
t. Além disso:

y"(+1,t) =b™ m(%mj- Pos—2-A(1+2)-a" {HASMH- p,=u™(+1Lt)=p,

A(%Mj- pn_1+/1(g+,1j- p,=-b"+2.2(1+2)-a"

Resultando no sistema tri-diagonal:
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Po =1
Pe
,1(%+1). p_,+3-4-p, +,1(%_1). Py :(b(m) -e_”—b(i)]+21[(l—/1)-a(i+l) +(1+/1)-a(i)}

parai =1, ---,n-1

z(%m)- pn1+z(g+;tj. p, =—b"+2-2(1+4)-a"

Tendo em vista: %(;t) =(§—%j- pa(t)-2-&-a" (t)+(§+%)- p; (t) e obrigando

(i) (i) .
aos dois primeiros momentos da equagio: ¥ a(f't) +onM Gif’t) +Da-y" (&) =0

serem nulos, resulta;

dy&—t(t)+Da-yi(t)+n-[pi(t)—pi1(t)]:0
do (t 0—2.a0 (¢ ( parai=1 2, ---, n.
da, (1) )+Da-qi (t)+2n-£p‘( )22 (Y+ P )J:O
dt 3
Sendo:

7= 2 j]-b(')(t)+[%+ﬂ[}t—%ﬂ- pi_l(t){%-u?j.a“)(t){%m(m%ﬂ. 50

e

G; (t) =

1—}t+(1+/1)e_i]b(i)(t)+(%—%)- ()2 al" (t)+(%+%)~ 0

A
2_

Ou seja:

2 1_37%
24 A . 1 1) 1 1
(3 j [ 2 J ’[a(l)(t)}{y(i)(t)}— E+/1[}L—Ej g”(“g) .[pil(t)j
2 i{l—/1+(1+/1)ej} 376
3 2
Permitindo expressar:

[Eﬁi 8} =(\\,/j'37(i)(t)+[3j~qi (t)+(:j. pil(m[:j. b, (1)

Assim:

_Pe i : :
(b(m) e " —b(')J+2/1[(1—A)-a('”) +(1+/1)-a('q = Vint Vit 0 O+ G+ S P+ B P+ By Py

e
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_b(n) —{—21(1—{—2)3_(”) :052 'yn +a4 'qn +BZ ' pn +BB : pn—l
Mantendo a natureza tridiagonal do sistema original, na forma:
Po =1
Py +b-p+cpu=o-Viu+a, Y+ gy +a,-0 parai =1, -, n-1
a- pn—1+6' pn :az 'yn +Ol4 'qn
Resultando em um sistema algébrico-diferencial no qual a parte algébrica é linear e
apresenta uma estrutura tridiagonal!

No caso estacionario, tem-se:

2

2 e’ -1
2/12_5 A 2 0 1+ﬂ(/1_lj+i l+1(/’{,+lj_i
("] _| 6 2) Da 6 2) Da _[pil
21 4 /l 2 b(l) i_l_ﬂ i.{.l_z_n Py
A 1-(1+A)e ¢ 3 6 3Da 3 6 3Da
'3 3Da 2

Permitindo expressar:

o e

Assim:(b(”l)-e“—b“)}LZ/{(l 2)-a" s (142)-a" |= B b+ By P+ B iy

E-b"+2-4(1+4)-a" =4, p, + B Pos
Mantendo a natureza tridiagonal do sistema original, na forma:

po=1
a-p,,+b-p,+c-p,,=0parai =1 ---,n-1
a-pH+6-pn=O

E importante ressaltar que a determinacdo das variaveis: a”, p" e p, tanto no caso

transiente como no estacionario € obtida através de um sistema linear tridiagonal,
mesmo se o problema original for ndo linear.

3-) Modelo estacionario do reator com dispersao axial adiabatico.

i 2oy o)

1 do(z) 1 dy(2) _
[9()—Peh & j ﬂ(Y(Z)—T'—ZJ—(Qﬁﬂ'yf)—O

Definidas no dominio: 0 < z < 1 e sujeitas as condi¢fes de contorno:

10
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CC1: na entrada do reator: z =0: —i¥ + y(z)| o= Ys
m z z=0 =
CC2: na saida do reator: z = 1: _ L %@ =0
Pe, dz |,

CC3: balanco global de energia: (1) =6 + B[ y, - y(1) |

Resolucdo por aproximacao polinomial global+ método dos momentos

dy(z) _ 1 d y(2) 1.1
dz  Pe  dz? ~Da-y(2)- exp{y (1 Q(Z)H

o(z)— . 90(2) 0f+ﬁ~{yf—y(z)+i~m}

Pe, dz Pe, dz
Definidas no dominio: 0 < z < 1 e sujeitas as condi¢des de contorno:
CC1: na entrada do reator: z =0: —i-¥ +Y(2)|,_, = Vs
m z z=0 -
CC2: na saida do reator: z = 1: 1 @) =0
Pe, dz |

CC3: balanco global de energia: 6(1) =6, + B[ y, - y(@) |
Considerando a aproximagéao polinomial de grau n+1 de y(z):

n+1

y(2) = y"V(z) = le (z)-y, , em que se considera, por simplicidade: y'
j_

n+1)

(Zj)= yj'

A introducéo dessa aproximacao no balanco de energia, permite calcular a solucéo
analitica da equacdo de acordo com:

n+1

6?(2):A-epeh'z+<9f+,B-yf+ZIj(z)-0p’j, em que os valores de #,;, sfo
j=0

determinados através da resolucdo do sistema algébrico linear:

1 n+l n+l
gp'i_P_eh.ZA'ij'j [ . ZA Y- yl parai =0, 1, +1.

A constante A é determinada pelo balango global de energia, assim:
o) = A-e™ +0; + -y, +9p,n+1 =0 +:B‘|:yf - yn+1:| = A= _(‘9p,n+1 +p5- 3/n+1)'(97Pen .

n+1

Resultando em: 6(z) =6, + -y, + le (2)-6,, _(ep,n+1 +p- yn+l).e—Peh-(1—z)
j=0

O residuo do balan(;o de massa em cada ponto de interpolacéo é dado por:

n+1 n+1
R = Z[AJ j y,+Da-y,- exp[ [1—%j}=2Ci'j-yj+Da.yi-exp{7-[l——

)

j=0 i j=0

dzlj(z)
M g2

dl
Sendo: A ; = agz)

3= A e,

Zi

11
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A aplicacdo do método dos momentos, computando as integrais por quadratura de
Gaus-Lobatto, da origem ao sistema algébrico:

n+1
1

Yo~ Z/% 'y, =

Pe.

J

n+1 n+1
Za)i -zik '£Q| +ZCH-yJ]_O parak =0,--,n-1

j=0

n+1

ZAMJ yj =

Sendo: Qi =Da-y, ~eXp|: [1_5J:| 9 0 +ﬂ Ys +0 (ep,n+1+/8' yn+1) _PEh (-a) e

n+l n+1
1 1

0, __'ZAJ . =ﬁ~[—Pe 'ZAJ Y; yi} parai =0, 1, ..., n+1.
h j=0 m =0

Resolucdo por aproximacdo polinomial global aplicada as variaveis de estado+ método
dos momentos

1 W@
dz

1 dé(z)

Usando as variaveis de estado: u z
(2)=y@)- Peh dz

ev(z)=0(2)-

OIu(Z)+Da y(z)-exp|y-|1
tem-se: dz Z , associadas a:

v(2)+B-u(z)-(60; +B-y;)

CCL:2=0: u(z)|,, =y; CC2:z=1: u(z)|_, =y(2)|_,eCC3: 6,,=6, +B-(y; - ynﬂ)
De maneira semelhante aos exemplos anteriores, propdem-se:

n+1

u(z);u('”l)(z):z:lj (z)-u;, com Uy =y;.
=0

n+1 n+1

0(2) 20"V (2) = (6 +8-y) ﬂZI Z (2)-v;, sendoo; =0, + B-(y, -
Em vista de u(z):y(z)—%-% v(z)=6(z)— Ple do@) , obtém-se:

n+1

y(n+l)(z) — (un+1 yn+1 (1-2) ZI

n+1

0(”+1) (Z) :(vn+1 ¢n+l Peh - ZI j

Em que:

12
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n-+1 A‘k n+1 Ak

. — _yk ep— Q(”k_v parai = 0,1, ---, n+lcomu, =Yy, €v,=6,
h

k=0 k=0
As substituicoes das expressdes de u™(z), y"(z), "V (z) e 6"V (z) na equacio

do balango de massa d&o origem a expressdo do residuo:

n+1

R(2)=D ), (z)-{nZHAjyk .uk}gz(z).

j=0 k=0
Em que:
n+1 1
i=0 ( _p g Pa(-2) ZI
n+1 n+l
) z=1
Considerando o0 momento de ordem k dos residuos: R, = J. z¥ -in("*l)(z).dz que podem
z=0

ser computados por quadratura de Gauss-Lobatto na forma:

n+1

R, ;Za)j 28 -‘R(””)(zj) .

Anulando os n primeiros momentos, obtém-se o sistema algébrico:

n+l
Z— y,=Uu, parai = 0,1 ---, n+lcomu, =Y,
n+1 A
P - P—k @ =v, parai = 0,1 -, n+lcomu, =6, .
ko " ©h
n+1 n+l
ZBk,i'ui"_ZCk,i'Qi =0parak= 0, ---,n
i=0 i=0

_Pe (-2 1
Sendo: Q; =Da-| (Uy,; — Yy )-€ Pen =)y oexp| - 1- 7
|: ' ' :| ( n+1 (Dn+1) Ph(l l)+(0|
eC,=w-2 eB=C-A

De forma quase equivalente, anulando-se os residuos nas n+1 raizes do polindbmio de
Legendre de grau n+1 resulta em:

13
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n+l
Zi Y, =U parai = 0,1, -, n+lcomu, =y,
m
n+l A1
@ — P_k @ =U parai = 0,1, ---, n+lcomu, =y, .
ko ' ©n
n+l n+l
Z:Bk’i-ui+Z:Ck’i-Qi =0parak= 0, ---,n
i=0 i=0

Sendo, neste caso, C,; =1 (%) eB=C-A.

4-) Modelo transiente do reator com dispersdo axial adiabatico.

XN 1 oy(zt) 1 ~
" {( t)- p }+Da-y(z,t)-exp{y-il—9(21'[)}}_0

06(z,t) 0 1 06(z,1) 1 3
T+§{H(z,t)——-—z} p-Da-y(z,t)- exp{ ( 9(Z,t)ﬂ_0

Definidas no dominio: 0 < z < 1 e t>0. Sujeitas as condicdes:
Condigdes iniciais: y(z,0)=0e 6(z,0)=06; .

1 oy(z,t)
- +y(z,t =
Pem az . y( )|Z:0 yf
CC1: na entrada do reator: z =0: L o0
_ 1 00y +0(z.Y)|_, =6,
Pe, oz |, 2=0
1 @y
. Pe, oz |,
CC2: na saida do reator: z = 1:
1 o0(z,Y) _ 0
Peh oz |,

Adotando: u(z,t)=y(z, t)_i ay((; 1) U(Z,t):a(z,t)—% 00(z,t)

+ Da- y(z,t)-exp{y{l— 9(1 t)ﬂ =0
00(z,t) +av(z,t)

1
o = —,8-Da~y(z,t)~exp{y{1—e(z’t)ﬂzo

Condicdes iniciais: y(z,0)=u(z,0)=0e 6(z,0)=0v(z,0)=6;.
1t = 1) = )
CC1l:z =0: i )|Z:° It CC2:z=1: u(lt) y(lt).
v(zt)_, =6 v(Lt)=0(1)
Considerando as aproximagdes polinomiais:

, resulta;

oy(z,t) N ou(z,t)
ot 0z

n+1

u(z,t) =u™(z,t) = ZI ,com U, =Y, e

14
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n+1

o(z,t) = o™ (z,1) :le (z)-o;(t) como, =6, .

n+1

Resultaem: y™ (2,8) = [y, (1) =y ()] -6 747+ > 71 (2)- (1) e
j=0

n+1

9(n+l) (Z, t) = I:Un+l (t) ~Pnn (t)] ) e_Peh‘(l_Z) * le (Z) 7 (t)

n+l

As substituicdes das expressoes de y(”*l)(z,t) ed (z t) nas equacdes diferencias dao

origem aos residuos:

iR(ynu)( y (t) (ZAJ' i }r Da-y,(t)- exp{ ( ejl(t)ﬂ e
n+1 d@ (t) S 1
R )( [Z:AJI v, J B-Da-y;(t)- exp{ { 7 (t)ﬂ

Em que:

y;(®)= [un+1 ~ Y (8 ] e’ i) +3/J'( ) e 6,(t) = [vnﬂ ~ Pt )] € Peh‘(l_zj)+¢j (t)
Anulando os n primeiros momentos, obtém-se o sistema:

d Yk (t) n+l )

=—ZCD-'Z"|:Qj(t)+Z

] ]
it &

parak= 10,1 ..., n

d@k t n+l ) n+l
%:;w]_.zj_.{ﬂ-ﬂj(t)_;p‘“ Z)I(t):|
sendo Q,— (t)= Da~yj (t)'EXp{y'Ll_QL(t)H
1 l K efeed
Com: Y, ( .!. )-dz=0¢e ©,(0)= .!:Z '9(210).d22k+1

A essas equac0es diferenciais ordinarias associam-se as equacdes algébricas:

(0D a9 ()= (1) paa

n+1

Z Pe, ‘g (t)=1,(t) parai

k=0

0,1 -+, n+lcomuy(t)=y,

0,1 -, n+lcomu,(t) =46

n+1

[Upr () = ypua (8 Za) 2%y, (1)=Y, (t) parak= 0, 1, ..., n

n+1

(000 ()= (O] 1"+ 0,2} -0, (1)=0, (t) parak= 0,1, ..., n
j=0

15
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1 1
Em que I[" =J.z"epem'(“) dzell™

0 0
analoga a anteriormente apresentada).

:Iz e ") .4z (computados de forma recursiva

De forma quase equivalente, anulando-se os residuos nas n+1 raizes do polinémio de

Legendre de grau n+1 resulta em:

n+1
ZI (2,.,) { )+
n+1l

ZI Zk+1

n+1

iAi,i Ui (t)}
{ﬂﬂ t)- Z

=0

-yk (t)=u;(t) parai

n+1

Ak

. t —
i Pe, ¢ (t)

[ n+l() }/n+1 :I e’

, (t)_

v, (t) parai

n+1

nii~te) ZI Zk+1 yJ

n+l

[Un+1 (

Emaque 0<27 <Z,<---<2
n+1.

16

(t)}
0' ]_, -

0, 1 -,

t) ~ P (t)] ) e’Peh'(l*2k+1) + Z Ij (2k+1) : ng (t):®k

parak= 0,1 ..., n

n+1comu,(t)=y,
n+1comu,(t)=6;
Y, (t) parak= 0,1, ..., n

(t) parak= 0,1, ..., n

g <1580 as n+1 raizes do polinémio de Legendre de grau



