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Resumo da Dissertagdo apresentada 8 COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

IMPL EMENTACAO DOS METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS
POR QUADRATURAS GAUSSIANAS

Eduardo Moreira de Lemos

Abril/2007

Orientador: Evaristo Chalbaud Biscaia Junior

Programa: Engenharia Quimica

O presente trabalho tem como objetivo principal desenvolver um método
sistemdtico de resolu¢do de sistemas de equagdes diferenciais parciais e equagdes
diferenciais ordinarias com valores no contorno fundamentado em aproximagdes
polinomiais baseado na aplicacdo do método dos momentos e de Galerkin ao problema,
evitando-se o computo das correspondentes integrais. Tais residuos ponderados sao
calculados por um método de quadratura de Gauss-Lobatto aprimorado, capaz de computar
exatamente integrais de grau 2n+2 (onde n ¢ o numero de pontos internos da quadratura).
Esta modificacdo das formulas de quadraturas permite que o método reproduza exatamente
o método dos momentos ¢ método de Galerkin quando aplicados a problemas lineares com
condicoes de contorno tradicionais.

Um novo codigo computacional foi desenvolvido. A caracteristica mais
interessante desse novo codigo € que utiliza 0 mesmo polindmio de Jacobi tanto para o
método dos momentos como para o método de Galerkin.

A generalidade da aproximacdo, com estrutura idéntica para os dois métodos de

residuos ponderados, ¢ a maior vantagem da presente contribui¢ao.
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IMPLEMENTATION OF THE WEIGTHED RESIDUALS METHOD
BY GAUSSIAN QUADRATURE

Eduardo Moreira de Lemos
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The main purpose of the present contribution, is the development of a systematic
polynomial approximation method to solve partial differential equation and boundary value
problems based on the method of moments and the Galerkin’s method applied to the
problem, avoiding the computation of corresponding integrals. The related weighted
residuals are computed by an improved Gauss-Lobatto quadrature method, capable to
compute exact integrals of polynomials of degree 2n+2 (where n is the number of internal
quadrature points). This new characteristic of this quadrature formula allows the method to
reproduce the method of momentum and Galerkin when applied to linear problems with

classical boundary conditions.

A new computer code has been developed. The more interesting aspect of this new
code is that the Jacobi polynomial is the same for both weighted residuals methods,

momentum and Galerkin.

The generality of the proposed approach, with identical structure for both method

of weighted residuals is the main advantage of this present contribution.
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CAPITULO 1

Introducao

O objetivo fundamental de um modelo ¢ representar de forma mais proxima e
confidvel possivel, um determinado fendémeno ou processo através de um conjunto de
equacdes matematicas. O grau de complexidade de tais equagdes esta diretamente

relacionado aos fendmenos fisicos ou quimicos que governam o sistema.

Em muitas das vezes o conjunto de equagdes provenientes do processo de
modelagem resulta em sistemas de equagdes diferenciais parciais (EDPs) ou equagdes

diferenciais ordinarias com valores no contorno (EDOVC).

Em alguns casos simplificacdes podem ser adotadas de forma a diminuir o grau de
complexidade do modelo original. Como por exemplo, desconsiderar efeitos de variagcdes
de parametros e até mesmo de variaveis em alguma das dire¢des pertencentes ao dominio
do problema. Tais simplificagdes reduzem consideravelmente o esfor¢o necessario para
obtencdo da solugdo. Embora em muitos casos, ndo possam ser aplicadas, seja porque
impossibilitem o modelo de representa adequadamente o fendmeno ou pela a necessidade

de estudos mais detalhados.

Na grande maioria dos casos ndo ¢ possivel a obten¢do da solucdo analitica do
conjunto de equagdes que descrevem o problema. Assim sendo, torna-se necessaria a
obtencdo da solucdo numérica, de forma que, a resposta obtida esteja mais proxima

possivel da solu¢do verdadeira.

As metodologias mais aplicadas pela literatura para resolu¢do numérica de EDPs e
EDOVCs sao: Método de Diferengas Finitas (MDF), Método de Elementos Finitos (MEF),
Método de Volumes Finitos (MVF) e o Método dos Residuos Ponderados (MRP).



No que se refere ao MRP, os métodos mais conhecidos e utilizados sdo: o método
dos momentos, o método de Galerkin, o método dos minimos quadrados ¢ o método da
colocagdo ortogonal (MCO) que, desde seu desenvolvimento por VILLADSEN e
STEWART (1967) ¢é certamente um dos métodos mais aplicados e referenciados pela
literatura. Um forte indicativo da utilizagdo do MCO em aplica¢des da engenharia quimica
¢ o numero de referéncias relativas ao assunto, desde seu surgimento até o presente

momento foram encontrados 331 artigos apenas no banco de dados do Science Direct.

Observa-se, entretanto, que ainda ndo existe um procedimento sistematico para
escolha dos pontos de colocagdo mais adequados a aplicagdo. Tais pontos sdo geralmente
escolhidos como as raizes de um polindmio de Jacobi com os parametros o ¢ [ da fungao
peso relacionados a especificidade do problema. ( FINLAYSON, 1972 e VILLADSEN e
MICHELSEN, 1978).

Na maioria dos trabalhos relativos ao MCO busca-se a reproducao de dois MRP: o
método dos momentos ¢ 0 método de Galerkin. Entretanto, a forma original do MCO pode
apenas reproduzir o método dos momentos e o método de Galerkin em um ntimero bastante

restrito de aplicagdes.

Esta dissertagdo tem por objetivo o desenvolvimento de um procedimento
sistematico de resolucdo de sistemas de EDPs e EDOVC fundamentado em aproximagdes
polinomiais resultante da aplicacdo de dois MRP: o método dos momentos ¢ o método de
Galerkin, sem a necessidade do computo das correspondentes integrais. Tais integrais sao
calculadas por um método de quadratura de Gauss-Lobatto aprimorado, capaz de computar
exatamente integrais de fungdes polinomiais de até grau 2rn+2 (onde n é o numero de

pontos internos da quadratura).

Um novo codigo computacional foi desenvolvido. A caracteristica mais
interessante desse novo cddigo ¢ que se utiliza o mesmo polindmio de Jacobi tanto para o
método dos momentos como para o método de Galerkin, apenas no calculo das matrizes de
discretizagao do sistema € que surge a especificidade de cada método. Tal aspecto permitiu
unificar em um Unico programa os trés principais MRP (MCO convencional, Galerkin e
Momentos) de forma bastante simples sem a necessidade de alteragdes nas expressdes do

residuo ou modificagdo alguma nas rotinas de resolucao do sistema discretizado.



Apo6s a aplicacdo do procedimento de discretizagdo, o método de resolucdo do
sistema algébrico ou do sistema algébrico-diferencial resultante, conforme o caso, passa a
ser exatamente o mesmo para os dois métodos. A generalidade da aproximagdo, com
estrutura idéntica para os dois métodos de residuos ponderados, ¢ a maior vantagem do
trabalho, dispensando ao usudrio a escolha do polindmio ortogonal, que ¢ exigida na versao
classica do MCO.

O segundo capitulo deste trabalho apresenta uma descrigdo sucinta sobre EDPs e
EDOVC. Neste capitulo também ¢ realizada a revisdo sobre os métodos de residuos
ponderados. Descrevendo desde sua metodologia basica de aplicagdo, bem como os
diferentes critérios adotados na ponderacdo do residuo e as principais aplicacdes
encontradas na literatura. Encerrando o capitulo ¢ apresentado um breve resumo das
técnicas de integragdo numérica com especial aten¢ao a técnica de quadraturas de Gauss.

No terceiro capitulo a nova metodologia ¢ desenvolvida e aplicada a dois tipos
basicos de problemas: problemas com condi¢do de simetria ¢ problemas sem condi¢ao de
simetria. No caso dos problemas que apresentam condi¢ao de simetria, a metodologia ¢
ilustrada através de sua aplicacdo a resolu¢do do modelo de difusdo com reacdo em uma
particula de catalisador, ja para os casos que ndo apresentam condicdo de simetria, a
metodologia ¢ ilustrada através de sua aplicacdo a resolucdo do modelo do reator de leito

fixo.

No quarto capitulo ¢ realizada uma revisdo sobre alguns dos pacotes
computacionais disponiveis na literatura que fazem uso do MRP. A estrutura definida para
o codigo computacional € apresentada juntamente com a descrigao das rotinas e arquivos de
entrada e saida de dados que compdem o pacote, bem como a conexao estabelecida entre

eles.

No quinto capitulo a metodologia proposta ¢ aplicada a exemplos tipicos da
engenharia quimica. Neste capitulo, encontram-se apresentados os modelos selecionados da
literatura para teste do novo procedimento, o sistema discretizado gerado pela aplicagdo da

metodologia e os principais resultados obtidos.

No sexto e ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes referentes ao trabalho

desenvolvido bem como algumas sugestdes e perspectivas para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Revisao Bibliografica

Modelar um processo de forma que o conjunto de equagdes resultantes represente
fielmente o fendmeno em estudo ¢ de grande importancia, pois possibilita o entendimento e
a andlise do processo quimico ou fisico que estd ocorrendo. Permitindo possiveis a¢des de

controle, otimizagdo e a analise do processo ou fendmeno em questao.

A obtengdo de um modelo rigoroso para um determinado equipamento ou sistema
¢ bastante util em todas as etapas do processo. As principais vantagens de acordo com

LUYBEN (1989) sao:

e Pesquisa e desenvolvimento: determinacdo de mecanismos quimicos e
pardmetros cinéticos em laboratorios ou plantas pilotos e o estudo dos efeitos
de mudangas nas condi¢des de operagdo visando estudos de otimizagdo ou

controle.

e Projeto: avaliar a influéncia do tamanho e disposi¢ao dos equipamentos,
estudo de possiveis integracdes materiais ou energéticas, simular partidas,

paradas e procedimentos de emergéncias.

e Operacdo da planta: treinamento dos operadores, controle e diagnodstico de
etapas do processo, estudos dos efeitos e das necessidades para futuras

expansdes e otimizagdes da planta.

Utilizar um modelo matematico na condugdo de tais estudos ¢ certamente muito

mais barato, seguro e rapido do que fazé-los em laboratorio ou planta industrial.

Para modelar um sistema quimico ou qualquer outro sistema (fisico, bioldgico,

econdmico, etc) ¢ necessario que o comportamento do sistema em estudo seja expresso



através de um conjunto de equacdes matematicas. Em muitos casos o sistema de equagdes
proveniente da descrigdo detalhada do fendmeno ou processo de interesse resulta em um
sistema de equagdes diferenciais parciais (EDPs) ou em equagdes diferenciais ordinarias

com valor no contorno (EDOVC).

Pode-se associar diretamente o nivel de complexidade adotado na confec¢do do
modelo a dificuldade de obtengdao de sua solugdo analitica e, para muitas das situagdes
reais, tal solucdo sequer poderd ser encontrada. Tornando necessario o emprego de técnicas
numéricas que sejam capazes de obter uma solucdo aproximada, suficientemente precisa

em baixo periodo de tempo.
2.1 Modelos constituidos por EDP’s

Equacdes diferenciais parciais sdo equacdes que apresentam alguma derivada
parcial de uma fun¢ao desconhecia u em relagdo a alguma de suas variaveis independentes.
Na grande maioria dos problemas, as variaveis independentes sdo o espago (x,),z) ou tempo
e espaco (tx,y,z). Tais Modelos constituidos por EDPs podem ser representadas

genericamente pela seguinte estrutura de equacdo (NETA, 2002):

o’u o’u o’u
‘,yay, ']ZO (2.1)

E x’y’n.-’u’al -n-’ ’--
Ox Oyox

Ou

oy

Parai=1,2,...N
onde x,y,... s30 as variaveis independentes ¢ u ¢ uma fun¢do desconhecida destas varidveis.

Tais sistemas de equagdes surgem de modelos estacionarios distribuidos em mais
de uma variavel espacial ou em modelos dindmicos de sistemas distribuidos, e podem ser
classificado em trés diferentes categorias (HOFFMAN, 2001 e AMES, 1977): problemas de
equilibrio, problemas de propagacdo e problemas de valores caracteristicos. Problemas de
equilibrio sdo os problemas em estado estacionario para os quais a solugao dever ser obtida
em um dominio fechado satisfazendo tanto a EDP como as condi¢des de contorno

associadas ao problema.



Problemas de propagacdo, também conhecidos como problemas de marcha, sdo os
problemas nado estaciondrios para os quais a solugdo deve ser obtida em um dominio aberto,

sujeito a um conjunto de condi¢des iniciais e de contorno.

Problemas de valores caracteristicos sdo tipos de problemas especiais no qual a
solugdo existe apenas para alguns valores especiais (valores caracteristicos) dos parametros

do problema.

A solugdo exata do sistema genérico representado pela Equacgdo 2.1 ¢ uma fungdo
particular u(x,y,...), que deve satisfazer esta equa¢do em todo dominio de interesse do
problema bem como atender as condigdes iniciais e as restrigdes impostas no contorno
quando estas existirem. Na grande maioria dos casos de interesse da engenharia, ndo ¢
possivel a obtencao da solucdo exata de uma EDP, para estes casos torna-se fundamental a
utilizagdo de um método numérico que seja capaz de fornecer a solugdo mais proxima

possivel da verdadeira, preferencialmente de forma répida e de facil aplicagao.
2.2 Modelos constituidos por EDOVC

Equacdes diferenciais ordinérias com valor no contorno surgem quando a equagao
diferencial deve obrigatoriamente satisfazer as condi¢des de contorno para um ou mais
valores das variaveis independentes. Na maioria dos casos as condi¢des de contorno devem
ser satisfeitas em dois pontos, normalmente no valor inicial e final do dominio da variavel
independente. Uma EDOVC pode ser genericamente representado segundo o conjunto de

equagdes (PRESS et al., 1992):

dy.
#:gi(x’ylﬂ.)han'ayN)
X (2.2)

No dominio x; < x < X»
blj(xvylayz»”'ayN):O (2.2a)

b2k(x25y1’y2""’yN):0
(2.2b)

Para i=1,2,...,N e j+k=N



onde x representa a variavel independente do problema e y representa as variaveis de estado
do sistema. As equagdes descritas por b; e b, representam as restrigdes no contorno quando

X=X1] € X=X respectivamente.

Segundo ASCHER e PETZOLD (1998), EDOVC necessitam de um esfor¢o maior
para sua resolucdo do que problemas de valores iniciais (PVI). Uma vez que, para PVI
qualquer condicao inicial informada conduz a um valor final aceitdvel da variavel, ao passo
que EDOVC requerem condig¢des iniciais especificas de forma que apods o término do
processo de integracdo as solucdes obtidas satisfagam ndo apenas a equagdo como também

seus valores no contorno.

PRESS et al. (1992) citam duas classes distintas de métodos numéricos para
resolugdo deste tipo de problema: o método do chute onde sdao escolhidos todos os valores
das varidveis dependentes a serem utilizados como condig¢des iniciais consistentes com uma
das condi¢des de contorno. O problema ¢ entdo integrado como um PVI até que a outra
fronteira seja atingida. Caso a solu¢ao obtida ndo atenda a restrigdo no contorno, sio

geradas novas condicdes iniciais até que a discrepancia no contorno seja anulada.

O outro método empregado ¢ o método da relaxacdo que consiste em substituir as
equagdes diferenciais por aproximacgdes discretas, através da aplicacdo de métodos tais
como diferengas finitas, colocagdo ortogonal, elementos finitos, dentre outros, ao longo do
dominio do problema. Apds aplicado o procedimento de discretizagdo, o sistema original
constituido de equacdes diferenciais e suas resceptivas condigdes de contorno ¢
transformado em um sistema de equacdes algébricas. O sistema resultante ¢ resolvido pela
aplicacdo de um procedimento numérico apropriado, as solugdes obtidas nos pontos de
discretizagao devem ser capazes de satisfazer as equacdes discretizadas e as restrigdes no

contorno.

Segundo PRESS et al (1992), métodos de relaxacdes sdo mais indicados para os

casos onde as equagdes sdo muitas sensiveis as condigdes de contorno.



2.3 Métodos de discretizacio

A aplicagdo de uma técnica numérica para obtencdo da solu¢do de um dado
problema transforma o dominio continuo em um conjunto discreto e finito de pontos, ao

qual se da o nome de malha, onde as variaveis dependentes do problema serdo calculadas.

Como um dominio continuo com precisdo infinita estd sendo aproximado por um
dominio discreto com precisdo finita, deve-se estar atento a dois conceitos fundamentais
que estdo diretamente relacionados as principais fontes de erros que podem afetar o
resultado final do procedimento, que sdo a precisdo e a acuracia. Define-se por precisdo o
quado proximo o numero se encontra do nimero que esta representando, sendo diretamente
relacionado a quantidade de algarismos significativos utilizados nesta representacdo. E a
acuracia como a proximidade entre o valor obtido pela aplicagdo das aproximagdes

numéricas e o valor verdadeiro. (HOFFMAM, 2001)

Muitas das técnicas de discretizagdes aplicadas na resolucdo de EDOVC sao
idénticas as técnicas de discretizacdes aplicadas a EDPs. Assim sendo, grande parte da
metodologia aplicada a resolugcdo de sistemas de EDPs pode também ser aplicada na

resolugdo de EDOVC sem a necessidade de modificacio.

No caso de EDOVC, a substituicdio dos operadores diferenciais por suas
aproximagoes, transforma o sistema original de EDOs em um sistema puramente algébrico

de equagdes.

J& para os sistemas constituidos por EDPs dois caminhos diferentes podem ser
adotados: a primeira metodologia consiste em substituir todas as variaveis e operadores
diferenciais que constituem o sistema por aproximacdes. A aplicacdo de tal procedimento
resulta em um sistema algébrico de equacdes que uma vez resolvido permite obter o valor

da variavel de interesse em cada um dos pontos de discretizacio.

A segunda metodologia consiste em aplicar as aproximacoes apenas as derivadas
espaciais de forma a converter o sistema original de EDPs em um sistema de EDOs ou em
um sistema de equagdes algébrico-diferenciais (EADs), esta metodologia ¢ conhecida como

método das linhas e serd melhor detalhada no topico a seguir.



2.3.1 Método das linhas

Como rapidamente descrito no paragrafo anterior, o método das linhas consiste
basicamente na substitui¢do das derivadas espaciais, em uma ou mais dimensdes, por
aproximacodes discretas (via diferencas finitas, volumes finitos, elementos finitos, ou MRP)

de forma a converter o sistema original de EDPs em um sistema de EDOs ou de EADs.

Segundo VIEIRA (1998), esta metodologia apresenta como vantagens: a eficiéncia
computacional uma vez que os codigos de solu¢des de EDOs ou EADs ficam com a tarefa
da discretizagdo temporal ¢ a simplicidade da implementagcdo ja que o usudrio precisa

apenas se preocupar com a discretizacao espacial.

A aplicacdo do método das linhas pode ser representado, na transformagdo do

sistema de EDPs apresentado pela Equacao 2.3 de dimensao m (VIEIRA,1998):

oz 0z
F| t,z(t,x),—,— |=0 .
et 2.22] e3)

Em um sistema de EDOs de dimensio m.N, como demonstrado abaixo pela

Equagdo 2.4:
dz
F|tz(t,x),—|=0
1( ’zl( ,x), o j
dz, |
A1) G )0 .4

FN[t,ZN(t,x), dCZZthzO

onde N representa o niimero de pontos utilizados para discretizagdo no dominio de x.

A grande maioria dos métodos disponiveis na literatura para resolugdo numérica
de EDPs e EDOVC estao fundamentados na discretizagdo do dominio do problema. Dentre
estes métodos destacam-se como os mais amplamente aplicados e referenciados pela
literatura: o Método de Diferencas Finitas (MDF), Método de Elementos Finitos (MEF),
Método dos Volumes Finitos (MVF) e Métodos dos Residuos Ponderados (MRP).



O MDF consiste em aproximar os operadores diferenciais presentes na equagao
por equagdes de diferenca. Tais aproximacgdes sdo obtidas através da expansao em série de

Taylor, truncadas no nivel da ordem do erro desejada (HOFFMAM, 2001)

O MEF tem como base subdividir o dominio do problema em pequenas regides
(elementos) e em cada um destes subintervalos aproximar a solugdo através de um
polindmio. Para que os coeficientes de tais fungdes polinomiais sejam determinados, faz-se
com que a média ponderada do residuo seja nula em cada um destes subdominios.
Condicdes adicionais de continuidade e diferenciabilidade podem ser introduzidas na

fronteira dos elementos (AMES, 1977).

O MVF consiste basicamente em subdividir o dominio do problema em volumes
de controle, aplicando o principio da conservagdo na equacdo governante do processo em
cada um dos volumes. Este procedimento pode ser feito de duas maneiras. A primeira € a
utilizagdo do balang¢o da propriedade conservada em cada um dos subdominios do problema
e a segunda ¢ a integracdo direta das equagdes governantes do processo, em sua forma
conservativa, no volume do subdominio. (PATANKAR, 1980). As condi¢des de contorno
podem ser incorporadas a solu¢do do problema de trés formas diferentes, que sdo:
adequagdo da malha a condicdo de contorno, utilizagdo de volumes ficticios e utilizagdo de

balangos para volumes inteiros no contorno (PINTO e LAGE, 2001).

Uma vez que grande parte da metodologia aplicada e desenvolvida nesta
dissertacdo esta diretamente relacionada ao método de residuos ponderados serd
apresentado no proximo topico uma descricdo e revisdo mais detalhada desta metodologia

apresentando seus fundamentos e as principais contribui¢cdes encontradas na literatura.
2.4 Método dos residuos ponderados

CRANDALL em 1956 unificou sobre o nome de método de residuos ponderados,
também chamado de principio da distribuicdo de erro por AMES e COLLATZ, todos os
métodos que utilizam solugdes aproximadas de equagdes diferencias (FINLAYSON e

SCRIVEN, 1966).

O MRP vem sendo constantemente utilizado por inimeras areas das ciéncias para

resolugdo numéricas de sistemas de EDPs e EDOVC. Dentre todos os métodos pertencentes
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a classe do MRP encontram-se como os mais amplamente utilizados o método de Galerkin,

o método dos momentos, o método dos minimos quadrados e o MCO.

A aplicacdo do MRP consiste basicamente em aproximar a variavel dependente do
problema por expansdes em séries de fungdes conhecidas, com coeficientes a determinar,
chamadas de fungdes tentativas. A substitui¢do da aproximagdo proposta na equacio
diferencial da origem ao residuo da aproximagdao. Anulando a média ponderada deste
residuo no dominio do problema pode-se entdo determinar os coeficientes das fungdes

tentativas propostas.

Todos os métodos pertencentes a classe dos MRP fazem uso desta metodologia. A
distingdo entre os diferentes métodos que compdoem o MRP ¢ dada pela escolha da

ponderacao a ser utilizada no computo da média ponderada do residuo.

Embora o procedimento de geracdo das aproximagdes numéricas utilizadas pelo
MRP sejam mais complexos e trabalhosos que para as demais metodologias, o esforco
computacional utilizado na resolucdo do sistema resultante ¢ consideravelmente menor,
possibilitando que com um numero inferior de pontos de discretizacdo sejam alcangados
resultados igualmente precisos a técnicas que utilizam um niimero relativamente elevado de

pontos, como demonstrado primeiramente por FINLAYSON (1971) que comparou o MCO

ao método de diferencas finitas.
2.5 Metodologia referente a aplicacio do MRP

A metodologia basica de aplicagdo do MRP, como j& descrito anteriormente,
consiste na proposi¢ao de uma aproximagado para variavel dependente do problema que ¢
substituida no sistema original de equagdes dando origem a expressdo do residuo da
aproximacdo. Para determinacdo dos coeficientes da aproximacdo, os residuos médios
ponderados sdo anulados ao longo do dominio do problema. Onde a fung¢do utilizada para

tal ponderacao caracteriza o tipo MRP aplicado.

O procedimento bésico de aplicacdo do MRP pode ser ilustrado na resolucdo da

EDOVC abaixo:

11



L)y ()=0
dx (2.5)

0>x>1

Sujeito as condi¢des de contorno:

CCl: y(x) _, =C,
(2.5a)
CC2: y(x]x:1 =C,

O procedimento de aplicagdo do MRP ao problema inicia-se com a proposi¢do da

funcdo tentativa, a ser utilizada como aproximacao para variavel y(x):

npc+1

y(x)= y"(x)= Zaj -x! (2.6)

onde npc representa o nimero de pontos de colocac¢do adotados

Um requisito fundamental para obtengdo da aproximacao y(nﬂ)(x) ¢ que esta
obrigatoriamente satisfaga a condicdo de contorno associada ao problema definida pela

Equacao 2.5a.

A substituicdo da aproximagdo proposta pela Equagdo 2.6 na EDOVC definido
pela Equagdo 2.5 da origem a expressdo do residuo da aproximagdo polinomial definido

pela equacao:

2 (n+1)
ERRO = R(x) = dyd—z(x) — 3 (x) (2.7)
X

Fazendo com que as médias ponderadas do residuo sejam nulas no dominio do
problema, criam-se as condigdes necessarias para determinacdo dos npc+2 coeficientes a;
que compdem a fungdo tentativa adotada.

IX VKR(x)dx =0
(2.8)
Parai=1,2, ..., npc
A aplicacdo desta metodologia resulta em um sistema algébrico constituido de

npc+2 equagoes.
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Uma alternativa para aplicagcdo da funcdo tentativa definida pela Equagdo 2.6, foi
proposta por VILLADSEN e STEWART (1967) e consiste em aproximar a variavel
dependente do problema, y(x), através da aproximacao polinomial de Lagrange de grau n

€m Xx:

npc+1

Y@=y @ =3 4, x) y,
J=0
onde Z, (x): polindmio em x de grau n, tal que:

1 parai=j 29)
.[fungdo & de Kronecker];

Z.(x.)=0 =
’(x’) " |0 parai#j

=]

n+l —

Y, =y(”)(xj)e O0<x <x,<-x, <X

Uma vez adotada a aproximagdo de Lagrange o procedimento seguido ¢ idéntico
ao apresentado anteriormente: a aproximag¢do ¢ substituida no sistema de equagdes e o
residuo médio ponderado ¢ anulado no dominio do problema, resultando também em um

sistema algébrico de npc+2 equagdes.

A grande diferenca existente entre estes dois procedimentos estd na incognita do
sistema algébrico gerado pela aplicacdo do procedimento de discretizagdo. Para o primeiro
caso, os coeficientes a; da fungdo tentativa. J4 para segundo caso, os valores da variavel

dependente y(x), nos pontos x; adotados como pontos de colocagao.

De uma forma geral a aplicagdo do MRP a EDOVC resulta sempre em um sistema
algébrico linear ou nao linear constituidos de (ne*npc) + ncc equagdes. Onde ne representa
o numero de equagdes que constituem o sistema, npc o numero de pontos de colocacio
adotados e ncc o nimero de condigdes de contorno associadas ao problema. Ja para sistema
de EDPs a aplicagdo deste procedimento de discretizagao resulta, quando aplicado o
método das linhas, em um sistema algébrico diferencial de equagdes constituidos de

(ne*npc) equagdo diferencais ordindrias e ncc equacdes algébricas.

Desta forma a utilizagdo da metodologia basica de aplicagdo do MRP pode ser

dividida em trés etapas fundamentais:
1. Escolha da funcao tentativa.

2. Escolha de um critério de ponderagdo para o calculo da média do residuo.
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3. Obtengdo da solugdo aproximada.
2.6 Escolha da funcao tentativa

A escolha das funcdes tentativas a serem aplicadas ¢ de grande importancia para o
sucesso do MRP, uma vez que tal escolha encontra-se diretamente relacionada a precisao e
a velocidade com que a solugdo numérica ¢ obtida. Segundo FINLAYSON (1972), quando
aplicada aproximacgdes de baixas ordens, tal escolha exerce grande influéncia sobre a
acuracia do resultado. Ao passo que, para aproximagdes de ordens elevadas, a influéncia ¢
pouca, nestes casos a escolha afeta mais a velocidade de convergéncia do que o valor final

da solugao.

Até os dias de hoje poucos critérios para selecdo de tais fungdes foram propostos.
Na grande maioria dos casos ¢ possivel utilizar diferentes conjuntos de fungdes, ndo sendo
possivel a priori definir qual destas escolhas resultardo em melhores resultados. Entretanto,
o estudo de alguma caracteristica especifica do problema, como simetria e a aplicacao das
condicdes de contorno, pode em muitos casos auxiliar nesta escolha. A sele¢dao das fungdes
tentativas a serem adotadas fica na grande maioria dos casos dependente da intui¢do e da
experiéncia do usudrio. Sendo esta, na maioria das vezes considerada a maior limitagdo dos

MRP (FINLAYSON, 1972).

De acordo com o tipo de abordagem e restri¢do aplicada para obtencao da funcdo
tentativa, tem-se origem as trés classes de métodos de aproximagdo que sdo conhecidos

como (VILLADSEN e STEWART, 1967):

e Mc¢todos de colocagdo interior: a fungdo tentativa ¢ escolhida de forma a
satisfazer as condicdes de contorno associadas ao problema, sendo ajustada

em n pontos de seu dominio para satisfazer a equagao diferencial.

e Me¢étodos de contorno: ocorre o inverso, a fungdo tentativa ¢ escolhida de
forma a satisfazer a equacdo diferencial sendo ajustada em n pontos de seu

dominio para satisfazer as condi¢des de contorno.

e M¢étodos mistos: a funcao tentativa nao satisfaz nem as condi¢des de contorno

nem a equacao diferencial.
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A utilizagdo de polindmios ortogonais como fungdes tentativas ¢ bastante 1til e
apresenta algumas vantagens computacionais. Os primeiros trabalhos que se tem
conhecimento da aplicagdo desta metodologia sao de LANCZOS em 1956 que fez uso das
raizes do polindmio de Chebyshev como pontos de colocagdo para resolucao de problemas
em uma dimensao, concluindo que a selecdo de tal polindmio tendia a minimizar a maxima
magnitude do residuo. E de FALK em 1963 que fez uso das raizes do polindmio de

Hermite como pontos de colocagdo (VILLADSEN e STEWART, 1967)

FINLAYSON (1971, 1972) recomenda iniciar com uma aproximag¢ao polinomial
de carater geral e aplicar as condi¢des de contorno e as condi¢des de simetria de forma que
a aproximagao proposta satisfaga ambas as restri¢des. Considerar solugdes para problemas
simples, mais correlatos ao problema de interesse bem como a solu¢do do problema linear
correspondente pode na grande maioria dos casos servir como base para desenvolvimento

das fungdes tentativas do problema original.

Segundo SNYDER et al. (1964), a utilizagdo de fungdes tentativas que satisfacam
as condi¢des de contorno e tenham sua propria propriedade de simetria, proporciona que

resultados mais precisos sejam obtidos com a utilizagdo de poucos termos de expansao.

CRUZ et al. (2004) comparam a utiliza¢ao de diferentes tipos de aproximagdes na
resolu¢do da equacdo da difusdo homogénea em uma particula esférica de catalisador.
Utilizando como critério de comparagdo a razdo entre o maior valor caracteristico ¢ o

menor valor caracteristico.

A grande maioria dos trabalhos encontrados na literatura faz uso da aproximagao
polinomial de Lagrange, adotando como pontos de colocacdo as raizes do polindomio de
Jacobi, com os parametros o ¢ f da funcdo peso selecionados de acordo com o tipo de
problema. Observa-se, em iniimeros exemplos encontrados na literatura, que nao existe um
procedimento sistematico para sele¢do destes parametros, fazendo com que na maioria das

vezes os valores sejam escolhidos de forma errada, comprometendo a eficiéncia do método.
2.7 Os diferentes critérios de ponderacio

Os métodos que compdem o MRP diferenciam-se uns dos outros pelo critério de

ponderagao utilizado no computo da média ponderada do residuo.
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Neste topico sera descrito, resumidamente, alguns dos mais importantes critérios
existentes, referenciando seus criadores e a expressdo matematica adotada na sua

ponderagdo.

2.7.1 Método de Galerkin

A primeira experiéncia que se tem registro da utilizacdo da metodologia bésica
referente a0 MRP, foi realizada por GALERKIN em 1915. Estudando o equilibrio elastico
e a estabilidade de varas e pratos, utilizou como funcdo tentativa coeficientes constantes e
desconhecidos. Embora em seu trabalho original Galerkin tenha feito apenas uso de
coeficientes constantes, este trabalho deu origem ao que atualmente ¢ conhecido como

método de Galerkin (FINLAYSON e SCRIVEN, 1966).

Atualmente o método de Galerkin apresenta como fungdes pesos as derivadas das

funcdes tentativas em relagdo a cada um dos coeficientes.

(n)
/4 :&ya_(x) parai=1,2, ..., npc (2.10)
a.

1

2.7.2 Método dos subdominios

O método dos subdominios foi desenvolvido em 1923 por BIEZENO ¢ KOCH
(FINLAYSON e SCRIVEN, 1966). Este método utiliza como critério dividir o dominio do
problema em regides menores e interiores, chamadas subdominios, e anular o residuo

médio em cada uma destas regides.

IXiR(x)dx:O parai=1,2, ..., npc (2.11)

2.7.3 Método dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados foi desenvolvido em 1928 por PICONE
(FINLAYSON e SCRIVEN, 1966). Este método apresenta como funcgdes pesos as
derivadas dos residuos em relacdo a cada um dos coeficientes. O que equivale a minimizar

o residuo médio quadratico ao longo do dominio do problema.
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W, :c?g_(x) parai=1,2, ..., npc (2.12)
A.

l

2.7.4 Método da colocacao

O método da colocagao foi desenvolvido em 1937 por FRAZER, JONES e SKAN
(FINLAYSON e SCRIVEN, 1966). Este método apresenta como fungdo peso a fungao
delta de Dirac. O que equivale a obrigar que a expressao de residuo seja nula em diferentes

e arbitrarios pontos do intervalo.

1 x=x
W, 25'()6—?%):{0 i;;’ = Rl.(x):O parai=1,2, ..., npc (2.13)

2.7.5 Método dos momentos

O método dos momentos foi desenvolvido em 1947 por YAMADA (FINLAYSON
e SCRIVEN, 1966). Este método utiliza fungdes peso do tipo X', i=0, 1, 2,..npc-1. De uma
forma geral este método consiste em fazer com que os sucessivos momentos do residuo

sejam nulos, no dominio de interesse.

W, =x'parai=0,1,2, ..., npc-1 (2.14)

2.7.6 Método da Colocacao Ortogonal

O método da colocacdo ortogonal foi desenvolvido por VILLADSEN e
STEWART (1967) visando associar os resultados mais precisos obtidos pela aplicacdo do
método dos momentos e de Galerkin a simplicidade do método da colocagdo. Este método
¢ uma extensdo do método classico da colocagdo diferindo apenas no critério de seleg¢do
adotado para escolha dos pontos de colocagdo, que ndo ¢ mais feito de forma arbitraria e

sim utilizando as raizes de polindmio ortogonais no intervalo.

A grande diferenca entre este método e os demais MRP ¢ que o residuo ndo ¢
diretamente ortogonalizado e sim aproximado por um polindmio ortogonal que se anula nos

mesmo pontos.
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R(x)=0 parai=1,2, ..., npc (2.15)

2.7.7 Método da colocacio em elementos finitos

O método da colocagdo ortogonal em elementos finitos (MCOEF), muitas vezes
também chamado de método de colocagao SPLINE, foi desenvolvido por CAREY e
FINLAYSON (1975). Este método foi criado para ser aplicado em casos onde ¢ necessaria
a utilizagdo de um nimero maior de pontos de colocagdo em regides especificas do dominio
do problema, seja devido a existéncia de elevados gradientes ou até mesmo pela
necessidade de um estudo mais detalhado do comportamento do sistema em uma regiao

especifica.

Pontos de
colocagdo

| /\ | | |

Elemento Elemento Elemento
k=1 k=2 k=ne
Figura 2.1: Representacdo esquematica da aplicagdo do método da colocacdo ortogonal em

elementos finitos

Esta técnica consiste em dividir o dominio do problema em subdominios menores

(elementos) como mostra a Figura 2.1 aplicando a colocagao ortogonal em cada um deles.

Rl.k (x)= 0 parai=1,2,..,npcke k=1, 2, ..., ne (nimero de elementos) (2.16)

2.7.8 Método da colocacio em elementos finitos méveis

O método da colocacdo em elementos finitos moveis (MCOEFM) foi
desenvolvido por SERENO et al. (1991). Este método ¢ uma extensao do método da
colocacao em elementos finitos, tendo como alteracdo, a caracteristica adaptativa que os
elementos apresentam ao longo do dominio do problema. Ou seja, passou-se a adotar
elementos moéveis e ndo fixos como os adotados na metodologia precursora. Exceto esta
alteracdo, o procedimento adotado é o mesmo: o dominio do problema ¢ dividido em

elementos e a colocacdo ortogonal € aplicada em cada um destes elementos.
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Rik(x): 0 parai=1,2, .., npcke k=1, 2, .., ne (nimero de elementos) (2.17)

2.7.9 Comparacoes entre os diferentes critérios de ponderacao

Segundo FINLAYSON e SCRIVEN (1966), a precisdao da solu¢do numérica
obtida ¢ mais sensivel a mudancas na fungdo tentativa do que a mudangas no critério de
ponderagdo. Neste artigo € citado o trabalho de BECKER (1964) que classifica o método
dos minimos quadrados como melhor critério de ponderagdo para aplicagdo do MRP.
Embora toda a dificuldade encontrada para sua aplicagdo limite consideravelmente a

utilizacao da metodologia.

WEDEL ef al. (1977) compararam o método da coloca¢do ao método de Galerkin.
Segundo os autores, o método da colocagdo ¢ muito mais facil de ser aplicado, ja que o
esfor¢o computacional necessario a integracdo ¢ evitado e os resultados obtidos nao

apresentam uma diferenca significativa.

McGOWIN e PERLMUTTER (1971) recomendam o uso do método de Galerkin
para analise de estabilidade local de sistemas constituidos por mais de uma EDP e que
apresente condi¢cdes de contorno ndo mistas. Sendo o MCO recomendado para problemas
que apresentem condigdes de contorno mistas. Pois a aplicagdo do método de Galerkin a
casos onde a funcdo tentativa apresenta dependéncia com valores de pardmetros, torna
necessario que todo o procedimento de calculos dos coeficientes da fungdo tentativa seja

refeito caso haja mudancga no valor dos parametros.

Segundo SNYDER et al. (1964), a convergéncia do método de Galerkin com o
aumento do numero de termos da expansdo ¢ mais rapida, comparada ao método da

colocagdo e dos minimos quadrados.

Para alguns casos de estudo, os resultados obtidos pela aplicagdo do método de
Galerkin podem ser comparados a solugdes obtidas pela aplicacdo de técnicas analiticas

(FINLAYSON e SCRIVEN, 1966).
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2.8 Obtencao da solucio aproximada

Uma vez a metodologia aplicada, torna-se necessario que o sistema algébrico,
diferencial ou algébrico-diferencial de equacdes seja resolvido a fim de se obter o valor da

variavel dependente do problema em seus respectivos pontos de colocagao.

Existem inimeras sub-rotinas disponiveis na literatura para resolugdo destes tipos
de sistemas de equacdes. De uma forma geral, a escolha de uma ou outra sub-rotina esta
diretamente ligada a caracteristicas especificas do sistema discretizado como ¢ o caso de

linearidades, rigidez, estruturas diagonais da matriz do sistema, etc. (PRESS et al., 1992).

Para resolucdo de sistemas algébricos lineares de equacdes duas classes de
métodos podem ser considerados os métodos diretos e os métodos indiretos. Os métodos
diretos utilizam uma série finita de operagdes matematicas para determinar a solug¢do exata

do sistema, sujeito apenas ao erro de arredondamento. Os métodos indiretos geram a partir

0 (i+1)

de uma aproximacao inicial arbitrdria X'~ uma seqiiéncia de vetores X até que os

critérios de parada sejam atingidos.

Os métodos diretos sdo utilizados na resolugdo de sistemas de pequenas dimensdes
ou sistemas grandes sem dominancia diagonal. A fim de minimizar os efeitos do erro de
arredondamento, que pode influenciar na solugao, sdao introduzidas técnicas de pivotamento

(PRESS et al., 1992).

Todos os métodos aplicados na resolugcdo de sistemas algébricos ndo lineares
fazem uso de técnicas iterativas de obtencdo da solucdo. Como ¢ caso do método de
. . ~ e e (0) A s (i+1)

Newton que a partir de uma aproximacao inicial X'~ gera uma seqiiéncia de vetores x

aplicando a série de Taylor truncada no primeiro termo.

Para resolucdo de sistemas diferenciais de equacdes existem duas classes
especificas de métodos: os métodos de passo unico ¢ os métodos de passos multiplos. Os
métodos de passo Ginico utilizam apenas informagdo do ponto anterior x” para o calculo do

ponto xY

, sao exemplos de métodos pertencentes a esta classe o método de Euler e o
método de Runge-Kutta. J& os métodos de passos multiplos utilizam informagdes anteriores
em mais de um ponto para determinar a aproximagdo do ponto seguinte, como exemplo

deste tipo de método pode ser citado o método de Adams (ASCHER e PETZOLD, 1998)
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Para resolucdo de sistemas algébrico-diferenciais de equagdes duas técnicas
podem ser aplicadas. A primeira ¢ a diferenciagao das equacdes algébricas de forma a
transforma-las em equagdes diferenciais fazendo com que o sistema de EADs transforme-se
em um sistema de EDOs, procedimento este chamado de redu¢do de indice. A segunda ¢ a
integracao direta do sistema de EADs através de um solver especifico como DASSL e

PSIDE (VIEIRA, 1998).

A solug@o numérica obtida pode estar sujeita a dois tipos de erros distintos. O erro
do procedimento numérico de resolugdo do sistema discretizado, proveniente de erros de
truncamentos durante o processo iterativo de obtencdo da solugdo numérica e o erro

decorrente da aplicagdo da técnica de discretizagdo ao problema (HOFFMAN, 2001).
2.9 Aplicacoes do MRP encontradas na literatura

O numero de trabalhos encontrados na literatura que aplicam o MRP ¢ imenso, um
exemplo desta enorme quantidade de trabalhos ¢ o numero de publicacdes obtidas, nos
ultimos cinqiienta anos, para uma simples busca contento como palavra chave “Method of
Weighted Residuals” na base de dados da “Science Direct” e “Web of Science”,
respectivamente 462 ¢ 356 trabalhos. O numero de publicagdes torna-se mais
impressionante quando a palavra chave ¢ trocada para “Orthogonal collocation”

totalizando 482 trabalhos encontrados no “Science Direct” e 711 no “Web of Science”.

Tento em vista a quantidade de trabalhos publicados na literatura referentes a este
tema, buscou-se fazer uma revisdo sobre as aplicagdes do MRP simples e objetiva, citando

apenas as principais aplicagdes encontradas na literatura.

SNYDER et al. (1964) avaliaram a aplicacdo do método de Galerkin na resolucao
numérica de equagdes de Troca. A metodologia proposta foi avaliada na resolu¢do do
modelo que descreve o fluxo estaciondrio de um fluido newtoniano com densidade e
viscosidade constante entre duas placas planas inclinadas. A convergéncia do método foi
avaliada comparando a solugdo numérica com o valor da solugdo exata. Os perfis de
velocidade aproximados com ndo mais que trés termos da expansdo foram capazes de

reproduzir o perfil analitico com um alto grau de precisao.
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GROTCH (1969) aplicou o método de Galerkin na resolu¢do do modelo de reator
tubular com dispersao axial, onde ocorre uma reagao irreversivel de ordem m. Para reagdes
de ordem zero as solugdes numéricas obtidas sdo praticamente idénticas as solugdes
analiticas. No caso de reacdo de primeira ordem, os erros obtidos foram de no maximo 5%.
Nos casos ndo lineares de ordem de reacdo, nos quais nao ¢ possivel a obtencao da solugdo
analitica, os resultados obtidos pela aplicagdo do método de Galerkin foram comparados a
trabalhos publicados na literatura diferindo para reacdo de segunda e terceira ordem em no

maximo 2 e 1 %, respectivamente.

VILLADSEN e SORENSEN (1969) desenvolveram um método de resoluciao de
sistemas de equacdes diferenciais parciais bidimensionais aplicando o MCO em ambas as
dimensdes. O procedimento foi aplicado na resolugdo do modelo de condugdo de calor
entre placas planas com variagdo no tempo e no espaco. A metodologia inicia-se com
aplicacdo do MCO na variavel espacial dando origem a um sistema de EDOs que necessita
ser integrado na variavel tempo. O MCO ¢ também aplicado na varidvel temporal, gerando
um sistema algébrico de equacgdes que deve ser resolvido a cada intervalo de tempo para
obtencao da solugdo. Segundo os autores a aplicagdo do MCO no tempo so € justificada nos
casos em que dada uma determinada precisdo, o nimero de intervalos utilizados pelo
método da colocacdo ortogonal seja menor do que o nimero de intervalos utilizados pelo

método de Runge-Kutta.

STEWART e VILLADSEN (1969) aplicaram o MCO para predi¢do do fator de
efetividade em particulas de catalisador de pequeno tamanho, em situagdes nas quais o
modelo de equacdes que descrevem o processo apresentem ndo linearidades, utilizando
fungdo tentativas parabdlicas na aproximagao da variavel dependente do problema. Embora
o MCO seja apenas aplicado a particulas de pequeno tamanho, a sua utilizacdo para
resolucdo de modelos de particulas de tamanhos maiores seria viabilizada pelo simples

aumento do nimero de termos da fungao tentativa.

Um dos primeiros modelos tipicos de engenharia quimica resolvido pela aplicagao
do MCO foi o modelo de reator de leito fixo por FINLAYSON (1971). Neste trabalho o
autor estudou a utilizacdo das raizes dos polindmios de Jacobi e Legendre como possiveis

pontos de colocagdo, observando que os resultados convergiam mais rapidamente quando
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utilizados os polindmios de Legendre. Comparando o método da colocacdo ao MDF, o
autor observou que o MCO apresentava um taxa de convergéncia superior e necessitava de
um esfor¢o computacional consideravelmente menor. Utilizando apenas dois pontos de
colocagdo foram alcangados resultados suficientemente precisos de duas a quatro vezes
mais rapido que pela aplicacio do MDF. A aplicacdo do MCO utilizando cinco pontos
resultou, em uma solucao com a mesma precisao de resultados obtidos pelo MDF com onze

pontos utilizados.

McGOWIN e PERLMUTTER (1971) estudaram a estabilidade local de um reator
tubular ndo adiabatico com dispersdo axial operando em estado estacionario, com e sem
reciclo, aplicando o método de Galerkin e 0 MCO na estimagdo do valor caracteristico
dominante do sistema linearizado de equagdes. O método de Galerkin, utilizando o método
de Simpson no computo dos residuos médios ponderados, foi aplicado na resolugdo do
modelo que ndo considera a operacdo de reciclo convergindo rapidamente, requerendo
apenas trés termos da funcdo tentativa para casos onde ocorrem baixas conversdes e vinte e
quatro termos para altas conversdes. Ja o MCO, utilizando as raizes do polindmio de
Chebyshev, foi aplicado ao modelo que considera o processo de reciclo, apresentando uma

rapida convergéncia para ndo mais que doze pontos de colocagdo adotados.

HANSE (1971) aplicou o MCO na resolugdo do modelo dindmico e estacionario
do reator de leito empacotado com catalisadores de geometria esférica, no qual ocorre uma
reacdo de primeira ordem, utilizando diferentes modelos matematicos para a particula de
catalisador. No modelo estacionario, a aplicacdo do MCO transformou o sistema original de
EDO em um sistema algébrico nao linear, que foi resolvido através do método de Newton-
Raphson. No caso dinamico o sistema de EDPs foi transformando em um sistema de EDOs
que foi integrado através do método de Runge-Kutta de quarta ordem. Em ambos os casos,
dindmico e estacionario, os pontos de colocag¢do adotados sdo as raizes do polindmio de

Jacobi.

MICHELSEN e VILLADSEN (1971) estudaram a estabilidade do processo de
transferéncia de calor e massa em uma particula de catalisador com geometria esférica onde

ocorre uma reagdo de primeira ordem. O MCO foi aplicado na resolu¢do do conjunto de
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equagdes que descrevem o balango de massa e energia, em estado estacionario da particula,

adotando como pontos de colocagdo as raizes do polindmio de Legendre.

WEDEL et al. (1977) aplicaram o MCO e o método de Galerkin no estudo da
estabilidade de uma particula de catalisador considerando trés situacdes limites para o
numero de Lewis (Le): Le=1, 0 e . Os residuos ponderados resultantes da aplicacdo do
método de Galerkin foram computados através de quadraturas. Foram utilizadas como
funcdes tentativas expansdes em fungdo seno e expansdes em dois conjuntos de fungdes

caracteristicas.

DUDUKOVIC e LAMBA (1978) aplicaram o MCO na solugdo de um problema
de fronteira mével. O problema em questao descreve uma reagao gas-solido ocorrendo em
uma particula de geometria comum (plana, cilindrica ou esférica), variando no tempo e em
uma dire¢do no espago. A medida que o tempo de reagdo avanga a particula é consumida,
fazendo com que a cada incremento de tempo o dominio do problema seja alterado. O
MCO foi aplicado na variavel espacial reduzindo o sistema original constituido de EDPs a
um sistema de EDOs que foi resolvido pela aplicagdo do método de Runge-Kutta. Para
valores do modulo de Thiele inferiores a dez, a utilizagdo de trés pontos de colocagdo

permite a obtengdo de resultados precisos e rapidos.

ALMEIDA (1987) realizou um estudo visando incorporar caracteristicas
particulares do problema, na formulagao geral do MRP, partindo da anélise da expressao do
residuo da aproximagdo polinomial. Neste trabalho foi desenvolvida uma metodologia que
permitiu a identificagdo/ geragdo das familias de polindmios ortogonais adequados a
aplicagao do MRP ao problema. Segundo o autor a exploracdo das particularidades de cada
problema pode levar a uma sensivel melhora no desempenho do método aplicado. Para isso
¢ fundamental uma andlise criteriosa do residuo e a conseqiiente identificagdo/ geragdo dos

polindmios ortogonais adequados.

LUIZE (1991) analisou a aplicagdo de algumas técnicas numéricas dentre estes o
MCO, na resolugdo de problemas de contorno nao lineares com caracteristica assintotica.
Segundo o autor, para problemas de difusdo com reagdo quimica o MCO apresentou-se

como o método mais apropriado. Apesar de apresentar certas limitagdes na resolucdo de
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problemas com caracteristicas assintdtica, tais limitagdes podem ser superadas pelo

aumento do numero de pontos de colocagao.

ROCCO Jr. (1991) analisou quatro modelos apresentados pela literatura para o a
polimerizacdo catalitica heterogénea tipo Ziegler-Natta: Modelo de centro sélido, modelo
de centro polimérico, modelo de fluxo e modelo multigranular, tais modelos foram
resolvidos pela aplicacido do MCO. Na resolucao do modelo de centro solido definiu-se
uma nova aproximacao polinomial, como o desvio entre o valor real ¢ a solugdo assintotica,
embora esta nova aproximacao tenha se comportado melhor que a aproximagao tradicional,

foi observado desvios em relagdo ao comportamento real do modelo.

HUZIWARA (1993) desenvolveu um método numérico para solucao dos modelos
cinéticos de polimerizacdo através de técnicas de reducdo de ordem e da aproximacao
polinomial adaptativa. Este método propds que a solugdo do modelo fosse obtida em funcao
dos momentos da distribuicdo e o resgate das distribui¢des destes momentos fosse realizado
usando funcdes de distribui¢des primitivas obtidas da solugdo de modelos simplificados,
por aproximacdao funcional adaptativa. A metodologia desenvolvida foi aplicada na
resolu¢do do modelo que descreve o processo de polimerizagdo do metacrilato de metila em
solugdo. Segundo o autor o método numérico desenvolvido neste trabalho ¢ de aplicacao

imediata para outros modelos cinéticos de polimerizacao.

FERREIRA et al. (1996) analisaram os efeitos da convecc¢do intraparticula no
comportamento dindmico de reatores de leito fixo utilizando modelos unidimensionais. A
resolu¢do dos modelos foi obtida pela aplicagdo do método das linhas, utilizando no
processo de discretizacdo espacial o MCOEF e o MDF. O MCOEF foi aplicado através do
pacote PDECOL (MADSEN e SINCOVEC, 1979). Comparando o desempenho dos dois
métodos, 0o MCOEF obteve resultados com o mesmo grau de precisdo do MDF em valores

de tempo bem mais reduzidos.

ROCHA (1998) apresentou uma nova metodologia para aplicacdo da colocacdo
ortogonal “Spline” em elementos finitos moveis para resolugdo de problemas constituidos
por EDPs. A metodologia desenvolvida foi avaliada na resolugdo de dois exemplos tipicos
de engenharia quimica (Equacdo de Burguers e a partida de um reator homogéneo com

difusdo axial). Os resultados obtidos pela aplicagdo da nova metodologia foram
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comparados aos resultados obtidos pela aplicagdo do método dos elementos finitos moveis
(MEFM). A partir destas comparagdes foi possivel concluir que, para utilizagdo do mesmo
nimero de pontos de discretizagdo, a metodologia proposta apresenta superioridade ao
MEFM quando aplicado a equagdes que apresentam moderados gradientes, embora ndo
seja adequada a casos que apresentem elevados gradientes, onde sdo observadas solugdes

oscilatorias.

SECCHI et al. (1999) aplicaram o MCO na discretizagdo radial do conjunto de
equacgdes que modela o processo de ultra-filtragdo do soro de albumina bovino em
membranas de fibras ocas, apresentando um novo critério para escolha dos parametros do
polindmio de Jacobi, baseado na selecao dos valores de o ¢ B que melhor aproximem a

funcao peso de uma fung¢do caracteristica obtida através da forma auto adjunta do sistema.

LEFREVE et al. (2000) analisaram a aplicabilidade do MCO na resolugdo de
sistemas de EDPs caracteristica de reatores quimicos tubulares com transporte axial
difusivo e convectivo, criando um procedimento composto de quatro etapas para aplicacao
do MCO a este tipo de problema. Os autores estudaram a sele¢ao dos parametros a ¢ § do
polindmio de Jacobi apresentando um critério que permite minimizar o erro do

procedimento numérico através da selecdo destes parametros.

COIMBRA et al. (2001) aplicaram o0 MCOEFM a uma variedade de modelos ndo
estaciondrios, tento como objetivo demonstrar a capacidade apresentada por este método
em resolver numericamente tais tipos de problemas. As solugdes em cada um dos
elementos foram obtidas pela aplicagdo do método de Galerkin, utilizando como fung¢ado
tentativa o polindmio interpolador de Lagrange. A metodologia foi aplicada a quatro
exemplos que incorporam fendmenos de difusdo, convecgdo e reacdo em estado ndo
estacionario. O método apresentado mostrou-se bastante eficiente sendo capaz de obter

resultados suficientemente precisos utilizando poucos elementos.

PINTO et al. (2000) desenvolveram um modelo matematico para céalculo das
curvas de distribui¢do de pesos moleculares em sistemas de polimerizagdo em emulsao.
Para resolucdo das equacdes de balango dos radicais e de cadeias inativos foi utilizado
MCO adaptativo com integracdo da funcdo de referéncia e posterior integracdo pelo

DASSL. A principal hipdtese deste método ¢ que as distribui¢cdes dos comprimentos de
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cadeia dos radicais e das cadeias inativas possam a qualquer instante de tempo, ser
expandidas, em séries truncadas. O modelo apresentado neste trabalho foi validado com

dados experimentais de reagdes de copolimerizagao.

BISCAIA et al. (2001) propuseram um modelo dindmico para o processo de
extragdo de ions metalicos de licores aquosos usando membranas sulfactantes. O MCO foi
utilizado no processo de discretizagdo espacial do problema de forma a transformar as
equacdes diferenciais parciais em um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias que foi
resolvido através de uma rotina numérica apropriada. Este trabalho adotou como pontos de
colocagdo as raizes do polindmio de Jacobi com a=1le B=0.5. O modelo proposto neste

trabalho foi validado usando dados experimentais obtidos da literatura.

COSTA et al. (2003) apresentaram o modelo estacionario da polimerizagdo do
estireno em um reator tubular considerando variagdo radial das variaveis mais relevantes do
processo. Aplicou-se na resolugdo deste modelo o método dos volumes finitos, o MCO, e o
método da colocagdo em “spline”. Embora os resultados obtidos pelo método da colocacao

ortogonal tenham sido satisfatorios, o método dos volumes finitos mostrou-se mais rapido.

PINTO et al. (2003) apresentaram uma metodologia para descrever a morfologia
das particulas de polimeros que sdo obtidas durante os momentos iniciais da polimerizacao
de olefinas via catalise heterogénea. O modelo dindmico da Pré-polimerizacao ¢ constituido
por um sistema de equacdes diferenciais parciais, este sistema € reduzido a um conjunto de
equagdes diferenciais ordindrias pela aplicagio do MCO na discretizagdo das varidveis
espaciais, apos o sistema resultante ¢ integrado no tempo através da utilizagdo de uma

rotina de integracdo numérica apropriada.

SOUSA e MENDES (2004) desenvolveram um novo método para resolugao de
modelo de reatores de membrana catalitica, baseado em uma transforma¢ao na variavel
independente do problema e posterior aplicagdo do MCO utilizando as raizes do polindomio
de Jacobi como pontos de colocacdo. Comparando os diferentes resultados numéricos
obtidos, a metodologia comprovou ser eficiente e precisa, demandando pouco tempo

computacional.

WANG et al. (2005) desenvolveram modelos de reatores de duas e trés fases a fim

de simular o desempenho dos reatores: trickle bed e de leito de lama na reagao de sintese do

27



metanol. O MCO foi combinado a um procedimento de quase lineariza¢do, a fim de
solucionar o modelo do reator incorporando os efeitos de resisténcia intraparticulas, difusao
intraparticula e resisténcia de transferéncia de massa entre a fase liquida e gasosa. O
procedimento foi capaz de combinar a boa precisio do MCO a répida convergéncia da
técnica de quase linearizagdo. O sistema original de EDPs foi convertido em um sistema de
equagdes algébricas linearizadas, através da aplicagdo do MCO na discretizagdo da variavel

axial e radial.

ZENG et al. (2005) apresentaram a resolu¢cdo numérica do modelo de reator de
leito de lama anaerdbico com dispersao axial modelado em dois compartimentos. O MCO
foi aplicado com a finalidade de obter a distribuicao da concentragdo ao longo do reator. Os
resultados obtidos pela aplicacdo desta metodologia mostraram-se satisfatdrios, uma vez

que as solugdes foram obtidas utilizando poucos pontos de colocagdo e de forma rapida.

AL-MUFTAH e ABU-REESH (2005) aplicaram o MCOEF e o método de
Galerkin na resolu¢do do modelo estacionario do reator de leito empacotado com enzimas
imobilizadas, utilizado um modelo cinético de Michaelis-Menten com inibi¢ao competitiva
do produto, visando o estudo dos efeitos de parametros cinéticos, pardmetros de difusdo
interna e externa de massa, efeitos da hidrodinamica e os efeitos de difusdes simultaneas no
reator. Ambos os métodos apresentaram resultados satisfatorios sem que qualquer

comparacao entre os métodos fosse apresentada.

YU et al. (2005) aplicaram o MCO na resolucio do modelo ndo isotérmico
unidimensional e bidimensional de difusdo em uma particula de catalisador cilindrica onde
ocorre uma série de reagdes paralelas. Os resultados obtidos numericamente apresentaram
uma boa concordancia com os valores experimentais permitindo concluir a favor do modelo

desenvolvido e da metodologia utilizada em sua resolugao.

BARROSO et al. (2006) apresentaram a solu¢cdo numérica do modelo de difusdao
que descreve o processo cinético de secagem de sementes de soja pela aplicacdo do MCO,
comparando os resultados simulados com os resultados obtidos experimentalmente. Os
pontos de colocagao utilizados foram as raizes do polindmio de Jacobi com a=1 e f=0.5. O
valor médio da umidade foi calculado pela aplica¢do da quadratura de Radau. Os resultados

obtidos pelo modelo mostraram-se condizentes com os resultados experimentais.
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DAMAK (2006) aplicou 0 MCO no modelo de um reator bioldgico, possibilitando
sua integragdo através de um pacote de solu¢ao de problemas de valor inicial, neste caso
um Runge-Kutta de quarta ordem, e a estimacdo de pardmetros de interesse do modelo. Os

pontos de colocagdo utilizados foram as raizes do polindmio de Jacobi.

KIPARISSIDES (2006) utilizou uma equacao de balango populacional para prever
a evolugcdo molecular e as propriedades morfologicas de um polimero em um reator de
polimerizacdo. O MCEF foi aplicado na discretizacdo da direcdo radial da equagdo a fim de
calcular a distribuicdo de peso molecular. A concentragdo das cadeias de polimeros “vivo”
e “morto” foram aproximadas por fung¢des polinomiais em cada um dos elementos.
Segundo o autor, o MCOEF e o Método de Galerkin sdo os procedimentos numéricos mais

indicados para resolu¢do de equacdes de balanco populacional.

ARORA et al. (2006) aplicaram o MCOEF na resolu¢do de EDOVC em dois
pontos. A estabilidade dos resultados numéricos obtidos foi checada através de um novo
algoritmo que verifica a estabilidade dos resultados e avalia a convergéncia do método. Os
pontos de colocacdo adotados foram as raizes do polindmio de Chebyshey. A metodologia
desenvolvida neste artigo foi aplicada em duas EDOVC e os resultados obtidos comprovam

a boa adequacdo da técnica a resolucdo deste tipo de problema.

O Livro publicado por FINLAYSON (1972), “The method of Weighted Residuals
and Variational Principles”, reune toda metodologia basica para a aplicagdo do MRP:
selecdo da funcdo tentativa, critérios de ponderacdo e os procedimentos numéricos
necessario para obtencdo da solugdo final. O livro apresenta diversos tipos de problemas
resolvidos pela aplicacdo de MRP, dentre estes, problemas de valores iniciais, valores no
contorno ¢ de obtencao de valores caracteristicos. Sendo portando uma fonte de referéncia

extremamente importante.

Uma outra fonte de referéncia fundamental ¢ o livro do VILLADSEN e
MICHELSEN (1978), “Solution of Differential Equation Models by Polynomial
Approximation”, onde toda fundamentagdo matemadtica aplicada pelo MRP encontra-se
detalhadamente descrita. Neste livro também pode ser encontrado os principais codigos
computacionais desenvolvidos em FORTRAN 77 para aplicagdo da técnica bem como

inimeros problemas de engenharia quimica resolvidos detalhadamente.
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2.10 Integracio numérica

Em muitos dos problemas de engenharia existe a necessidade do computo de
integrais, que nem sempre apresentam solucdo analitica. Um bom exemplo e diretamente
relacionado aos fundamentos deste trabalho sdo os computos dos residuos médios
ponderados quando aplicado o método de Galerkin ou o método dos momentos. Ja que tais
métodos, quando aplicados, resultam em um integrando ndo linear que dificilmente

apresenta solucao analitica.

Considere a integragdo de uma fungdo y(x) em relagdo a variavel independente x

ao longo do intervalo [a b], definida pela equagado abaixo:
I = Iy(x)dx (2.18)

A 1idéia bésica do procedimento de integragdo numérica consiste em aproximar a
funcdo y(x) por um polindmio de grau n, Pn(x) ¢ entdo realizar a integracdo desta

aproximacao polinomial ao longo do mesmo dominio, Figura 2.2.

i f
ot /' et o /e
P,(x) [Pnl

(a) (b)
Figura 2.2: (a) integracdo exata; (b) integragdo numérica.

Para os casos em que a func¢do y(x) é conhecida, pode-se simplesmente escolher os
pontos discretos de x ao longo do dominio de integragdo [a b] e entdo propor uma
aproximacao que passe por tais pontos. A acuracia da integracdo numérica esta diretamente

relacionada a quao satisfatoria € a aproximagdo proposta.

Existem diversos procedimentos para o calculo numérico de integrais. Como o
procedimento numérico desenvolvido neste trabalho encontra-se em grande parte

fundamentada na aplicagdo das técnicas de quadratura de Gauss para o computo dos
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residuos médios ponderados, serd apresentada no proximo tdépico uma breve descri¢dao de

tais procedimentos.
2.10.1 Quadratura de Gauss

A quadratura de Gauss, ou quadratura Gaussiana consiste em aproximar a integral
definida de y(x), Equagdo 2.19, por um niimero finito e arbitrario de avaliagdes de y(x), ao

longo do dominio normalizado do problema.

1 nf
I:Iy(x)dx=Zwiy(xi)+E (2.19)

O termo E ¢ o erro associado ao procedimento de integragdo numeérica, os pontos

x; sdo conhecidos como pontos da quadratura e os termos w; sdo os pesos da quadratura.

Os métodos de quadraturas podem ser classificados em trés diferentes grupos:
métodos de quadraturas que utilizam apenas pontos internos (quadratura de Gauss-Jacobi),
métodos de quadraturas que utilizam pontos internos e uma das extremidades (quadratura
de Gauss-Radau com inclusdo da extremidade inferior ou superior) e métodos de
quadraturas que utilizam ambas as extremidades (quadratura de Gauss-Lobatto) (RICE e

DO, 1995).

Quadratura de Gauss-Jacobi

A formula de quadratura de Gauss-Jacobi (QGJ) para n pontos de quadratura ¢

representada pela expressao:
N

I = '[y(x)dx ~ Zwiy(xi) (2.20)
i=1

A utilizagdo do procedimento de QGJ esté sujeito a determinagdo de N pontos de
quadraturas e N pesos de quadraturas, o que resulta em 2N parametros a determinar. De
posse de tais parametros € possivel ajustar um polinomio de grau 2N-1. Isto implica que
escolhendo x; e w; de forma a satisfazer a Equacdo 2.20, a formula de QGJ ¢ capaz de

computar exatamente integrais de fun¢des polinomiais de até grau 2N-1.
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QOuadratura de Gauss-Radau com inclusdo da extremidade inferior x=0

A formula de quadratura de Gauss-Radau utiliza um ponto de quadratura externo

x=0, sendo representada pela expressao:

1

I=J. ( dx woy ZWJ/ (2.21)

0

A utilizagdo do procedimento de QGRi esté sujeito a determinagdo de N pontos de
quadraturas uma vez que o ponto x=0 ja ¢ especificado e N+1/ pesos de quadraturas, o que
resulta em 2N+/ parametros a determinar. Uma vez conhecidos estes parametros um
polindmio de grau 2N pode ser ajustado. Desta forma se x; e w; forem selecionados de
forma a satisfazer a Equagdo 2.21, a formula de QGRi ¢ capaz de computar exatamente

integrais de fung¢des polinomiais de até grau 2N.

Quadratura de Gauss-Radau com inclusdo da extremidade superior x=1

A férmula de quadratura de Gauss-Radau utiliza um ponto de quadratura externo

x=1, sendo representada pela expressao:

1

1= [ y(ede = Y wp()+ w,.0(0) (2.22)

0 i=1

Andlogo ao procedimento anterior hd 2N+ parametros a serem determinados,
possibilitando novamente ajustar um polindmio de grau 2N. Desta forma escolhendo x; e w;
de forma a satisfazer a Equacao 2.22, a QGRs ¢ capaz de computar exatamente integrais de

fungdes polinomiais de até grau 2N.

Quadratura de Gauss-Lobatto

A formula de quadratura de Gauss-Lobatto (QGL) utiliza dois pontos de

quadratura externos x=0 e x=1, sendo representada pela expressao:

1

1= [ (e = v, (0 Zwy +w,(1) (2.23)

0

A utilizagdo do procedimento de QGL esta sujeito a determinagao de N pontos de

quadraturas uma vez que os pontos x= 0 e x=1 jd sdo especificados e N+2 pesos de
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quadraturas, o que resulta em 2N+2 parametros a determinar, tornando possivel ajustar um
polindmio de grau 2N+/. Assim sendo se x; e w; forem escolhidos de forma a satisfazer a
Equagdo 2.23, a formula de QGL ¢ capaz de computar exatamente integrais de fungdes

polinomiais de até grau 2N+1.

A forma mais aplicada para selecdo dos pontos de quadratura é a utilizagdo das
raizes de polindmios ortogonais, como mostrado por VILLADSEN e STEWART (1967)

em seu classico artigo da colocacdo ortogonal.

Diversas raizes de polindmios ortogonais podem ser aplicadas, como exemplos de
polindmios ortogonais utilizados na literatura podem-se citar Jacobi, Legendre, Chebyshev

e Radau. Sendo esta selecao feita respeitando a especificidade de cada problema.

O critério para selecdo dos pontos e o calculo dos pesos das quadraturas
correspondentes encontram-se muito bem detalhadas e fundamentadas no Livro de
VILLADSEN e MICHELSEN (1978) bem como os c6digos computacionais desenvolvidos
em FORTRAN 77 para obtengao destes parametros.

2.11 Conclusdes do capitulo

Obter um modelo matematico que represente adequadamente um processo ou
fendmeno de interesse permite que diversas analises e estudos sejam conduzidos com custo
inferiores a estudos experimentais realizados em laboratdrios ou plantas pilotos, de uma

forma muito mais segura e rapida.

Para que tais estudos e analises sejam realizados, torna-se fundamental a resolucdo
das equagdes matematicas que compdem o modelo. Entretanto, na maioria dos problemas
tipicos de engenharia a obtencdo da solug¢do analitica do problema ndo ¢ possivel. Desta
forma, torna-se necessario a utilizacdo de uma técnica numérica, que seja capaz de obter a

solugdo do problema de forma rapida e precisa.

Existem diversos métodos disponiveis na literatura para resolucdo de EDOVC e
EDPs e todos estdo baseados na discretizagdo do dominio do problema transformando o
sistema original de equagdes diferencias ordinaria ou parciais em um sistema algébrico ou

diferencial ou algébrico-diferencial conforme o método aplicado.
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As técnicas de aproximacgdes podem ser de natureza local, como ¢ o caso do MDF,
ou de natureza global, como o caso do MRP. Técnicas que fazem uso de aproximacdes de
natureza local necessitam de um grande niimero de pontos de discretizacdo, para que a
solugdo numérica obtida esteja bem proxima da solugdo real do problema, resultando em
um sistema constituido por um nimero relativamente elevado de equagdes. Ao passo que,
as técnicas de natureza global necessitam, em geral, de poucos pontos de discretizagao,
embora o procedimento de obtengdo do sistema discretizado seja mais complexos e

trabalhosos que para as técnicas que fazem uso de aproximacgodes locais.

Uma das grandes vantagens das técnicas que utilizam aproximacdes de carater
global ¢ que uma vez sistematizado o procedimento de discretizagdo o esforgo
computacional utilizado na resolug¢do do sistema resultante ¢ consideravelmente menor. Ou
seja, com um numero inferior de pontos de discretizagdo chega-se a resultados igualmente

precisos em periodos de tempo inferiores.

Dos muitos trabalhos estudados durante a etapa de revisdo bibliografica pode-se
constatar que a grande maioria das aplicagdes referentes ao MRP estdo baseadas no MCO.
Credita-se a ampla utilizagdo deste método a simplicidade apresentada pela aplicagdo de
sua metodologia, resumindo-se apenas a anular as expressdes de residuos em pontos
selecionados do dominio. Dispensando o calculo de integrais, que sdo obrigatorias a todos

os demais métodos pertencentes ao MRP.

Foi observado que embora ja tenham se passado cerca de quarenta anos desde o
desenvolvimento do MCO, nenhum critério sistematico para escolha do polindmio
ortogonal foi estabelecido. A grande maioria dos trabalhos encontrados na literatura faz uso
das raizes do polindmio de Jacobi como pontos de colocagdo, com os parametros o € 3

selecionados sem nenhuma analise da estrutura caracteristica do sistema.

Para alguns autores, a necessidade do computo das integrais dos residuos médios
ponderados, apresentada por todos os MRP com excecdo do método da colocagdo torna o

procedimento numérico mais lento o que leva a optar pela aplicacdo do MCO.

Diante de todos os aspectos apresentados anteriormente elaborar um procedimento
que seja capaz de integrar a facilidade de aplicagdo caracteristica do MCO, fundamentada

em critérios rigorosos de ponderagdo e selecdo de polindmio ortogonal que levem a
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solugdes mais precisas e confidveis, caracteristicas da aplicagdo do método dos momentos e
de Galerkin, sem a necessidade do computo das integrais seria uma grande contribui¢ao a
aplicagdo do MRP de forma o tornar a metodologia mais sistémica, precisa e de facil

aplicagao.
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CAPITULO 3

Desenvolvimento da Metodologia Proposta

Ao longo das ultimas décadas observa-se uma crescente utilizacdo do MRP em
especial o método da colocacao ortogonal para obtencdo da solugdo numérica de modelos
descritos por EDP ou EDOVC.

A forma original do MCO reproduz apenas o método dos momentos e o método de
Galerkin em um nUmero limitado de problemas, a saber: modelos com equagdes
diferenciais lineares com simetria e condi¢cdes de contorno na superficie tipo Dirichlet.
Entretanto, em modelos diferenciais mais reais (equagdes nao lineares com condi¢des de
contorno Danckwerts, por exemplo) o método classico da colocagdo ortogonal ndo se

apresenta como diretamente relacionado aos MRP.

Diante de tais aspectos seria de grande valia desenvolver um procedimento que de
forma simples aliasse os resultados mais precisos obtidos através da aplicagdo dos métodos
de momentos e de Galerkin a simplicidade de aplicagdo do método da colocagdo ortogonal

fundamentado em critérios mais rigorosos de sele¢do do polindmio ortogonal a ser adotado.

Neste capitulo propdem-se, um novo método sistematico de resolugdo de sistemas
de EDPs ¢ EDOVC fundamentado em aproximagdes polinomiais, resultante da aplicagao
do método dos momentos ou do método de Galerkin ao problema.

Da mesma forma que o procedimento tradicional, o procedimento proposto se
inicia com a aproximacdo polinomial das variaveis dependentes do problema. A seguir,
substitui-se a aproximacao proposta nas equagdes diferenciais do problema gerando as
expressoes dos residuos. A fim de quantificar estes residuos globalmente, calculam-se seus
valores médios ponderados utilizando um método de quadratura conveniente no computo

das integrais.
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A metodologia desenvolvida foi sistematizada para dois tipos especificos de
problemas: problemas com condi¢do de simetria e problemas sem condicao de simetria. A
fim de facilitar o entendimento da metodologia proposta na solucdo destes problemas, todo
o procedimento referente a sua aplicagdo serd ilustrado através da resolug@o de dois tipicos
problemas de engenharia quimica: o modelo de difusdo com reagdo quimica, representando
a aplicagao da metodologia a problemas com simetria ¢ o modelo de reator de leito fixo
representando a aplicacdo da metodologia a problemas sem condi¢do de simetria. Onde o
modelo estacionario exemplifica a aplicagdo da metodologia a resolugdo de EDOVC e o

modelo transiente exemplifica a aplicacdo da metodologia a resolugao de EDP.
3.1 Metodologia aplicada a problemas com condicées de simetria

Nomenclaturas empregadas nesta secdo:

t: variavel temporal definida no dominio t > 0 - adimensional
x: variavel espacial definida no dominio 0<x<1 - adimensional
y: fragdo Molar do reagente - adimensional

@: modulo de Thiele — adimensional

m: ordem da reagao - adimensional

s: fator de forma - adimensional

Sh: nimero de Sherwood - adimensional

Neste capitulo serd demonstrado a aplicagdo da metodologia proposta a problemas
com simetria. O exemplo selecionado para representar este caso de estudo foi a equagdo da
difusdo com reagdo quimica exotérmica (VILLADSEN e MICHELSEN, 1978),

considerando o regime estaciondrio e o transiente.
3.1.1 Equacao da difusdo com reag¢iao quimica, modelo estacionario.

O balanco de massa de uma particula de catalisador em estado estacionario de

geometria s (s=0 plana, s=1 cilindrica e s=2 esférica), na qual ocorre uma reagao
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irreversivel de ordem m, ¢ descrito, em termos adimensionais, pelo sistema de equagdes

abaixo:

_.i[xs .M}_qﬁ L) =0 (3.1)
dx

1
x* dx

Sujeita as condi¢des de contorno:

)|
cens S =0 (3.12)
cC2: % = sh-Ji-y(x) _] (3.1b)

A CCl1, Equacao 3.1a, traduz na realidade o fato de y(x) ser uma fun¢ao par em x,

ou seja: y(x)=y(x?). Permitindo assim adotar como nova variavel independente u=x".

Reescrevendo o sistema em torno desta nova variavel:

d’ 1 d m
{u. 2 2 Z(uu)}p'b(“)] ~0 (3.2)

Sujeita as condi¢des de contorno:

cct: YW1 piNiTaA (3.2a)
du |,
dy(u
CC2: g- i;u) = [1-y() ] (3.2b)
u=1

onde os pardmetros p=d"/4 ¢ q=2/Sh.
Propondo-se a aproximacado polinomial de Lagrange de grau n em u para y(u)
n+l
Yy =y =3 4,(u)y,
J=1

onde Z; (u): polindmio em u de grau n, tal que: (3.3)

4i(u)=38; ={

1 parai=j N .
.. [funcdo 6 de Kronecker];
0 parai# ]
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Y, :y(”)(uj)e O<uj<upy<-u,<upyy =1

A aproximacdo proposta pela Equacdo 3.3, pode também ser representada de

forma a satisfazer ambas as condi¢des de contorno pela expressao:

a,
y(”)(u,a):1+iaj (u’ —l—q-j) onde a=| "2

J=1

eR" (3.4)

a

n

A substitui¢do da aproximagio polinomial y™(u) expressa pela Equagdo 3.3, no
modelo descrito pela Equagdo 3.2, da origem a expressdo do residuo da aproximacao

polinomial, definidos por:

iy 1y s
R (uy)=|u- L0 LD du(u)}p‘[y(")(”)] (3.5)

O residuo expresso pela Equacdo 3.5, avalia a qualidade da aproximacao ponto a
ponto do intervalo: 0 < u < 1. A fim de quantifica-lo globalmente, associa-se a seguinte

forma integral:

u=l s-1
R (y)= (Sgl). J‘u 2 o,(u) R” (u,y)-du=0 Paraj=1,2,..,n (3.6)

onde R"(y) sdo chamadas de j’ésima integral do residuo ponderado das aproximagdes e

,(u) sdo os j’ésimo pesos dos residuos.

Os pesos associados a w (u) caracterizam o tipo de métodos de residuos

ponderados empregado na ponderagao do residuo e sao apresentados na tabela abaixo:

Tabela 3.1: Fungdes peso associadas ao método dos momentos e de Galerkin

Método dos Momentos Método de Galerkin
_ il () ,
a)j(u) u a)j(u):@y a;u,a):u]_l_q_j
j

Paraj=1,2,..,n.
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Na avaliacdo do desempenho do método sera considerado o valor médio do

quadrado do residuo, definido por:

R (y)= (s ;r . Tuszl : [R(")(u,y)]Z -du (3.7)

u

A aplicacdo do método dos momentos ao problema gera como expressao para

R/(y):

1 u=l  s—1 - .
R;")(y): (S; ) .[Ou 2,01 ,R(’U(u’y).du =0 ParaJ =1,2,..n (38)

A avaliagdo da integral acima, Equacdo 3.8, por quadratura de Gauss-Jacobi,

resulta na expressao:

u=l s-1 "
(324-1). j uT e -R(”)(u,y)-du ~ ZHk 'u[l ,R(n)(uk,y) =0

u=0 k=1 (3 9)

RY(y) =

Paraj=1,2,..,n.

Considerando o caso especifico de reagdo quimica de primeira ordem, o residuo

R™(u,y) serd uma funcdo polinomial em u com o mesmo grau n de ™ (). Desta forma, o
integrando da Equacdo 3.8, 4/ - R™(u,y) sera um polindmio em u de no maximo grau 2n-

1, possibilitando que a integral definida pela Equacdo 3.8, possa, apenas neste caso
especifico, ser avaliada de forma exata por quadratura de Gauss-Jacobi. Para isto deve-se
utilizar como pontos de quadraturas internos, 0 <u, <u, <---u, <1 que sdo as n raizes do

(s-1)
2

0 s—1

polindmio de Jacobi com ¢ =0 e f = , Ou seja, Pn[ ’TJ(u).

A aplicagdo deste procedimento d4 origem a um sistema algébrico ndo linear

constituido de n+1 equagdes definido por:

n+l

Z;ci,j-yj—p-[y,.]’”zo Parai=1,2,..,n. (3.10)
p=

n+l

q'ZAnH,_/ Y + Vo —-1=0

J=1
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onde Ci,_/:{ B, ; +ST+1 A, }

sendo

y(n)(ui):yi dy(n)(u y)

u u

n+l dZy(n)(u y) n+l
ZAl J yj 2 ZBl ) yl

O método dos momentos aplicado desta forma resulta em um sistema de equagdes
1déntico ao gerado pela aplicagdo do MCO, em sua forma classica, adotando como pontos

(-1)

de colocagdo as n raizes do polindmio de Jacobi com a=0 ¢ S = 2

A integral dos residuos ponderados gerados pela aplicacio do método dos
Momentos, Equacdo 3.8, poderia também ser computada através da aplicagdo da quadratura
de Gauss-Radau com inclusdo da extremidade superior u,;;=1. Resultando no sistema de

equagdes algébricas, constituido por:

n+l n+l

ZD” y,—p- ZE "=0 Parai=1,2,.

n+l

q.ZAnJrl,j .yj +yn+l _1:()
Onde (3.11)

n+l i-1
— i1 E,=H; u
D, =2 H, u-Cy

s+1
Ci/:[”i'Bi;Jr -Ai/]
2 2 2 Ly
Similar ao procedimento no qual a quadratura de Gauss-Jacobi ¢ aplicada, a
utilizagdo da quadratura de Gauss-Radau com inclusdo da extremidade superior u,:;=1
apenas ¢ capaz de avaliar exatamente as integrais representadas pela Equacdo 3.8, para o

caso especifico de reacdo quimica de primeira ordem. Sendo agora os n pontos de

(1)
2

quadraturas internos as »n raizes do polindmio de Jacobi com a =1 e f =
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A aplicacdo do método de Galerkin ao problema gera como expressao para

n, .
R (y):

u=l s-1
R;’”(y)z(s;l)- u? .[uf —l—q-j]-R(”’(u,y)-du =0 Paraj=1,2,..,n (3.12)

| —

u=0

Aplicando a quadratura de Gauss-Radau com inclusdo da extremidade superior

un+1=1 no computo da integral definida pela expressdo acima, Equagdo 3.12, tem origem a

expressao:
u=l s-1
Rﬁ’”(y)=(sz+l)- Ju? f-1-g-j} RV () du=
u=0
n+l
S H ful -1-q- jF R (u,,y)=0 (3.13)
k=1

Paraj=1,2,..,n.

Considerando o caso especifico de reacdo quimica de primeira ordem, o residuo

R™(u,y) serd uma funcdo polinomial em u de grau n. Desta forma, o integrando da
Equacdo 3.12, [u«f ~1-q- j]- R™(u,y) serd um polindmio em u de no maximo grau 2n,
possibilitando assim que a integral representada pela Equacdo 3.12, possa ser avaliada,
apenas neste caso especifico, exatamente por quadratura de Gauss-Radau. Para isso, deve-
se utilizar além de u,+=1 os pontos internos de quadraturas, 0 <u, <u, <---u, <1 que sdo

(s-1)
2

s—1

1,—
as n raizes do polindmio de Jacobicom a=1¢ £ = , Ou seja, Pn[ : J (u).

Substituindo a aproximacao proposta, na equacao original do problema e em suas
respectivas condi¢cdes de contorno e computando o residuo médio ponderado através da
quadratura de Gauss-Radau como mostra a Equagdo 3.13, origina-se um sistema algébrico,

constituido por:

n+l n+l

ZIDZ.,‘, -y, —p~Z}EiJ ]'=0 Parai=1,2,..,n (3.14)
J= J=

n+l

q.ZAnH,j .yj +yn+1 _1:0

J=1
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E; :Hj'(”_j_l_q'i)

O método de Galerkin aplicado desta forma pode apenas ser reproduzido pela
forma cléassica do MCO no caso especifico da condigdo de contorno ser do tipo 1, condigao
de Dirichlet, quando o parametro ¢ =0ou sh — o, uma vez que, esta situagdo especifica
possibilita que o integrando referente ao residuo médio ponderado, Equagdo 3.13, seja

avaliado exatamente por quadratura de Gauss-Jacobi adotando como pontos internos de

=
quadraturas as n raizes de P, °

n

(u) . O que equivale a obrigar que a expressdo de residuo

seja nula nas n raizes deste polinomio.

Obter os pontos de colocagdo adequados a fazer com que o MCO reproduza
exatamente o método de Galerkin ¢ uma tarefa extremamente trabalhosa. Como pode ser
observado no APENDICE A2 desta dissertacdo, onde encontra-se detalhadamente descrito
o procedimento de geragdo deste novo polindmio ortogonal para o caso especifico de

reacdo de primeira ordem.

A seguir, o método anteriormente descrito ¢ reapresentado de uma forma mais

sistematica, permitindo tratar ambos os métodos de forma semelhante.

Aplicando da quadratura de Gauss-Radau com inclusdo da extremidade superior

un+1=1 no computo dos j’ésimo residuo ponderado, R™(y), através da expressdo:

S= n+l

u? o u) R”uy) du=> H, o /(u,) R"”(u,y)=0
u=0 = (3.15)

w _(SH),
R (y) = >

1l '—-.ﬁ

Paraj=1,2,...,n.

Que pode ser representada matricialmente pela expressao:
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1 a’3(“1) H, a’s(“z) H, a’}(“n) H,, a’3(”n+1) =0
: . R, (3.16)
Hl.a)n(ul) HZ'a)n(MZ) Hn'a)n(un) Hn+1.a)n(un+l) Rn+l_

onde R, = R”(u,,y) parak=1,2,...,n+1

Manipulando este sistema de equagdes € possivel expressar os n residuos nos

pontos internos em funcdo do residuo na extremidade superior, u,+; =1. Resultando na

expressao:

R=v R,

onde sendo

v =-G'-d Gi,szj'wi(”j) .
Parai,j=1,2,...,n d,=H,., o,

O método representado nesta forma permite utilizar o mesmo polindmio de Jacobi,

P(l’%j

n

(u) , tanto para o método dos momentos como para o método de Galerkin, apenas no
calculo das matrizes de discretizagdo do sistema ¢ que surge a especificidade de cada

método.

A aplicagdo desta metodologia ao problema, d4 origem a um sistema algébrico nao

linear constituido de n+1/ equacdes definido por:

n+l

n+l
Z;,C,-,,,- v, -p -, ‘{Z}CM,] -y, =p ] [=0
j= j= |

R, R

(3.18)

n+l
Parai=1, 2, ..., n.
n+l

q'ZAn+1,j'yj+yn+1_1:0

J=1
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onde C. . :{u»BA A+S—+1-AA }
i,j i i,j 2 i,j

3.1.2 Equaciao da difusdo com reacio quimica, modelo transiente.

O balango de massa de uma particula de catalisador em estado ndo estacionario de
geometria s (s=0 plana, s=1 cilindrica e s=2 esférica), na qual ocorre uma reacao

irreversivel de ordem m, ¢ descrito, em termos adimensionais, pela EDP:

ay(x’t)_L_i s_ay(x’t) —_d2. m
o x 8x[x Ox } O [ylx)] (3-19)

Sujeita as condigdes de contorno:

oy(x,1)
ccl: RO _g
-l (3.192)
CC2: % = Sh-[y, ()= »(x.1)_ ] (3.19b)
x=1

E a condicao inicial:
W), = v(x) (3.19)

Idéntico ao caso estacionario a CC1, Equagdo 3.19a, traduz o fato de y(x,f) ser uma

fungio par em x, permitindo novamente adotar como nova variavel independente u=x".

O sistema reescrito em func¢ao desta nova variavel ¢ representado por:

%—[u - a{;g;,t) " S;I - Gy((;:l,t)} +p- D] =0 (3.20)
Sujeita as condigdes de contorno:
ccr: 2001 piNTa (.202)
O e
(3.20b)

cC2: q-—ayé“’t)
u

= [, ()~ o),

u=1

E a condigdo inicial:
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yust),_, =, (w) (3.20¢)

onde os pardmetros p = @, q=2/Sh e t = t/4

A aplicacao do método da aproximagdo polinomial € no caso transiente analoga a
do caso estaciondrio, isto €: aplica-se a aproximacao polinomial a varidvel y(u,f) na variavel
u e a EDP original definida pela Equacdo 3.19, ¢ transformada em um sistema de n
equagdes diferenciais ordindrias em ¢ acoplado a uma equacao algébrica relativa a condicao

de contorno na superficie da particula.
Propondo a aproximacgao polinomial de Lagrange a variavel y(u,f):

n+l

0=y w0=3.4, )y,

onde Z; (u): polindmio em u de grau n, tal que:
(3.21)

1 parai= N .
; (uj)=8§; i= . ~.[funcdo & de Kronecker];
’ 0 parai#]

yj(t):y(n)(uj’t) € 0<u1 <u2 <.“un <un+l El

Aplicando procedimento semelhante ao utilizado no modelo estacionario e
computando as integrais dos residuos ponderados por quadratura numérica tipo Gauss-
Radau com inclusdo da extremidade superior u,+; =1 da-se origem a um sistema algébrico

diferencial constituido de n equagdes diferenciais e uma equacao algébrica.

DO _Sc, v w4 ol -
v | 2O S e, 0 p b,m(t)]’"} =0 (3:22)

R,

n+l

Parai=1,2, ..., n.
n+l

q DA YO+, 0)-,(t)=0

J=1
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onde CA/ :{uA-BA/-i-S—H-AA }
Ly L 1, 2 1]

sendo
Y ;) = 3, (0) ") _dy(0)
or | dr
" (u,t)] & O’y (u,0)| &
CAN St p— A -v.(t — "7 = B . -y.(t
| ,Z‘ Y0 | ,Z‘ oY)

Como no caso estacionario a metodologia apresentada desta forma permite que o

-1
()
mesmo polindmio de Jacobi, P. *’(u), seja utilizado em ambos os métodos de residuos

n

ponderados, momentos ou Galerkin, a tnica diferenca entre eles surge no calculo das

matrizes de discretizag¢ao do sistema.
3.2 Metodologia aplicada a problemas sem condicao de simetria

Nomenclaturas empregadas nesta secdo:

t: variavel temporal definida no dominio t > 0 - adimensional
x: variavel espacial definida no dominio 0<x<1 - adimensional
y: fragdo Molar do reagente - adimensional

Pe: niimero de Peclet de massa - adimensional

Da: nimero de Damkohler - adimensional

m: ordem da reagao - adimensional

Neste capitulo serd demonstrada a aplicagao da metodologia proposta a problemas
sem simetria. O exemplo selecionado para representar este caso de estudo foi o modelo de
reator de leito fixo com dispersdo axial onde ocorre uma reagdo quimica de ordem m

(FINLAYSON, 1972), considerando estado estaciondrio e transiente.
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3.2.1 Reator de leito fixo com dispersio axial, modelo estacionario.

O balanco de massa em um reator de leito fixo, operando em estado estacionario

no qual ¢ conduzida uma reacao irreversivel de ordem m ¢ descrito pela equagao:

d 1 d? m
'gf)sz ' jﬁf)‘L”'b*xﬂ (3.23)

Sujeita as condi¢des de contorno:

1 dy(x) (3.23a)
CCl: ———=——+ =|[l-
Pe dx o [ y(x]x=0]
3.23b
cco - L B g (3.23b)
Pe dx |

Propondo-se a aproximacao polinomial de Lagrange de grau n+/ em x para y(x):

n+l

Y@=y 0)=3¢,(x)y,

onde Z, (x): polindmio em x de grau n+1, tal que:

(3.24)

1 parai=]j N .
v /(x[) =0, = . ".[funcdo o de Kronecker]
' i 0 parai#]

_ L, (n+D) _ _
Y, =y"(x;) e 0=x,<x <x, <--x,<x,, =1

A aproximagdo proposta pela Equagdo 3.24, pode também ser representada de

forma a satisfazer ambas as condi¢des de contorno pela expressao:

Y (x,a) =1+{(l—x)2 _(IJF%H.% J{(l—x)2 -x+%]a2 +

+(1—X)2 -Zn:aj X
=3

(3.25)
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A substitui¢do da aproximacio polinomial y™(x) expressa pela Equacio 3.24, na
EDP definida pela Equacao 3.23, da origem a expressao do residuo da aproximagao, que €

definido por:

dy(n+1)(x) 1 d2y(n+l)(x) "
R(ﬂ+1J == M- 27 . Da- (n+1)
(ey) =T 0 o s a0 ()] (3.26)

A fim de quantificar globalmente a expressao do residuo, a seguinte forma integral

¢ associada:

x=1
RV (y) = ij(x)'R(n+lJ(x,Y)'deo Paraj=1,2,..,n (3.27)
=0

X

As fungdes pesos associadas ao método dos momentos e ao método de Galerkin

sdo apresentadas na tabela abaixo:

Tabela 3.2: Fung¢des peso associadas ao método dos momentos e de Galerkin

Método dos Método de

Momentos Galerkin

(l—x)z—(1+P2J para j=1

(&

-1
(0] (x) = x] ay(nJrl)(x’ a) ) 1 )
Paraj=1,2,---,n @,(x)= da, =10-2) e para =2

(1—x)-x’" paraj=3,---,n

Para avaliagdo do desempenho do método serd considerado o valor médio do

quadrado do residuo, definido por:

X=

R@y-=| TR(”*“ xy)f -dx (3.28)

x=0
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A aplicacdo do método dos momentos ao problema gera como expressao para

R™(y):

x=l1
R;nu)(y) _ ij—l ‘R"™V(x,y)-dx=0 Paraj=1,2,..,n. (3.29)

x=0

A integral acima, Equagdo 3.29, pode ser avaliada por quadratura de Gauss-

Lobatto, resultando na expressao:

x=1 n+l
R™V(y)= [« R"™V(xy)-de=) H, xl' R"(x,y)=0
o 0 (3.30)

Paraj=1,2,..,n.

Considerando o caso especifico de reagdo quimica de primeira ordem, o residuo
R™V(y) sera uma fun¢do polinomial em x com o mesmo grau n+/ de »"*(x). Desta
forma, o integrando da Equagdo 3.29, x/-R™"(x,y) serd um polindmios em x de no

maximo grau 2n. Permitindo que a integral expressa pela Equacdo 3.29, possa, neste caso
especifico, ser exatamente avaliada por quadratura de Gauss-Lobatto. Para isto, deve-se
utilizar, além dos pontos x;=0 e xp;;=1 os pontos internos de quadratura,

0<x <x,<--x, <1 que sdo as n raizes do polindmio de Jacobi com a = =1, ou seja,
(L1)
B(x).
Expressando os n residuos nos pontos internos em funcdo do residuo na
extremidade inferior xy=0 e da extremidade superior x,;; =1, pode-se escrever:

R =v,,R,+v, R

n+l1

onde Sendo H, i
(n+1) i-1 HO Hn+l
R, =R""(x,y) G,=H, x| D = . : (3.31)
Parak=0,1,..., ntl H, H,,
v =-G'-D Parai,j=1,2,..,n

A aplicagdo do procedimento descrito anteriormente da origem a um sistema

algébrico constituido por:
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n+l

Zci,j Y, +Da'[yi]m +

j=0
R;
n+l
—Vio- |:ZC0,1 ") +Da- [yo]m} +
J=0
K X )
n+l "
_vi,l .|:ZCIHAJ 'yj +Da ’ [yll+1] :|
j=0
| R, '

Parai=1,2, ..., n.

1 n+l

(3.32)
Tpe eI

n+l

ZA’HLJ ¥;=0

Jj=0
1
onde C, ; =A, ; —P—~Bi/.
. . o .
Sendo
(n+1) — (n+1) n+l 2 (n+1) n+l
Y =y, dy™ (x) d“y"" 7 (x)
= M =N A -y ——2 =B, ..y,
dx ) jZO i,] y] dx2 z i,j yj

x;,  J=0

A aplicacio do método de Galerkin ao problema gera como expressdo para
R;nH) (y) :

x=1

Rl(rH—l)(y): J‘ (l—x)2 _ 1+i .R(’Hl)(x’y).dxzo
A Pe
x=1] 1

R£n+l)(y): J‘ (1—)()2 -x+:|‘R(n+U(x,Y)'deO
x=0 Pe

(3.33)

RV = [[1-2f 2| R (xy)-de=0

x=0

Paraj=3,4, .., n.
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As integrais acima, Equagdo 3.33, podem ser avaliadas por quadratura de Gauss

Lobatto, resultando nas expressoes:

n+ & 2 n+
R™(y)=) H, '[(1_xk)2_[l+peﬂ'm U (x,,¥) =0

k=0

n+l

R£n+l)(y) ~ ZHk l:(l —x, )2 X, +1} . R("*l)(xk ,y) =0
2 Pe (3.34)

n+l

R(n+1)(y) ZH [1 xk j l] R(’Hl)(xk,y) 0

Paraj=3,4,..,n

Considerando o caso especifico de reacao quimica de primeira ordem, o residuo
R™V(x,y) sera uma fung@o polinomial em x com o mesmo grau n+/ de y*"(x). Desta

; 5 . (n+1) 4 A

forma, o integrando da Equagdo 3.33: o, (x)-R”"(x,y) serd um polindmios em x de no
maximo grau 2n+2. Permitindo que a integral expressa pela Equagdo 3.33, possa, no caso
de reagdo quimica de primeira ordem, ser avaliada exatamente por quadratura de Gauss-
Lobatto até j=n-1. Para o caso de j=n o integrando, l_(l—xk )i -x,ﬁ’lj-R,f"*“ ser4 um polindmio

em x de grau 2n+2, cuja integral ndo pode ser avaliada exatamente pela aplicacdo da forma

tradicional da quadratura de Gauss-Lobatto.

Entretanto da expressao geral da quadratura de Gauss-Lobatto € possivel escrever:

n+l

RV = [l1-f v} R ()= | Ji-—x P xRV )

| PEe) [(1 Cx) -R(”“)(x,y)]‘ (3.35)

Tnr2) x>

XJ‘x [p(l ol ] -dx

Calculando o erro associado ao computo da integral através da técnica de
quadratura obtém-se a expressdo exata para o cdlculo do n’ésimo residuo ponderado,

definidos:

- C(I'U C(ll) C(l'l)
RIV(y)=—=— R+ Y| H,(1-x, ] -x R ———R,,=0 (3.36)
j n+l
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onde a; :M paraj=0,1, ---,n, (n+1)

dx

Xj

Proda (X) = (x_xo)'(x_xl)""(x_xn)'(x_xn+1):x'(x_l)'Pr(lu)(x)

ay n'[(n + 1)!]2 (n + 2)!
C= 2-n+20(2-n+3)

Devem ser utilizados além dos pontos, xo =0 e xp+;=1, 0s pontos internos de

quadraturas, 0 <Xx; <X, <:--X, <1, que sdo as n raizes do polinomio de Jacobi com

a=P=1, ou seja, Pn("l)(x).

O desenvolvimento mais detalhado do procedimento referente ao célculo do erro
da técnica de quadratura aplicado anteriormente encontra-se no APENDICE Al desta

dissertacao.

Este novo procedimento de quadratura desenvolvido permite o computo exato de
integrais de fungdes polinomiais de até grau 2n+2, possibilitando que a metodologia
reproduza exatamente o método de Galerkin para o caso especifico de reacdo quimica de

primeira ordem.

Analogo ao caso dos problemas unidirecionais com condicdo de simetria ¢
possivel sistematizar o procedimento numérico de forma a permitir a utilizacdo do mesmo
polindmio de Jacobi para ambos o MRP aplicados, incluindo todas as informacdes
pertinentes a aplicagdo do método nas matrizes de discretizagdo do sistema.

Representando na forma geral o computo da integral dos residuos médios
ponderados, Equacao 3.27 aplicando quadratura de Gauss-Lobatto:

n+l

R"(y)=) G, -R""(u;y)=0 (3.37)

Jj=0

O procedimento pode ser sistematizado através da escolha da matriz G, como

apresentado na Tabela a seguir:
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Tabela 3.3: Matriz G caracteristica do método aplicado

Método dos Momentos Método de Galerkin

G,,=H,;- (1_xj)2 X +Ple}
G, =H, 'xj'_l )
G, =H, '(1_xj)2 x

J
para3<i<(n-1)

G,;=H, ’(1_xj)z 'x;_l _i“)

«;

Parai=1,2,..,nej=0,1,..., ntl.

Expressando os n residuos nos pontos internos em funcdo do residuo na

extremidade inferior x,=0 e da extremidade superior x,; =1, pode-se escrever:

R = Vio ‘R, +Vi, ‘R

n+l

onde G, G,.

R, = R"V(5) p-| % O 339
Parak=0,1,...,n+1 G, G,

v =G'-D

Devem ser utilizados além dos pontos, xo =0 e xp:;=1, 0s pontos internos de
quadraturas, 0<x; <Xp <---X, <1, que sdo as n raizes do polindmio de Jacobi com

a=B=1, ou seja, Pn(l’l)(x).

A aplicacdo desta metodologia ao problema dad origem a um sistema algébrico,

constituido de n+2 equacdes definido por:
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n+l ntl
zci,j Y +Da~Lyi]m ~Vio '{ZCOJ Vi +Da~b0]m}
Jj=0 /=0

R, R,

n+l

Vi zCnH,j "yt Da- [Vn+1]m:| =0

Jj=0

R

n+l

Parai=1,2, ..., n.

(3.39)
1 n+l
S A, -y 4y —1=0
Pe P 0,/ yj yO
n+l
zAnJrl,j .yj :O
j=0
1

onde C,;=A, —— B,

. . Pe .

Para aplicar o MCO de forma reproduzir o método dos momentos ou o método de
Galerkin é necessario gerar um novo polindmio ortogonal, uma vez que a utilizagdo do
MCO fazendo usos das raizes do polindmio de Jacobi como pontos de colocagdo ¢ incapaz

de reproduzir qualquer um destes MRP.

Semelhante ao exemplo da particula de catalisador, o procedimento de geracdo
deste novo polindmio ¢ extremamente trabalhoso. O esforco requerido para geragdo e
obtengdo das raizes do polindmio é consideravel, como mostrado no APENDICE A2 desta
dissertacdo, sd@o necessdrias inimeras manipulagdes e célculos que demanda um esforco

computacional apreciavel.
3.2.2 Reator de leito fixo com dispersao axial, modelo transiente.

O balango de massa em um reator de leito fixo, operando em regime transiente no

qual ¢ conduzida uma reagdo irreversivel de ordem m ¢ descrito pela EDP abaixo:

y(x0)  yxn) _ 1 _azy(x,t)_Da_

= T A o] (3.40)
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Sujeita as condi¢des de contorno:

1 oy(x,t)
cCl; ——— 8Dy, (1) -
e o L ()= »(x)_, ] (3.40a)
1 oy(x,t)
cCc2: ———">4 =0
e o L (3.40b)

E a condigdo inicial:
y(x 1), = v (x) (3.40¢)

A aplicagdo do método da aproximagdo polinomial é no caso transiente analoga a
do caso estacionario, isto ¢: aplica-se a aproximag¢ao polinomial a variavel y(x,f) na varidvel
x ¢ a EDP original, Equacao 3.40, ¢ transformada em um sistema de n equagdes diferenciais
ordinarias em ¢ acoplado a duas equagdes algébricas relativas as condicdo de contorno

associadas ao problema.

Deste modo, a variavel y(x,f) ¢ aproximada por:

n+l

y(x,t) =y (x,t) = Z/ (%), @)

onde Z, (x): polindmio em x de grau n+1, tal que:
(3.41)

1 parai=] N .
V4 /(x[) =0, = .. [funcdo 6 de Kronecker];
' i 0 parai#]

yj(t)zy("“)(xj,t) el=x,<x <x,<-x,<x,,=1

Aplicando procedimento semelhante ao utilizado no modelo estaciondrio e
computando as integrais dos residuos ponderados por quadratura numérica tipo Gauss-
Lobatto aprimorada (descrita no APENDICE A1) da-se origem a um sistema algébrico-

diferencial constituido por n+2 equagdes:
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n+l
?"’ Zci,j 'yj(t)"'Da : [yi(t)]m +
Jj=0

R

i

~Vio -{%+ fcw -y,(t)+ Da- [yo(t)]m} +

R,

n+l
- Vi,l : {% + ZCnH,j ) yj(t) + Da ’ [yiz+l(t)]m:| = O
j=0

Rn+l

Parai=1,2, ..., n.

1 n+l
—— > Ay, (O +y ()= y,(1)=0
Pe ‘o
" (3.42)
n+l
zAnH,j yj(t) = 0
j=0
1
onde Ci,j = Ai,/’ —P—-Bij/.
« R «
Sendo
"X, 0) = y,(0) " 0| dy)
o | dt
ay(wl)(x’t) n+l azy(,,+1)(x t) n+l
2 22 SN ALy (¢ oy WD _NB .y
s | T A0 2| B0

i

3.3 Conclusdes do capitulo

O maior desafio existente na aplicacdo do MCO global ¢ a sele¢do adequada do

polindmio ortogonal que assegure a anulagao dos residuos ponderados.

O aspecto mais vantajoso do procedimento desenvolvido ¢ que através do
aprimoramento dos procedimentos usuais de quadraturas numéricas foi possivel
desenvolver um critério sistematico para sele¢do dos pontos de colocacdo mais adequados

bem como estabelecer uma conexao direta entre os residuos em pontos discretos internos e
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os residuos nos contornos. Tal aspecto, repotencializou o método da aproximacao
polinomial usual ja que a estrutura das equagdes discretizadas provenientes da aplicacdo da
metodologia sdo bastante semelhantes as equacgdes resultantes da aplicacdo da forma

classica do MCO, fundamentado em critérios rigorosos de ponderagdo dos residuos.

Esse novo método tem como aspecto mais vantajoso utilizar o mesmo polindmio
de Jacobi tanto para o método dos momentos quanto para o método de Galerkin, a
especificidade de cada método surge apenas no célculo das matrizes de discretizagdo do
sistema. Apos a aplicacdo do procedimento de discretizagdo, o procedimento de resolugdo
do sistema algébrico ou algébrico-diferencial resultante, conforme o caso, passa a ser o

mesmo para os dois métodos.

E extremamente importante ressaltar que a aplicacio da forma classica do MCO
fazendo uso das raizes do polinomio de Jacobi, ¢ incapaz de reproduzir o método dos
momentos ou 0 método de Galerkin para o modelo de reator de leito fixo. Em rela¢do ao
modelo da particula de catalisador pode-se afirmar que o MCO apenas ¢ capaz de
reproduzir o método de Galerkin quando ocorre reagdo quimica de primeira ordem e a

condig¢do de contorno ¢ do primeiro tipo, ou seja, no caso especificode g =0ou Sh — .

A metodologia proposta foi capaz de reproduzir o método dos momentos e de
Galerkin para os modelos lineares, bastando apenas identificar as raizes do polindmio de
Jacobi especifico do problema e seus correspondentes pesos das quadraturas. Sem todo o
trabalho e esforco computacional necessario a geracdo do novo polindmio ortogonal,

demonstrado no APENDICE A2 desta dissertagéo.
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CAPITULO 4

O Codigo computacional desenvolvido

Neste capitulo serd apresentada toda a estrutura definida para o cddigo
computacional, bem como uma descricio detalhada de todas as rotinas e arquivos de

entrada e saida que compdem o pacote.

Segundo GOLLUB e ORTEGA (1992), para que um bom co6digo computacional

seja desenvolvido deve-se atender a quatro importantes critérios:

e Confiabilidade: o codigo ndo pode conter erros e os resultados obtidos devem ser

confiaveis.

e Robustez: o coddigo deve fornecer a solugdo do problema de forma rapida e precisa,
bem como apresentar uma capacidade de lidar com situagdes ndo esperadas

sanando-as de forma satisfatoria ao usuario.

e Portabilidade: o codigo deve poder ser transferido de um computador para o outro
com o minimo de esfor¢o possivel sem perder sua confiabilidade. Usualmente, isto
significa que o codigo deve ser elaborado em uma linguagem de alto nivel, como ¢é

o caso do Fortran e do C.

e Sustentabilidade: o codigo devera ser atualizado de tempos em tempos e tais

atualizacdes devem ser realizadas com o minimo de esforg¢o possivel.

O codigo deve ser escrito de forma clara e direta. Uma importante parte da
sustentabilidade do programa estd relacionada a existéncia de uma boa documentagdo, de
forma a permitir que as pessoas que nao participaram da elaboragcdo do codigo entendam
claramente sua utilizagdo. Por fim, testes extensivos do programa devem ser realizados a

fim de assegurar que todos os critérios foram atingidos.
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Basicamente o codigo desenvolvido neste trabalho esta dividido para aplicacdo em
dois tipos basicos de estruturas: problemas com condicdo de simetria e problemas sem

condi¢do de simetria que podem ser constituidos por EDP ou EDOVC.

Uma vez definido o tipo de problema, o pacote computacional fica divido em dois
tipos basicos de arquivos: arquivos de uso especifico e arquivos de uso global. Os arquivos
de uso global nao necessitam de alteracdo por parte do usuario. Nestes arquivos estdao
definidas as estruturas comuns a todos os programas, como exemplo as rotinas de calculo
dos pontos de quadraturas, dos pesos das quadraturas e de geragdao das aproximacgdes para

as derivadas.

Os arquivos de uso especifico necessitam ser definidos pelo usuario, como ¢ o
caso da expressdo do residuo da aproximacdo polinomial e da funcdo utilizada como
pondera¢do para o método de Galerkin. Tais arquivos devem ser escritos conforme a

estrutura definida no manual do codigo, apresentado no APENDICE A3 desta dissertacio.

A divisdo do pacote nestes dois tipos de arquivos torna o procedimento o mais
sistematico possivel, tornando necessario apenas a defini¢ao das rotinas especificas do
problema. Desta forma, erros de programacdo por parte do usudrio ndo sdo capazes de

comprometer a correta aplicacdo do procedimento de discretiza¢do ao problema.

Neste capitulo também serd apresentada uma descricdo de alguns pacotes
computacionais disponiveis na literatura baseados no MRP, visando identificar a
metodologia empregada, os critérios aplicados na sele¢do das funcdes tentativas adotadas e

a forma de avaliacao dos resultados obtidos pelo codigo.
4.1 Descricao alguns pacotes computacionais disponiveis na literatura.

Neste topico serdo brevemente descritos alguns programas disponiveis na
literatura que aplicam técnicas referentes ao MRP, dentre estes: PDECOL, COLSYS,
EPDCOL, MWRTools, BACOL, MOVCOL, PDECHEB, TOMS731, HPDASSL e
HPSIRK.

60



4.1.1 Villadsen e Michelsen

VILLASEN e MICHELSEM (1978) apresentam em seu livro “Solution of
Differential Equations Models by Polynomial Approximation” um conjunto de sub-rotinas
implementadas em Fortran 77 para resolugdo de problemas de valores no contorno

aplicando MCO.

Estas sdo as primeiras sub-rotinas para obtencdo das raizes do polindmio de
Jacobi, dos pesos da quadratura de Gauss, do polindmio interpolador de Lagrange e das
aproximacdes para as derivadas publicadas. E importante ressaltar que tais sub-rotinas
continuam sendo utilizadas até hoje em inumeros c6digos computacionais e apresentam-se

referenciadas em inumeros trabalhos da literatura.
4.1.2 PDECOL

PDECOL (MADSEN e SINCOVEC, 1979) ¢ um pacote computacional
desenvolvido em Fortran 77 constituido de dezenove sub-rotinas, para resolu¢do numérica
de sistemas de EDPs ndo lineares variando no espago (em apenas uma dimensio) e no
tempo. Este pacote baseia-se no método das linhas utilizando o método da colocagdo em
elementos finitos para discretizagao espacial. Seu “defaulf” para os pontos de colocagdo sao

as raizes do polinémio de Jacobi com o=p=0.

O programa ndo possui tipo algum de controle de erro que permita ao usuario
avaliar a influencia da fun¢ao tentativa adotada. O erro calculado pelo codigo ¢ a maxima
diferenca absoluta entre a solucdo numérica e a solucao exata. Para os casos onde nao ¢
possivel a obtencdo da solugdo exata ndo existe qualquer avaliagdo do erro para solugao

numeérica encontrada.
4.1.3 COLSYS

COLSYS (ASCHER et al., 1981) ¢ um pacote computacional desenvolvido em
Fortran 77, capaz de resolver numericamente problemas de valores no contorno com indice

diferencial inferior ou igual a quatro.
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O MCO ¢ implementado usando as bases do “Spline”, utilizando como pontos de
colocacdo as raizes do polindmio de Gauss-Legendre. O célculo dos “Splines” e de suas
derivadas sdo feitos usando o algoritmo de Boor apropriadamente modificado para
utilizagdo no pacote. O problema ¢ resolvido em uma seqiiéncia de malhas até que o
conjunto de tolerancias especificadas pelo usuario seja atingido. O sistema de equagdes
algébricas resultante da aplicacdo do processo de discretizacdo ao problema ¢ resolvido
utilizando-se nos casos lineares, ou linearizados, o pacote numérico desenvolvido por Boor-
Weiss e para casos ndo lineares o método de Newton. O procedimento numérico ¢ avaliado

pela maxima magnitude do erro da solugdo aproximada ao longo da malha.
4.1.4 EDPCOL

EDPCOL (KEAST e MUIR, 1991) ¢ um pacote computacional desenvolvido em
Fortran 77, tendo como base o pacote numérico PDECOL. As mudangas apresentadas em
relacdo ao pacote original encontra-se na substituicdo das sub-rotinas de algebra linear
melhorando, segundo os autores, a velocidade de processamento em 50% e uma
organizacdo mais detalhada da documentacdo, permitindo um melhor entendimento dos

procedimentos implementados no pacote.

PDECOL utiliza na resolucao dos sistemas lineares procedimentos numéricos que
ndo levam em consideragdo a estrutura quase diagonal apresentada pelo sistema. EDPCOL
incorpora ao software o pacote COLROW que apresenta uma série de sub-rotinas
especificas para resolugdes deste tipo de sistema. Para sistemas pequenos de uma ou duas
EDP os resultados obtidos pelo programa sao equivalentes. A melhoria implementada pelas

novas sub-rotinas algébricas s3o evidentes somente para sistemas de grande porte.
4.1.5 PDECHEB

PDECHEB (BERZING e DEW, 1991) ¢ um pacote computacional desenvolvido
em Fortran 77, capaz de obter a solucdo numérica de sistemas acoplados de EDOs ¢ EDPs
unidimensionais, através da aplicagdo do método das linhas. Segundo os autores, sua

utilizacdo nao ¢ recomendada para problemas hiperbdlicos e sistemas convectivos-

difusivos.
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O pacote aplica o0 método da colocacdo em elementos finitos utilizando como
pontos de colocacao as raizes do polindmio de Chebyschev. Tanto o nimero de elementos
quanto o grau do polindmio sdo definidos pelo usudrio. A aplicagdo do pacote aos
exemplos selecionados para testes demonstrou ser mais rapido e preciso aumentar o grau do

polindmio do que o niimero de elementos.
4.1.6 TOMS731

TOMS731 (BLOW e ZEGELING, 1994) ¢ um pacote computacional
desenvolvido em Fortran 77, capaz de resolver numericamente sistemas de EDPs, com
variagdo no tempo ¢ em uma dimensdo do espaco, através da aplicacdo do método das
linhas. O codigo aplica o MCOEFM, utilizando como critério de ponderacdo para
determinagdo dos coeficientes da fungdo tentativa, o método de Galerkin com sua
correspondente integral computada por quadratura numérica. O programa utilizado para

integragao do sistema de EADs resultantes ¢ o DASSL

A disposicdo que os elementos apresentam ao longo do dominio do problema esta
sujeita a parametros definidos pelo usuario, que determinam o nivel de agrupamento dos
elementos, a forma com que serdo distribuidos e a velocidade com que os elementos sdo

reajustados para novos valores.
4.1.7 HPDASSL/HPSIRK

HPDASSL e HPSIRK (MOORE, 1995) s3o pacotes computacionais
desenvolvidos em Fortran 77, capazes de obter a solu¢do numérica de sistemas de EDPs
parabdlicas unidimensionais aplicando o método das linhas. Ambos os cddigos aplicam o
método de Galerkin em elemento finitos moéveis. A distingdo entre os dois pacotes
encontra-se no tipo de integrador utilizado, Runge-Kutta para HPSIRK e DASSL para
HPDASSL.

O autor compara os dois codigos desenvolvidos com o pacote EDPCOL
concluindo que EDPCOL ¢ capaz de solucionar uma diversidade maior de EDP que
HPDASSL e HPSIRK. Embora a utilizagao do pacote EDPCOL necessite de muito mais

informagdes por parte do usuario. Na avaliacdo de tempo computacional HPDASSL foi o
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mais rapido seguido por HPSIRK e por ultimo EPDCOL. Segundo Moore, dentre os dois

pacotes HPSIRK mostrou ser mais robusto ao passo que HPDASSL o mais eficiente.
4.1.8 MWRTools

MWRTools (CHANG et al, 1999 e ADOMAITIS, 2002) é um pacote
computacional desenvolvido em Matlab, capaz de obter a solugdo numérica de problemas
de valores no contorno utilizando aproximagdes (polinomiais ou nao) de carater global

fundamentada no MCO e no método de Galerkin.

Os autores t€ém como objetivo identificar os elementos numéricos comuns as
diferentes classes de MRP e desenvolver fungdes em MatLab que estabelecam uma direta
correspondéncia entre as sub-rotinas e os passos elementares do MRP. Os algoritmos
utilizados para o calculo das raizes do polindmio de Jacobi, dos pesos da quadratura
associados e das aproximagdes para as derivadas sdo os mesmos desenvolvidos por
VILLADSEN e MICHELSEN (1967) apenas modificados para linguagem de programacao
adotada.

Os pontos de colocacao internos sao as n raizes do polindmio de Gauss-Lobatto,

definido por P,""**V sendo s o fator geométrico.
4.1.9 MOVCOL

MOVCOL (HUANG e RUSSEL, 1996) ¢ um pacote computacional desenvolvido
em Fortran 77, capaz de resolver sistemas de EDPs parabdlicas de segunda ordem
aplicando o método das linhas. O codigo utiliza para o processo de discretizagcdo o método
da colocagdo ortogonal em elementos finitos moveis, onde a cada elemento de discretizacao
¢ aplicado um “Spline” ctiibico adotando como pontos as raizes do polinomio de Hermite. O

sistema resultante ¢ integrado pela DASSL.

Comparagdes realizadas entre o processo de discretizacdo adotado pelo codigo e o
método de diferencas finitas moveis (MDFM) demonstraram que o método aplicado pelo
programa apresenta resultados mais precisos com uma taxa de convergéncia maior do que a
apresentada pelo MDFM embora ambas as metodologias convirjam rapidamente quando

especificado um niimero pequeno de pontos de discretizacdo da malha.
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4.1.10 BACOL

BACOL (WANG et al, 2004) ¢ um pacote computacional desenvolvido em
Fortran 77, capaz de resolver numericamente sistemas de EDPs parabdlicas de segunda
ordem em uma dimensdo. O programa implementa o método de colocacdo em pontos
gaussianos utilizando as bases do “spline” no processo de discretizagdo espacial. O pacote
apresenta métodos adaptativos para discretizacdo das varidveis tempo e espaco € um
controle de erro para este processo de discretizacdo. As integracdes no tempo sdo realizadas
utilizando a DASSL modificada com a adi¢@o do “solver” COLROW. Retratam os autores
que tal modificagdo melhora o condicionamento das matrizes geradas durante o

procedimento iterativo do método de Newton, tornando o programa mais eficiente.

Em cada um dos elementos da malha p (3<p<11) pontos de coloca¢do podem ser
incluidos. A quantidade de pontos de colocacdo ¢ um parametro manipulado pelo
programa, com a finalidade de que o conjunto de tolerancias especificadas pelo usudrio seja
atingido. O programa sempre calcula uma segunda solugdo utilizando um polindmio de

grau p+1/ a fim de obter uma estimativa do erro.
4.2 A estrutura proposta para o codigo computacional

O codigo computacional desenvolvido aplica uma aproximagdo de carater global
que o diferencia da maioria dos pacotes computacionais disponiveis na literatura, que
dividem o dominio do problema em subintervalos aplicando a aproximag¢do em cada um
destes. O programa é composto, por cinco tipos de arquivos, que estdo divididos em rotinas
de uso global e rotinas de uso especifico. No caso dos modelos constituidos por EDPs mais

uma rotina que contém o pacote computacional DASSL ¢ incluida.

A grande vantagem apresentada pelo novo cddigo ¢ a sistematizacdo na escolha
dos pontos de quadratura, possibilitando que para aplicagdo de ambos os MRP: momentos
ou Galerkin, os mesmos pontos de quadraturas sejam utilizados. Esta sistematizagao
dispensa o usudrio da obrigatoriedade da escolha de tais pontos, que ¢ exigida na versao

tradicional do MCO.
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Uma outra vantagem do pacote, que nao foi observada em nenhum dos codigos da
literatura foi a jungdo em um Unico programa dos trés MRP (MCO, Momentos e Galerkin).
Tal juncao foi realizada de forma extremamente simples dispensando qualquer alteragdo na
expressao do residuo, desta forma o pacote confere ao usuario total flexibilidade na escolha
do MRP a ser adotado, sem qualquer custo operacional (alteragdes no codigo do programa)

ou computacional (tempo de execucao).

Uma representacdo ilustrativa da arquitetura adotada pelo programa, para um

problema com condi¢ao de simetria descrito por EDPs pode ser visto na Figura 4.1:

Workspace 'Particula_de_catalisador_T_MI" 1 project(s]
--IE8 Particula_de_catalisador_T_MI files
=424 Entrada de Dados
Eszpecificas.dat
Gerais.dat
=423 Saida de Dados
Residua Interpolada T.dat
Residun Interpoladn v’ dat
Residuo Medio Quadratico T.dat
Residuo Medio Quadratico v dat
Residuos Pondesrados T.dat
Residuos Ponderados ' dat
Resposta T.dat
Respostay.dat
T Interpolada. dat
T Media.dat
' Interpolado. dat
' Medio.dat
—-+=3 Programa Principal
Principal. fa0
-9 DASSL
D&SSLFOR
== Rolinas Globais
Subrotinas_Globais. (90
“ariaveis_Globais.fa0
tinas Especificas
Externas. FA0

SR |

ubrotinas_E zpecificas.f90
“ariaveis_Especificas. 30
+--[Z1 External Dependencies
< >

| (=1 Fieview |

Figura 4.1: Representacao ilustrativa da arquitetura do programa

Todas as rotinas contidas em cada um dos arquivos do programa sao responsaveis
por uma etapa importante do pacote e encontram-se dispostas de forma que a manipulagao

por parte do usudrio seja a mais simples possivel.

Visando esclarecer a fun¢do que cada uma destas rotinas exerce no cddigo
computacional desenvolvido, serd apresentada no proximo tdpico uma descricdo de cada

uma das rotinas que compdem os arquivos do programa.
4.2.1 Entradas de dados

No arquivo de entrada “Especificas.dat” sdo informados todos os valores de

variaveis especificas do modelo. Como exemplificado pela Figura 4.2
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Fator de forma (O=plana, 1=cilindrica, 2=esferica)
.5 Valor do modulo de Thiele

2

0

1 Ordem da reacao

2 Valor do numero de Sherwood
0

.0 Condicao inicial para variavel dependente

Figura 4.2: Exemplo ilustrativo de um arquivo “Especificas.dat”.

No arquivo “Gerais.dat” devem ser informados todos os dados de natureza global
utilizados pela metodologia. Este tipo de arquivo encontra-se divido para aplicacdo em

EDP, ilustrado pela Figura 4.3 e para EDOVC, ilustrado pela Figura 4.4.

6 Numero de pontos de quadratura

2 Metodo escolhido (O=colocacao; 1=Momentos; 2=Galerkin)
0 Tempo inicial da integracao

1 Tempo final da integracao

400 Numero de pontos para integracao pela DASSL

1.0d-10 Tolerancia relativa definida na DASSL
1.0d-10 Tolerancia absoluta definida na DASSL

Figura 4.3: Exemplo ilustrativo de um arquivo “Gerais.dat ’aplicado a EDPs.

Numero de pontos de quadratura

3

2 Metodo escolhido (O=colocacao; l1=Momentos; 2=Galerkin)
1 Calculo da jacobiana (O=Numerico, 1=Analitico)

1

.0d-8 Tolerancia para o metodo de Newton-Raphson

Figura 4.4: Exemplo ilustrativo de um arquivo “Gerais.dat” aplicado a EDOVC.
4.2.2 Programa principal

O programa principal ¢ responsavel pela chamada de todas as rotinas que
compdem o codigo computacional através da rotina “Principal.f90”. Nesta rotina, cabe ao
usuario apenas a definicdo da chamada da funcdo “informacoes_especificas (....)”, ndo

sendo recomendada mais nenhuma alteragdo no codigo.
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4.2.3 Rotinas globais

Neste arquivo estdo definidas todas as rotinas fundamentais para aplicagao da

metodologia que independem das caracteristicas especificas do problema.

O arquivo “Variaveis_Globais.f90” contém a rotina de declaragdo das varidveis
especificas da metodologia. Ja o arquivo “Subrotinas Globais.f90” contém as rotinas que
ndo possuem dependéncia com a estrutura das equacdes do sistema, € encontram-se

descritas abaixo:

Pjac(...): gera o polindmio de Jacobi.

Raizes(...): calcula as raizes do polindmio de Jacobi.
Matriz_AB(...): gera as matrizes de aproximagdes das derivadas.
Pesos(...): calcula os pesos das quadraturas correspondentes.

Matriz_V_Momentos(..): calcula a matriz de discretizagcdo do sistema

quando aplicado o método dos momentos.

Jacobiana_numerica(...): calcula a matriz jacobina numérica do
sistema para os caso de EDOVC. Em caso de EDPs esta rotina ¢

calculada no préprio codigo da DASSL.

Newton_Raphson(...): “Solver” para o sistema algébrico de equagdes

obtido pela aplicagdo da metodologia a EDOVC.

Var_inter(...): calcula o valor da varidvel dependente para um ponto

genérico aplicando a interpolacao de Lagrange.
Quad_Res(-..): calcula o valor médio do quadrado do residuo.

val_med(...): calcula o valor médio da varidvel dependente.

Nao ¢ recomendado qualquer tipo de alteragdo por parte do usudrio nas sub-rotinas

que compdem este modulo.
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4.2.4 Rotinas especificas

Neste arquivo estdo definidas todas as rotinas especificas do problema em estudo,
como ¢ o caso da declaracdo de valores de pardmetros, definicdo do sistema de equacgdes,

condi¢des de contorno associadas e a ponderacao adotada pelo método de Galerkin.

O arquivo “Variaveis Especificas.f90” contém a declaracdo das varidveis
especificas do problema e o arquivo “Subrotinas Especificas.f90” contém as rotinas e

funcdes diretamente relacionadas a estrutura do problema, e encontram-se descritas abaixo:

informacoes_especificas(...): captura do arquivo de entrada

“Especificas.dat” os valores dos parametros do problema.

Matriz_V_Galerkin(..): calcula a matriz de discretizagcdo do sistema

quando aplicado o método de Galerkin.

res(...): sub-rotina onde ¢ definida a expressdo de residuo da

aproximacao.
jJac(...): defini¢do da matriz jacobina analitica do sistema.

Res_inter(...): calcula o residuo interpolado da aproximacdo para

um ponto genérico através da aproximacgao polinomial de Lagrange.

Res_Pond(...): calcula os residuos médios ponderados.

E recomendado que o usuario faga a programagdo destas sub-rotinas seguindo a

estrutura proposta definida no manual do usuario, APENDICE A3.
4.2.5 DASSL

Para a aplicagdo do pacote computacional a resolu¢do de EDPs, torna-se
necessario a utilizagdo de uma ferramenta que seja capaz de resolver o sistema de EADs
resultante do processo de discretizagao. O codigo utilizado neste trabalho para resolucao
deste tipo de sistema foi o programa DASSL desenvolvido por PETZOLD (1989) para
resolugdo de sistemas de EADs de indice um. A substituicio da DASSL por outros cddigos
como PSIDE e MEBDFI nido foram estudadas embora tais substituicdes possam ser

facilmente realizadas pelo usuario.
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4.2.6 Saida de dados

Ao todo sdo gerados seis arquivos de saida de dados para aplicagdes em EDPs e
trés arquivos de saida de dados para EDOVC. Todos estes arquivos sdo gerados em formato
dat podendo ser facilmente exportados para programas estatisticos como ORIGIN, EXCEL
e STATISTICA para analises e confeccdes de graficos.

As principais variaveis de saida sao:

Resposta: valor da variavel dependente do problema nos pontos de

quadratura.

Variavel interpolada: valor da varidvel dependente ao longo do

dominio do problema obtida por interpolagdo de Lagrange.

Residuo interpolado: valor do residuo da aproximagao ao longo do

dominio do problema obtido por interpolacdo de Lagrange.
Valor médio da variavel: valor médio da variavel dependente.

Resfduo médio quadratico: valor do residuo médio quadratico da

aproximacao.

Resfduo ponderado: célculo dos residuos médios ponderados para os

métodos de momentos e de Galerkin.

A seqiiéncia com que as rotinas e fung¢des sdo chamadas através do programa
principal pode ser observada na Figura 4.5. A primeira acdo realizada pelo programa ¢
alocacao de todas as varidveis escalares e vetoriais utilizadas (locais e globais) seguido pela
atribuicao de seus respectivos valores a partir dos arquivos de entradas de dados. Uma vez
definido o MRP a ser aplicado, calculam-se os pontos de quadratura e as aproximacgdes das
derivadas. Escolhido o método dos momentos ou de Galerkin, a matriz de discretiza¢ao do
sistema ¢ calculada, quando aplicado o MCO esta matriz ¢ definida como igual zero. Uma
vez gerado o sistema discretizado, utiliza-se para sua resolucdo a DASSL no caso do
modelo original ser uma EDP e o método de Newton-Raphson no caso do modelo original
ser uma EDOVC. Uma vez atingido os critérios de tolerancias os arquivos de saida sdo

gerados em seus respectivos arquivos.dat.
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Alocacdo Alribuicao dos Selecio Calculo dos pontos de
b valores das . MCRP colocacao e aproximacses
varlavels variaveis ° das derivadas
[f Fm—————— -
I Cdlculoda 1 | Pesosda !
y Matrizv y Quadratura ¢
- - T N Y S ———— o
!
Solugio o ke d'SISt(:'mad
Interpolada [SCIEIZXI0
Residuo
Interpolado
Residuo DASSL
iMédio o ou
Quadratico Newton-Raphson
Residuos
Ponderados
Valores
Médios

Figura 4.5: Estrutura do cddigo computacional.
4.3 Conclusoes do capitulo

Observa-se que todos os pacotes, com exce¢do do MWRTOOLS, dividem o
dominio do problema em subintervalos, utilizando em muito dos casos as bases do
“Spline”. Todos os programas aplicam o método das linhas utilizando, na grande maioria
das vezes, a DASSL (PETZOLD, 1989) para integracdo do sistema resultante do processo

de discretizagao.

Segundo alguns autores, as rotinas algébricas padroes da DASSL nao sdo as mais
apropriadas para integrar o tipo de sistema gerado pelo processo de discretizagdo, como
exemplo, a matriz Jacobiana do sistema ser bloco-diagonal. Segundo estes autores a
substituicdo de tais rotinas por rotinas para matrizes esparsas torna o procedimento mais

eficiente.

O critério estabelecido para escolha do conjunto de funcgdes tentativas ndo ¢ feito
de forma clara e muitas vezes ¢ inadequado ja que ndo leva em consideracao caracteristicas
importantes da estrutura do problema. Na grande maioria dos casos ¢ aplicada a
aproximacao polinomial de Lagrange, utilizando como pontos de colocagdo as raizes do

polindmio de Jacobi, Chebychev e Legendre.
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Nenhum dos codigos estudados apresenta uma metodologia capaz de controlar
simultaneamente o erro obtido pelo processo de discretizagao espacial e o erro obtido pelo
processo de integracdo no tempo. Na grande maioria dos pacotes, apenas 0 €rro no processo
de integragdo ¢ controlado. Este controle ¢ feito através das tolerancias definidas no codigo
utilizado para o processo de integracdo, ¢ aconselhado utilizar tolerancias pequenas uma
vez que o erro obtido neste processo reflete na solucao numérica obtida. O erro espacial ¢
funcdo da distribuicdo da malha de discretizacdo ao longo do dominio e do niimero de

pontos de colocag@o que sdo aplicados em cada uma destas malhas.

A estrutura adotada para o novo cddigo computacional permite unificar de forma
bastante simples os trés MRP: momentos, Galerkin e colocagao ortogonal sem mudanga
alguma da expressdo de residuo da aproximacdo. A unica distingdo existente entre estes trés

métodos encontra-se na matriz de discretizacdo do sistema.

A divisdo dos arquivos que constituem o pacote em especificos e globais evita que
alteracdes desnecessarias no cddigo do programa sejam realizadas pelo usuario, que apenas
precisa se preocupar em definir as rotinas nas quais as caracteristicas pertinentes ao
problema aparecem tornando o procedimento muito mais claro do ponto de vista de

programacao e de fécil deteccdo de erros.

A utilizagdo de arquivos de entrada de dados evita que o usudrio necessite definir
os valores de parametros diretamente no codigo. Evitando assim, possiveis erros de
programacdo bem como a necessidade de compilar o programa toda vez que um dado

parametro for alterado.

Os arquivos de saida do programa constituem uma ferramenta bastante poderosa
para avaliacdo da solu¢do numérica obtida. Através do residuo interpolado ¢ possivel
evidenciar as regides do dominio do problema onde a aproximacdo polinomial ndo ¢
satisfatoria. O residuo médio quadratico permite avaliar o desempenho da metodologia
dando uma estimativa do erro da aproximagdo ao longo do dominio do problema. Por
ultimo o célculo dos residuos médios ponderados permite ao usudrio avaliar o quado distante
a técnica estd de reproduzir o método dos momentos ou Galerkin. O valor interpolado da

varidvel dependente do problema, o residuo interpolado e o residuo médio quadratico
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podem ser abertos em qualquer pacote estatistico, facilitando a confeccdo de graficos ¢ a

analise dos resultados.
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CAPITULO 5

Aplicacoes da metodologia proposta

Neste capitulo a nova metodologia desenvolvida no CAPITULO 3, ser4 aplicada
na resolu¢do de problemas caracteristicos da engenharia quimica, com a finalidade de

avaliar a eficiéncia e o desempenho do c6digo computacional desenvolvido.

Ao todo serdo considerados quatro modelos diferentes: difusdo de calor e massa
em uma particula de catalisador (modelo estaciondrio e transiente, isotérmico € nao
isotérmico), reator quimico tubular pseudo-homogéneo com transporte radial convectivo e
difusivo e transporte axial convectivo, adsorcdo em banho finito e reator de leito fixo
(modelo estacionario e transiente, isotérmico e ndo isotérmico). Totalizando dez casos de

estudo.

Para todos os exemplos serdo apresentadas as equacOes matematicas que
descrevem o problema, o sistema obtido pela aplicacdo da metodologia de discretizagdo ao
modelo e por ultimo os principais resultados obtidos pela aplicacdo do pacote numérico

desenvolvido.

Em todos os exemplos unidirecionais com condi¢do de simetria o sistema original

de equagdes encontra-se reescrito em torno da nova variavel independente u = x.
5.1 Problemas com simetria

5.1.1 Equacao da difusdo com reacdo quimica

Nomenclaturas empregadas nesta secdo:

t: variavel temporal definida no dominio t > 0 - adimensional

x: variavel espacial definida no dominio 0<x<1 — adimensional
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u [u=x’]: variavel espacial definida no dominio 0<u<1 — adimensional
y: fracdo molar do reagente — adimensional
0: temperatura — adimensional

s: fator de forma - adimensional

Le: nimero de Lewis — adimensional

A: parametro adimensional — adimensional
@: modulo de Thiele — adimensional

m: ordem da reagdo — adimensional

y: parametro adimensional — adimensional
Sh: nimero de Sherwood — adimensional
Nu: nimero de Nusselt — adimensional

Os modelos para a difusdo de calor e massa em uma particula de catalisador foram
amplamente estudados em inimeros trabalhos da literatura (VILLADSEN e MICHELSEN,
1972, 1978; VILLADSEN e STEWART 1967, 1969; CRUZ et al., 2004 e FINLAYSON
1972). A resolugdo de tal modelo permite determinar os perfis de concentracdo e
temperatura na superficie da particula, estudos dos efeitos de difusdo e reagdo, calculo do

fator de efetividade e estudo de multiplicidade de estados estacionarios e sua estabilidade.

A seguir serdo apresentados os modelos de difusdo em particula de catalisador
considerando estado estacionario e ndo estacionario, modelo isotérmico e ndo isotérmico.
Tais modelos foram retirados dos trabalhos de VILLADSEN e MICHELSEN (1978) e de
FINLAYSON (1972).

Estado estaciondrio e isotérmico

O modelo que descreve o balango de massa de um reagente de uma reagao quimica
reversivel, de ordem m isotérmica conduzida em uma particula de catalisador em estado
estaciondrio, reescrito em torno da nova variavel independente u = x* foi apresentado no
CAPITULO 3 pelas Equagdes 3.2, 3.2a e 3.2b no qual foi demonstrada a aplicacdo da

metodologia a problemas com condi¢ao de simetria que constituem uma EDOVC.
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A aplicacdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema
algébrico, linear ou ndo, constituido de n+/ equagdes, definido no CAPITULO 3 pela

Equagdo 3.17.

Tabela 5.1: Integral do erro ao quadrado e valor médio do quadrado do residuo,

considerado estado estaciondrio, isotérmico, m=1, para s=2, Sh=0.1 ¢ ®=10.

Meétodo dos momentos Meétodo de Galerkin
n 3j.x2[erro(x)]2dx 3j‘ x* Re s (x)dx 3j‘x2[erro(x)]2dx 3j[ x” Re s2(x)dx
3 1.14E-07 3.48E-04 6.34E-08 3.39E-04
4 | 2.86E-09 1.37E-05 1.24E-09 1.49E-05
5 | 4.28E-11 3.20E-07 1.66E-11 3.97E-07
6 | 3.97E-13 4.55E-09 1.46E-13 6.44E-09

O grafico abaixo, apresenta o perfil obtido através da solugdo analitica do

problema e os perfis numéricos obtidos pela aplicacio do método dos momentos e de

Galerkin.

Figura 5.1: Y(x) para particula de catalisador em estado estacionario e isotérmico ©=0.5,
m=1, s=2 e Sh=2. Utilizando a solugao analitica, o método dos momentos (n=3) ¢ método

de Galerkin (n=3)

Analisando os valores da Tabela 5.1, pode-se verificar que os dois métodos de
residuos ponderados apresentam desempenhos semelhantes. Comparando os valores
obtidos pela integral do erro médio com os valores obtidos pela integral do residuo médio

quadratico ¢ possivel verificar, que o valor do residuo médio quadratico pode ser utilizado
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na avaliacdo do desempenho do MRP aplicado, uma vez que os valores obtidos por tal

integral quando comparados diretamente ao erro apresentam valores relacionados.

Avaliando o resultado obtido na Figura 5.1, pode-se constatar a eficiéncia do
procedimento numérico desenvolvido, que permite com a utilizagdo de apenas trés pontos

de quadraturas a obtengao de resultados suficientemente precisos para ambos os MRP.

Na tabela abaixo, sdo apresentados os dados de saida do arquivo “Relatorio.dat”
considerando aplicagdo do método dos momentos e do método de Galerkin para n=2,

®=0.5, m=1, s=2 e Sh =2.

Tabela 5.2: Relatorio de saida do programa para o método dos momentos e de Galerkin

Método dos momentos Método de Galerkin

Valor da variavel em seus|Valor da variavel em seus

respectivos pontos de | respectivos pontos de

quadratura quadratura

Xi. Y(Xi) Xi. Y(Xi)
0.2198192E+00  0.9302026E+00 0.2198192E+00  0.9302025E+00
0.6892717E+00  0.9484378E+00 0.6892717E+00  0.9484378E+00
0.1000000E+01  0.9606255E+00 0.1000000E+01  0.9606256E+00

Valor do Residuo Médio| Valor do Residuo Médio
Quadratico Quadratico
0.4070417E-11 0.4573535E-11

Valor dos j-ésimos residuos| Valor dos j-ésimos residuos

ponderados ponderados
0.7101369E-15 -0.1682246E-14
0.1356108E-14 -0.3085945E-14

Valor do quadrado do Erro Valor do quadrado do Erro
0.3119800E-13 0.1264222E-13

77



Verificando os valores dos j’ésimo residuos ponderados, Tabela 5.2, observa-se
que estes valores estdo zerando para ambos os métodos, desta forma pode-se comprovar
que a metodologia desenvolvida ¢ capaz de reproduzir tanto o método dos momentos como

o método de Galerkin quando aplicado ao problema linear.

Na Figura abaixo ¢ apresentado o grafico da expressao do residuo normalizado da
aproximacao, quando aplicado o método de Galerkin utilizando 4 pontos de quadraturas

para diferentes valores do parametro Sh.

0o / \“\\ : -‘/

04

Resy|x]

08r — sh=20
Sh=10
Sh=1

Figura 5.2: Residuo normalizado para particula de catalisador em estado estacionario e

isotérmico, para diferentes valores do pardmetro S/ aplicando o método de Galerkin.

Analisando a Figura 5.2, pode-se verificar que os pontos nos qual a expressao do
residuo ¢ nula variam com mudangas no valor do pardmetro Sk quando aplicado o método
de Galerkin. Tal caracteristica confere a metodologia proposta uma propriedade de auto
adaptacdo uma vez que os pontos em que os residuos se anulam sdo modificados com a

varia¢do dos parametros fisicos que constituem o problema.

Estado transiente e isotérmico

O modelo que descreve o balango de massa de um reagente em uma reagao
quimica reversivel, de ordem m isotérmica, conduzida em uma particula de catalisador em
~ . o . . . 2 .
estado ndo estaciondrio, reescrito em torno da nova varidvel independente u = x~ foi

apresentado no CAPITULO 3 pelas Equagdes 3.20, 3.20a, 3.20b e 3.20c no qual foi
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demonstrada a aplicacio da metodologia a problemas com condi¢do de simetria, que

constituem uma EPD.

A aplicacdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema
algébrico-diferencial de equagdes constituido de n equagdes diferenciais e 1 equacdo

algébrica, definido no CAPITULO 3 pela Equagio 3.22.

A figura abaixo ilustra a aplicagdo da metodologia considerando n=6 e¢ geometria

esférica (s=2) para dois diferentes conjuntos de parametros.

Figura 5.3: Y(x,t) para particula de catalisador transiente e isotérmica. Considerando: (a)
caso 1 ®=0.5, m=1, Sh=2, y,=1 e yini=0, (b) caso 2 ®=0.1, m=3, Sh =5, yp,=1 e yini=0,
aplicando o método dos momentos e Galerkin.

Na tabela a seguir estdo apresentado os valores dos residuos médios quadraticos
em diferentes tempos, para os dois conjuntos de parametros apresentados na figura acima,

Figura 5.3, respectivamente caso 1 e caso 2.
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Tabela 5.3: Valor médio do quadrado do residuo para diferentes tempos.

3I ** Re s> (x)dx
Caso 1 Caso 2
‘ Momentos Galerkin Momentos Galerkin
0.01 | 0.6205E-02 | 0.1341E-01 | 0.2568E-01 | 0.6455E-01
0.03 | 0.2382E-04 | 0.4790E-04 | 0.1020E-03 | 0.2265E-03
0.05 | 0.1411E-07 | 0.1744E-08 | 0.4266E-06 | 0.4295E-06

O perfil gerado pela aplicacdo dos dois métodos sdo equivalentes em ambos 0s
casos como pode ser evidenciado na Figura 5.3. Foi observado que os maiores valores da
expressdo de residuo ocorrem nos instantes iniciais da integragdo. O que de fato ja era
esperado, uma vez que nos instantes iniciais a reagdo ocorre apenas na superficie da
particula, sendo a concentragdo do reagente no interior da particula igual a zero, subindo
muito rapidamente para regides proximas da superficie. Estes perfis iniciais sdo muito
acentuados e dificilmente sdo ajustados através de uma funcdo polinomial. Entretanto, tal
fato ndo compromete o perfil gerado pela aplicagdo da metodologia, uma vez que a andlise
do residuo médio quadratico, Tabela 5.3, demonstra que o valor do residuo descresse muito
rapidamente, ndo sendo significativo para pequenos incrementos de tempos, em ambos 0s

casos estudados.

Para valores nao muito elevados do modulo de Thiele as solu¢des numéricas
obtidas pela metodologia sdo bastante satisfatérias. Ja para valores elevados deste
parametro foram observadas oscilagdes na partida do modelo, que podem ser amenizadas

pelo aumento do nimero de pontos de quadraturas.

Estado estacionario e ndo isotérmico

O conjunto de equagdes abaixo, descreve o balango de massa e energia de um
reagente de uma reacdo quimica reversivel e exotérmica de ordem m, conduzida em uma
particula de catalisador em estado estaciondrio reescrito em torno da nova varidvel

independente u = x°.
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4-[14 . d”y(w) +(S +1J dy(u)} —‘R[u,y(u),@(u)]: 0 (5.1)

du’ 2 du
2
4-\u- d 6’(2u) +(S+l) o) +/1~5R[u,y(u), 19(14)] =0
du 2 du (5.2)
No dominio 0<u <1
onde W) 0fu)]= 0[] -expl | 1-—
Ou)
Sujeita as condi¢des de contorno:
ccl: YW1 pita e Y2@W1 L para (5.1a e 5.22)
u u=0 du u=0
2 dy(w)
CcC2: — —— =1
o | (5.1b)
2 dO(u)
— — 0 =1
Nu du |_ ’ (ux”ﬂ (5.2b)

A aplicagdo da metodologia proposta ao problema, da origem a um sistema
algébrico, linear ou ndo, constituido de 2n+2 equagdes, definido pelo conjunto de equagdes

abaixo:

J=1

n+l n+l
zci,j Y _m[”i’yiaei]_vy(i) '|:2Cn+l,j Y _%[un+1’yn+l’9n+l]:| =0
=

n+l

n+l
zCi,j '9]' +A- SR[uz'’yiagi]_vé'(i) {Z Cn+1,j '0]' +A- SR[”‘n+1 ’yn+l’0n+l ]} =0

= A
2 n+l 2 ol
E.;A’Hl,j.yj_‘_ynﬂ_lzo E.;Anﬂ’j.ej_‘_e’l*l_lzo (53)

onde C,, :4-{% ‘B, +ST+1'A5,/} e SR[ul.,yi,Hi]:Q)z .[yi]m .exp{y.(l_%ﬂ

1

onde Sendo

Vi) = -G}'-p, G uy=H; 04 (”/) Gy =H,; 'a)e(i)(“j)
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-1 _ _
Voo =Gy Py P, =H,, 'a)y<j>(”n+1) Poyy =H,. 'a)e(j>(”n+1)

Paraij=1,2,..,n

O método dos residuos ponderados utilizado ¢ definido pela ponderacao aplicada

no calculo das matrizes de discretizacao do sistema segundo a tabela abaixo

Tabela 5.4: Fungdes associadas ao MRP.

Momentos Galerkin Colocacao
o (u)=u"" - 2-j v. =0
B
w, (u)=u"" ; 2. v,=0
o) @) =1’ =  Nu 6
Paraj=1,2, ..., n.

Abaixo sdo apresentados os valores do residuo médio quadratico para o método

dos momentos e para o método de Galerkin:

Tabela 5.5: Valores dos residuos médios quadraticos.

Método dos momentos Método de Galerkin
R(y) R(6) R(y) R(6)
0.1528E-03 | 0.1375E-06 | 0.2544E-03 | 0.2290E-06

O grafico a seguir apresenta a distribui¢ao de concentracdo e temperatura ao longo
da direcdo espacial da particula, considerando aplicacdo do método dos momentos e do
método de Galerkin com 5 pontos internos de quadraturas. Os valores atribuidos aos
parametros do modelo foram retirados do livro do FINLAYSON (1972), sendo: ©=0.5,
m=1, s=2, Sh =66.5, Nu=55.3, y=20 e A=0.6.
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Figura 5.4: (a) Y(x) e (b) 6(x) para particula de catalisador em estado estacionario e nao

isotérmico. Aplicando o método dos momentos e Galerkin

Na figura abaixo s3o apresentadas os residuos normalizados para equagdo de

balango de massa e energia quando aplicados o método dos momentos ¢ o método de

Galerkin. Utilizando o mesmo conjunto de pardmetros aplicados no caso anterior.

ResY,,,

ResT,,

(b)

Figura 5.5: Residuo normalizado para equacdo de balango: (a) massa; (b) energia da

particula de catalisador em estado estaciondrio e nao isotérmico. Considerando a aplicacao

do método dos momentos e de Galerkin
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Os perfis gerados pela aplicagdo dos métodos de momentos e Galerkin, Figura 5.4,
sdo equivalentes sendo impossivel distinguir um perante o outro. Comparando os resultados
apresentados na Tabela 5.5, pode-se constatar que o método dos momentos apresenta o
valor do residuo médio quadratico inferior ao método de Galerkin, embora, esta diferenca

ndo seja significativa a ponto de classificar um método melhor perante o outro.

Abaixo sdao apresentados os pontos no qual a expressao de residuo ¢ nula para

aplicagdo do método de Galerkin:

Tabela 5.6: Valores onde a expressdo de residuo ¢ nula no método de Galerkin.

X Resy(x)=0 | Resg(x)=0
X 0.0628 0.0628
X2 0.2358 0.2360
X3 0.4766 0.4771
X4 0.7259 0.7268
Xs 0.9233 0.9248

Analisando a Tabela 5.6, € possivel observar que os pontos no qual a expressao de
residuo ¢ nula para equagdo de balango de massa ndo sdo os mesmos pontos no qual a
expressdo ¢ nula para o balango de energia, quando aplicado o método de Galerkin. Para
aplicagdio do método dos momentos observou-se que esta mudan¢a ndo ocorre. E
importante observar também que os pontos onde os residuos se anulam sao diferentes para
aplicagdo do método dos momentos e para aplicagdo do método de Galerkin, Figura 5.5.
Tal caracteristica demonstra novamente a caracteristica adaptativa apresentada pelo novo

procedimento.

Estado ndo estacionario e ndo isotérmico

A equacdo abaixo, descreve o balango de massa e energia de um reagente de uma
reacdo quimica reversivel e exotérmica de ordem m, conduzida em uma particula de

. . . ., . 2
catalisador em estado transiente, reescrito em torno da nova variavel independente u=x".

oy(u,t) Gzy(u,t) s+1)\oy(u,t)
7—4.£u. W +[ 2) ™ J+ER[u,y(u,t),6‘(u,t)]:0 (5.4)

1. 00010 _4_[u_ 020(u,t) +(s +1)86’(u,t)

o P > o j— A- iR[u,y(u,t), G(u,t)] =0No (5.5)
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Dominio: 0<u<let>0

onde o) o= Dl -1 51

Sujeita as condi¢des de contorno:

ccl: PO L pnra e 29001 piNiTA
au u=0 au u=0
2 oy(u,t)
cco: = QWD) =y
5 on | yut),_ = ()
L)
= OOWDN L o) =6,
o ow | (u,t),_, =6,()

Tendo como condigdes iniciais:

y(u’tltzo = ymi (u)

e(u’t)L:g =0, (u)

(5.4ae5.5a)

(5.4b)

(5.5b)

(5.4¢)
(5.5¢)

A aplicagdo da metodologia proposta ao problema, da origem a um sistema

algébrico-diferencial de equagdes constituido de 2n equagdes diferenciais e 2 equagdes

algébricas, definido pelo conjunto de equagdes abaixo:

Cb}d;t(t)_ici,j -yj(t)+iR[ui,yj(t), ei(t)]-'-

d ¢ n+l
yLl()_ ZCnH,j -y],(t)

- vy(i) . dt =1 ’ =0
+ ER[un-%—l b yn+l (t)’ 9)1+l (t)]

n+l
Le.%(f)_zcu.e,(t)—z-m[u,.,y,-(r),e,-(t)h
j=1

dé (t) n+l
Le- &2 _No gy
_Va(i). e dt ; n+l,j j() :O

-1 ER[UHI s Vi (t)a 9n+l (t)]

2 n+l

E.ZAM-LJ 'yj(t)+yn+l(t)_yb(t)=0
j=1

J
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R, (1), ,(0),0.()] = @ - [y, ()] - e (1 _ %H

i

As matrizes de discretizagdo utilizadas para o caso transiente sdo idénticas as

utilizadas para o caso estacionario, definidas na Tabela 5.4.

A figura abaixo apresenta os principais resultados obtidos através da aplicacdo do
método de Galerkin ao modelo transiente e nao isotérmico de difusdo particula de
catalisador aplicando 8 pontos internos de quadraturas. Os valores atribuidos aos
pardmetros do modelo foram retirados do livro do FINLAYSON (1972), sendo: ©=0.5,
m=1, s=2, Sh =66.5, Nu=55.3, y=20, 2=0.6, Le=0.9 e yu(t)=0,(t)=1. Tendo como condi¢des

iniciais Yinic(1)=0 e Oinic(u)=1, que representam a simulacdo da partida do modelo.

Figura 5.6: (a) Y(x,t) e (b) 0(x,t) para particula de catalisador, modelo transiente e ndo

isotérmico.
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Figura 5.7: Valor médio: (a) concentragdo; (b) temperatura na particula de catalisador,

modelo transiente e ndo isotérmico.

Na Figura 5.6, sdo apresentados os perfis de concentracdo e temperatura do
modelo. Pequenas oscilagdes foram observadas nos instantes iniciais de integragdo, tais
oscilacdes devem-se ao fato dos perfis iniciais ndo serem bem aproximados por fungdes
polinomiais. Estas oscilagdes podem ser sanadas pelo aumento do nimero de pontos de
quadraturas ou pode-se utilizar o valor médio da varidvel, como apresentado na Figura 5.7,
onde ¢ possivel constatar que as oscilagdes iniciais ndo comprometem o perfil gerado. Os
resultados obtidos pela aplicagdo da metodologia proposta mostraram-se satisfatorios para

aplicacdo de 8 pontos de internos de quadraturas.

5.1.2 Reator quimico tubular com transporte radial convectivo e difusivo e transporte

axial convectivo

Nomenclaturas empregadas nesta secdo:

z: varidvel espacial definida no dominio z > 0 — adimensional

x: variavel radial definida no dominio 0<x<1 — adimensional

u [u=x"]: variavel radial definida no dominio 0<u<1 — adimensional
y: fracdo molar do reagente — adimensional

0: temperatura — adimensional
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Pe,,: nimero de Peclet de massa - adimensional
Pey: nimero de Peclet de energia - adimensional
A: parametro adimensional — adimensional

Da: nimero de Damkohler — adimensional

m: ordem da reagdo — adimensional

y: parametro adimensional — adimensional

Bi: nimero de Biot — adimensional

O modelo de reator quimico tubular utilizado neste trabalho para teste da
metodologia proposta foi retirado do artigo de FINLAYSON (1971). A resolucdo de tal
modelo permite determinar como a concentragdo e temperatura variam ao longo da dire¢ao
radial e axial do reator bem como, estudar a influéncia das condi¢cdes operacionais através

de estudos de sensibilidade dos possiveis estados estaciondrios do sistema.

O modelo abaixo descreve o balango de massa e energia ao longo de um reator
tubular levando em consideragdo o mecanismo convectivo na dire¢do axial e o transporte
convectivo e difusivo na direcdo radial. O modelo encontra-se reescrito em torno da nova

. 2
variavel independente u = x”.

w2 _, 1 [ ywz) dywz)

. =4. Pe. ~_u- ™ + o }—‘J{[u,y(u,z), 6’(u,z)] (5.7
00wz _, 1 [ 90wz 00w2)], . R, (0, 2). 0.2

0z Pe, | ou’ ou R (5.8)
No dominio: 0<u<lez>0
onde R[u, y(u,z),0(u,z)]= Da [y(u,z)]" ‘exp[;/(l - 6’(: z)ﬂ

Sujeita as condigdes de contorno:
cct: WA piNTA e % — FINITA (5.7a ¢ 5.8a)
u u=0 u u=0
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oy, z)
CC2: o | 0 (5.7b)
2. % =Bi- [H(u’z)L:l — T:»(Z)] (Sgb)

Tendo como condigdes iniciais:

Yuz) = Vi (1) (5.7¢)
Ou,z)_, =0,.(u) (5.8¢)

mic

A aplicagdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema
algébrico-diferencial de equagdes constituido de 2n equagdes diferenciais e 2 equagdes

algébricas, definido pelo conjunto de equagdes abaixo:

dyf z R, v,(:).0,(2)]+

m

dyn+ n+l
dl z n+lj
V) i=l

+ 9%[urwl ’ yn+l( )’ en+l (Z)]

)L g () a Ry (20

dz Peh =

n+l

M_L.Zqﬁ”.g,(z%

V(i) dz Pe, = L =0
- j’ ' ER[unH s yn+l (Z)’ 0’”1 (Z)]

59
n+l 2 n+l ( )
zAnH,j'yj(Z):O E'zAnH,j'0/(2)+0n+1(z)_Tw(Z):O
j=1 j=1
onde C /=4-[u,. B, STH A,j}
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Vou) = _G; Py P, =H,. 'a)y(j)(unn)

Paraij=1,2,..,n

Poj) = H,, 'wa(j)(”nn)

O método dos residuos ponderados utilizado ¢ definido pela ponderacao aplicada

no calculo das matrizes de discretizacdo do sistema segundo a tabela abaixo

Tabela 5.7: Ponderacgao associadas ao MRP.

Momentos Galerkin Colocacao
@, (u)=u"" @, (u)=u"" v, =0
_ i . . =
@)=’ () (1) = v’ _I_ZB_Z‘J e

Paraj=1,2,..,n.

A figura abaixo apresenta os principais resultados obtidos pela aplicagdo da

metodologia na resolugao do modelo de reator quimico tubular utilizando 6 pontos internos

de quadraturas. Os valores dos parametros utilizados nesta simulagdo foram retirados do

artigo do FINLAYSON (1971).

T el z)
@

— Tyzse Momentos
— Tyeso Galerkin

— ;=02
z=04 |
z=05 |
2=0.6

— z:=0.7

08 10

(b)

Figura 5.8: (a) temperatura média do reator quimico tubular. Aplicando o método dos

momentos e de Galerkin, com: Bi=1 e Tw=0.92; (b) perfil de temperatura do reator

quimico tubular. Aplicando o método de Galerkin, com: Bi=20 e Tw=1.0. Sendo m=1,

Pe,=Pep=1, Da=0.3, A=0.67 ¢ y=17 e condigdes iniciais y;,=0i,=1.
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Comparando o perfil da temperatura média obtida pela aplicacdo da nova
metodologia, Figura 5.8(a), com o resultado apresentado por FINLAYSON (1971) pode-se
observar uma 6tima concordancia entre os resultados, uma vez que os perfis obtidos sdo
idénticos. A mesma comparagdo entre resultados foi realizado para o perfil de temperatura
radial em diferentes comprimentos do reator, Figura 5.8(b), onde mais uma vez os
resultados obtidos pela aplicacdo da metodologia e do artigo mostraram-se bastante
semelhantes. A concordancia apresentada nestas comparagdes permite verificar a precisio e

eficiéncia dos resultados obtidos pela aplicagdo do procedimento numérico desenvolvido.

Comparando os perfis de temperatura média gerados pela aplicacdo do método dos
momentos e de Galerkin, Figura 5.8(a), € possivel constatar sua equivaléncia uma vez que ¢
impossivel distinguir um perante o outro. Vale a pena ressaltar que ambos os perfis foram
gerados de forma rapida, eficiente e precisa. Necessitando de apenas seis pontos de

quadraturas para obtengdo de resultados satisfatorios.

Abaixo sdo apresentados os residuos normalizados do balanco de massa e energia
quando aplicado o método de Galerkin com 6 pontos internos de quadraturas, utilizando os

parametros m=1, Pe,=Pey=1, Bi=20, Tw=1, Da=0.3, A=0.67, y=17¢ yini=0ini=1.
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Figura 5.9: Residuo normalizado da equagao de balango: (a) massa; (b) energia em

diferentes comprimentos para reator tubular em estado estacionario e ndo isotérmico.

Analisando a Figura 5.9 ¢ possivel observar que os pontos onde a expressdo de
residuo da equacdo de balango de massa e energia se anula, ndo s3o os mesmos quando

consideradas posi¢oes axiais diferentes. Embora tais resultados sejam somente apresentados
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para o método de Galerkin a mesma adaptabilidade foi observada quando o método dos
momentos foi aplicado ao problema. Um outro aspecto interessante observado foi que os
pontos no qual a expressao de residuo do balango de massa ¢ nula sdo diferentes dos pontos

no qual a expressao do residuo do balango de energia se anula.
5.1.3 Adsor¢ao em banho finito

Nomenclaturas empregadas nesta secdo:

t: variavel temporal definida no dominio t > 0 - adimensional

r: variavel radial definida no dominio 0<r<1 — adimensional

u [u=r"]: variavel radial definida no dominio 0<u<l — adimensional
Xs;: concentragdo na fase solida da particula do soluto i — adimensional
Xp;: concentragdo na fase fluida da particula do soluto i — adimensional
Xd;: concentragdo na fase fluida do soluto i — adimensional

a,: parametro adimensional — adimensional

oy parametro adimensional — adimensional

Cd;o: concentragao inicial no banho do soluto i — adimensional

a;;: constantes da equagdo de Langmuir — adimensional

&p: fracdo de vazio das particulas — adimensional

e fragdo de vazios do banho — adimensional

As equacdes que descrevem o modelo de banho finito foram originalmente
propostas por LIAPIS e RIPPIN (1977). Entretanto, o modelo utilizado neste trabalho para
teste da nova metodologia foi retirado da tese de ANDRADE Jr. (1986). Neste modelo o
autor introduz a equacdo da isoterma de equilibrio e o balango de massa diferencial como
novas equacoes algébricas do modelo. O emprego da equacdo de balanco de massa como

restricdo algébrica faz com que a conservagdo de massa seja obrigatoria.

O modelo de adsor¢do em banho finito ja adimensionado e reescrito em torno da

s . 2 . ~ .
nova variavel independente u = »~ é representado pelo sistema de equagdes abaixo.
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2
. OXp, (1) | OXs, (u,1) u {4% Xt aXpl(u,z)}

r ot ot ou’ ou (5-10)
2
. 0Xp, (u,1) | OXs, (u,1) _ o ~[4-u K szgu,t) 6. Osz(u,t)}
ot ot ou ou (5.11)
No dominio: 0<u<let>0
onde
Xs,(u,t) = ay - Xy (1) Isoterma (5.12a)
l+a, - -Cd, - Xp, (u,t)+ a,-Cd, -sz(u,t) N de
Xs, (u,1) = ay - Xp, (u,1) Langmuir
2\Us
1+a, -Cd,, 'Xpl(u’t)+ ay, - Cdy, 'sz(”:t) 8 (5.12b)
(1_53) Y7 Yo
Xd\(t)=Xd,—~—21| & - Xp,(t) + Xs:(t) (5.13a)
€p
Xd,(t)= Xd ISR R A
\I) = Ady, - &, P, (8) + Xs2(1) (5.13b)
B
L 3 u=l1 . 3 u=1
Xp0)= [ul Xpwnydu X0 =2+ [ul X w,0) - du (5.14a ¢ 5.14b)
u=0 u=0
L 3 u=I1 L 3 u=I1
Xp, (1) :5- Iu”z - Xp,(u,t)-du Xs2(1) :5- Iu”z - Xs,(u,t)-du (5.14c e 5.14d)
u=0 u=0
Sujeita as condi¢des de contorno:
CCl:aXpl—(u’t) — FINITA e 9Cpy(u,t) = FINITA (5.10a ¢ 5.11a)
ou |, ou 0
X
cca. b 2 (w) = (Xd, (t)- Xp,(1,)) (5.10b)
Shp, ou |,
4 8Xp2(u,t)
: = (xd, (t)- Xp, (1,2
o, ou | (Xd, ()~ Xp, (1,2)) (5.11b)

Tendo como condigdes iniciais:

(5.10c e 5.11c¢)
(5.128.1 6512]31)
(5.138.1 (& 513b1)
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A aplicacdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema
algébrico-diferencial constituido de 2n equagdes diferenciais € 6 equagdes algébricas,

definido pelo conjunto de equacdes abaixo:

D) w5, ()]
Xp () dxs, () O a T ar
&p- dtl + dtt - 'Zci,j 'Xpl‘/. (t)_vxl(i) : il =0
A - 'ch+1,j 'Xplj (t)
L J=1 _
.. prZM (t) . dstn+1 (t)_ (5.16)
dXp, (t) dXs, (¢ A P d d
&y dj()+ dzl:()_a2.Zci,j.XPZ/(t)_vxz(i)‘ n+1t ! =0
A -, 'zcn+1,j 'szj (t)
L J=1 i
- Xp, (t
Xs, (t)= %o pl'( ) Isoterma
I l+a,-Cd), 'Xpll- (t)+ ay, - Cdy, 'szi (t) N de
Ay 'sz.(t)
Xs, (t)= ’ Langmuir
‘ l+a, -Cd,, - Xp, (t)"' a, -Cd,, - Xp, (t)
O PR OIS EI0)
Ep
R T OB XOR0)
B
4 n+l ( )
Shpl ’ /Z=1: An+lj ’ Xplj (t) = Xdl (t)_ Xplml (t)
4 n+l ( )
Shp, .;A}'Hrlj 'szj (t): Xd, (t)_sz,ﬁI (t)
onde C, ; :[4-ui ‘B, +6-Al.,jJ
o n+l o n+l
Xpl(t):sz'Xplk(t) Xsl(t):ZHk-Xslk(t)
k=1 k=1
- n+l - n+l
sz(t):sz'szk(t) st(t):sz'stk(t)
k=1 k=1
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onde sendo
. _1 _ . - .
Van =G Pa Gy =H, wxl(i)(”j) Gy =H, wxz(i)(“j)
-1 — —
Vo) = -G,p,, Pay=H,., 'wxl(j)(”n+1) Py =H,.- x2(j)(un+l)

Parai,j=1,2,..,n

O método dos residuos ponderados utilizado ¢ definido pela ponderagao aplicada

no calculo das matrizes de discretizacdo do sistema segundo a tabela abaixo:

Tabela 5.8: Ponderacgoes associadas ao MRP.

Momentos Galerkin Colocacao
Oy (10) = o, W)=u’ —1- 2-j vy =0
- Shp,
a’xz(_n(”):“j_l @, A>( J=u —1- 2] Vi2=0
V) Shp2
Paraj=1,2, .., n

A figura abaixo apresenta os principais resultados obtidos através da aplicagcdo do
método dos momentos ao modelo de banho finito considerando seis e doze pontos de
quadraturas. Os parametros utilizados nesta simulagdo foram retirados da tese de
ANDRADE Jr. (1986) sendo: €,=0.7, €g=0.5, 0,=8.79646, a,=10.11593, Shp;=Shp,=1,
a;0=171.07, a;;=1400, a;2=2835, ax=372.85, a;;=1573, a»n=2565, Cdy=Cdp=0.001 e
Xdjp=Xdyo=1.
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(1)kdx
(15ax

R

Figura 5.10: (a) Xpi(r,t); (b) Xpa(r,t) com n=6 e (c) Xpi(1,t); (d) Xpa(r,t) com n=12 para

banho finito aplicando o método dos momentos.
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Figura 5.11: (a) Xd;(r,t) (b) Xd,(r,t) para banho finito aplicando o método dos momentos
(n=06).

O perfil de concentragdo na fase s6lida da particula do soluto um, Figura 5.10(a),
foi comparado ao perfil obtido pela aplicagdo do MCO tradicional apresentado na tese de
mestrado de ANDRADE (1986). Tais perfis mostraram-se equivalentes e as oscilagdes
observadas na partida do sistema foram encontradas em ambos os casos. E importante
ressaltar que tais oscilagdes ndo apresentam relagdo alguma com a metodologia proposta
neste trabalho e sim com a inadequagdo da fung¢do polinomial em aproximar a variavel
dependente do problema, nos instantes iniciais da integracdo. Tal caracteristica indesejada
pode ser sanada com o aumento do numero de pontos de quadraturas como observado na
Figura 5.10(c) e 5.10(d), onde com a inclusdo de mais seis pontos de quadraturas, tornou

possivel a obtengao do perfil, praticamente livre de oscilagdes.

A grande importancia do modelo de banho finito ¢ a determinagdo da concentragao
na fase fluida do soluto que sdo apresentadas na Figura 5.11. E importante observar que
neste caso a utilizagdo de apenas seis pontos de quadraturas ¢ suficiente para tragar estes

perfis de concentragdo de forma suficientemente precisa.
5.2 Problemas sem simetria

5.2.1 Reator de leito fixo
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Nomenclaturas empregadas nesta secdo:

t: variavel temporal definida no dominio t > 0 - adimensional
x: variavel espacial definida no dominio 0<x<I — adimensional
y: fragdo molar do reagente — adimensional

6: temperatura — adimensional

A: parametro adimensional — adimensional

Da: nimero de Damkohler - adimensional

m: ordem da reagdo — adimensional

y: parametro adimensional — adimensional

Pe,,: numero de Peclet de massa - adimensional

Pey,: nimero de Peclet de energia - adimensional

O modelo de reator de leito fixo utilizado neste trabalho para teste da metodologia
desenvolvida foi retirado do livro de FINLAYSON (1972). A resolucdo de tal modelo
permite, no caso estacionario, determinar os perfis de concentragdo e temperatura ao longo
da direcdo axial do reator bem como analisar a estabilidade do processo de forma a
caracterizar os possiveis estados estaciondarios do sistema. J& o modelo dindmico permite
analisar a partida do reator determinando como concentragdo e temperatura variam ao
longo do tempo e do comprimento do reator. A seguir serdo apresentados os modelos de
reator de leito fixo considerando estado estaciondrio e ndo estacionario € modelo isotérmico

€ ndo isotérmico.

Estado estacionario e isotérmico

O modelo que descreve o balango de massa de um reagente de uma reagao quimica
irreversivel, de ordem m, conduzida isotermicamente em um reator de leito fixo operando
no estado estacionrio foi apresentado no CAPITULO 3 pelas Equagdes 3.23, 3.23a e
3.23b, no qual foi demonstrada a aplicacdo da metodologia a problemas unidirecionais sem

condi¢do de simetria que constituem uma EDOVC.
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A aplicacdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema
algébrico, linear ou ndo, constituido de n+2 equagdes definido no CAPITULO 3 pela
Equagdo 3.39.

Tabela 5.9: Integral do erro ao quadrado e valor médio do quadrado do residuo,

considerando estado estacionario, isotérmico, m=1, Da=2 e Pe,, =1/15.

Meétodo dos momentos Meétodo de Galerkin
n j[erro(x)]z dx IRe 57 (x)dx J.[erro(x)]zdx J.Resz(x)dx
3 | 4.98E-06 1.56E-03 8.17E-06 1.71E-03
4 | 8.84E-07 4.43E-04 1.30E-06 4.97E-04
5 | 9.61E-08 8.51E-05 1.36E-07 9.83E-05
6 | 1.18E-08 1.37E-05 1.60E-08 1.66E-05

O grafico abaixo apresenta o perfil obtido através da solucdo analitica do problema

e os perfis numéricos obtidos pela aplicagao dos métodos dos momentos e Galerkin.
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Figura 5.12: Y(x) reator de leito fixo, estaciondrio e isotérmico Da=10, m=1 e Pe=5.

Aplicando a solucao analitica, o método dos momentos (n=3) e método de Galerkin (n=3).

Analisando os valores da Tabela 5.9, pode-se verificar que os dois métodos de
residuos ponderados apresentam desempenhos semelhantes. Comparando os valores
obtidos pela integral do erro médio com os valores obtidos pela integral do residuo médio
quadratico ¢ possivel verificar que o valor do residuo médio quadratico pode ser utilizado

na avaliagdo de desempenho do método utilizado.
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Pelo perfil de concentracao obtido na Figura 5.12, pode-se contatar a eficiéncia do
procedimento numérico desenvolvido que permite com a utilizagao de apenas trés pontos
de quadraturas a obten¢do de resultados suficientemente precisos aplicando o método dos

momentos ou o0 método de Galerkin.

Na tabela abaixo sdo apresentados os valores da concentra¢do na entrada e na
saida do reator para dois conjuntos parametros. Os valores obtidos sdo confrontados aos

resultados obtidos por FINLAYSON (1972).

Tabela 5.10: Valores da concentragdo na entrada e na saida do reator apresentados no livro

do FINLAYSON (1972) e obtidos pela aplicacdo da nova metodologia.

m=1, Pe=15 e Da=8

FINLAYSON Momentos Galerkin
N »(0) ya) y(0) y) ¥(0) y)
3 0.740151 0.0044352 | 0.734702 | 0.00238443 | 0.742076 | 0.00207882
6 0.722085 0.0028608 | 0.722053 | 0.00286418 | 0.722204 | 0.00289284
Exato | 0.721990 0.0028616

m=2, Pe=1 e Da=2

FINLAYSON Momentos Galerkin
N y(0) y) y(0) y) ¥(0) y)
3 0.636809 0.457600 | 0.636784 | 0.457588 | 0.636791 | 0.457592
6 0.636784 0.457589 | 0.636784 | 0.457588 | 0.636784 | 0.457588
MDF 0.63678 0.45759

Analisando os valores presentes na Tabela 5.10, é possivel observar que no caso
linear quando aplicados apenas 3 pontos de quadraturas a metodologia desenvolvida
apresenta resultados numéricos mais proximos da solugdo analitica que os resultados
obtidos por FINLAYSON pela aplicagdo do MCO tradicional. Quando aplicados 6 pontos

ambos os métodos sdo equivalentes.

Para o caso ndo linear com apenas 3 pontos de quadraturas, tanto o método dos
momentos como o método de Galerkin j& apresentam suas solu¢des praticamente idénticas

as solu¢do obtida pelo MDF. O aumento do numero de pontos de quadraturas, de 3 para 6,
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ndo varia a solugdo obtida pela aplicacdo do método dos momentos e pouco altera a solucao
obtida por Galerkin, o que indica que com a utilizagdo de apenas 3 pontos de quadraturas a

metodologia proposta ja convergiu.

Na Figura abaixo ¢ apresentado o residuo normalizado da aproximagdo, quando
aplicado o método dos momentos ¢ o método de Galerkin para diferentes conjuntos de

parametros utilizando 4 pontos de quadraturas.

— Da=BePe=1
— Da=BePe=10
o0& — Da=2ePe=1
— Da=2ePe=10

—— Da=8ePe=1
— Da=8 ePe=10
— Da=2ePe=1

—— Da=2ePe=10

ResY(x)
Resy(x]

a0 0z 04 06 08 10

(a) (b)

Figura 5.13: Residuo normalizado para o modelo de reator de leito fixo em estado
estacionario e isotérmico. Considerando a aplicagdo do método: (a) momentos; (b)

Galerkin.

Analisando a Figura 5.13, pode-se verificar que os pontos nos quais a expressao do
residuo € nula variam com mudancas no valor dos pardmetros Pe e Da, tanto para o método
dos momentos como para o método de Galerkin. Assim sendo, mais uma vez pode-se
comprovar a adaptabilidade que a metodologia apresenta em relacdo aos valores dos

parametros que compdem o modelo.

E importante ressaltar que a aplicacio da metodologia proposta ao problema linear
¢ capaz de reproduzir exatamente tanto o método dos momentos como o método de
Galerkin. Entretanto a reproducdo exata do método de Galerkin s6 foi possivel gracas ao
aprimoramento realizado no procedimento tradicional de quadratura de Gauss-Lobatto que
elevou em mais um grau a precisdo da técnica, permitindo que o n’esimo residuo

ponderado fosse calculado exatamente.
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Estado ndo estaciondrio e isotérmico

O modelo que descreve o balango de massa de um reagente de uma reagdo quimica
irreversivel, de ordem m, conduzida isotermicamente em um reator de leito fixo operando
no estado ndo estacionario, foi apresentado no CAPITULO 3 pelas Equacdes 3.40, 3.40a,
3,40b e 3.40c, no qual foi demonstrada a aplicacio da metodologia a problemas

unidirecionais sem condi¢do de simetria, que constituem uma EDP.

A aplicacdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema
algébrico-diferencial de equagdes constituido de n equacdes diferenciais e 2 equagdes

algébricas definido no CAPITULO 3 pela Equacdo 3.42.

A figura abaixo ilustra a aplicagdo da metodologia para n=5, m=2, Pe=1, Da=2,

yb=1 € yini=0. Considerando a aplica¢do do método de Galerkin

Figura 5.14: Y(x,t) para reator de leito fixo transiente e isotérmico.

Na Figura a seguir ¢ apresentado a expressdo do residuo normalizado da
aproximacao, aplicando o método dos momentos e o método de Galerkin para diferentes

tempos de integracao.
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t=0.01 | e t,=0.01
t,=0.1 | | t=0.1

(a) (b)

Figura 5.15: Residuo normalizado em diferentes tempos para reator de leito fixo transiente

e isotérmico. Aplicando o método: (a) momentos; (b) Galerkin.

Na tabela abaixo estao apresentado os valores dos residuos médios quadraticos em

diferentes tempos, para n=6, m=2, Pe=1, Da=2, y,=1 ¢ yin=0.

Tabela 5.11: Valor médio do quadrado do residuo para diferentes tempos.

j:Rexz(x)dx
! Momentos Galerkin
0.01 0.4744E-01 0.4778E-01
0.05 0.9830E-04 0.1008E-03
0.1 0.7139E-05 0.8513E-05
0.2 0.1198E-06 0.1370E-06

Foi observado que o maior valor da integral do residuo médio quadratico ¢ obtido
na partida do reator. Entretanto, este valor cai rapidamente & medida que o tempo aumenta,
bastando pequenos incrementos de tempo para que seu valor seja considerado desprezivel,
Tabela 5.11. Estes maiores valores de residuo podem ser explicados devido a inadequagao
da utilizagdo de aproximacdes polinomiais na aproximac¢do dos perfis de concentragdo na
partida do reator, uma vez que no inicio do processo a reagdo ocorre apenas na entrada do
reator, fazendo com que o perfil seja extremamente acentuado. Tais perfis, como ja
mencionados, dificilmente s3o bem aproximados por fung¢des polinomiais. Entretanto a

ocorréncia de tal fato ndo compromete o perfil gerado pela aplicagao da metodologia uma
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vez que estes maiores valores de residuos apenas ocorrem nos instantes iniciais da
resolu¢ao do modelo. Para valores elevados do nimero de Damkohler também foram
observadas oscilacdes nos instantes iniciais do processo. Tais oscilacdes podem ser

amenizadas pelo aumento do numero de pontos internos de quadraturas utilizados.

Analisando a Figura 5.15, € possivel observar que os pontos no qual a expressao
do residuo ¢ nula mudam com o tempo tanto para o método dos momentos como para o

método de Galerkin indicando mais uma vez a adaptabilidade apresenta pelo procedimento.

Estado estacionario e ndo isotérmico

As equacdes abaixo, descrevem o balanco de massa e energia de um reagente de
uma reacdo quimica irreversivel e exotérmica de ordem m, em um reator de leito fixo

operando no estado estacionario.

d(x) 1 d’yx) (5.17)
- : R 6(x)|=0
dx Pem dx2 + [x’ y(x)’ (x)]
do(x) 1 d*0(x) (5.18)
- . -A1-R O(x)|=0
dx Peh dx2 ['x’ y(x)’ (x)]
No dominio: 0<x <1
m 1
onde R[x.(x).0()] = Da-[(x)] .exp{y.[l-@ﬂ
Sujeita as condi¢des de contorno:
L dy(v) _
CCl: — o y +y(x)_, =1 (5.17a)
1 do(x)
b AP 2l =1 5.18
Pe, dx |_, " (X)L:O (>.182)
1 dy(x)
cCc2: —- =0
Pe, dv | (5.17b)
4o (5.18b)
Pe, dx |_
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A aplicacdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema
algébrico, linear ou ndo, constituido de 2n+4 equacdes, definido pelo conjunto de equacdes

abaixo:

icy(i,j) 'yj(t)+m[xi’yi(t)’gi(t)]_vy(i,o) '|:nz+lcy(0,j) 'yj(t)+m[xoayo(t)’90(t)]:|

J=1

n+l
Vi) {Z Cy(n+1,j) "V (t)"' ER[an > Vnal (t)> 0,. (t)]} =0

Jj=1 J=1
n+l
| 5o 0029, 010,01 -0
=
1 n+l 1 n+l
_Z';AO,,"yj(t)"'ynﬂ(t)_lzo E';Anﬂ,fyj(t):o
1 n+1A 9 9 1 1 n+l 9
_P_eh'jz_(; 0,j " j(t)+ n+l(t)_ =0 P_eh'jz_(;Anﬂ,j' j(t)_o (5_19)

onde R[x,.y,(1).6,(t)]= Da-[y,(0)]" -exp {7 | (1 %ﬂ

0
C i:{A,-L-Bi} C i.:[Ai.-L-Bi }
(i.7) Jope 0(i.j) 7 pe,
onde sendo Gy = H, 0y x,)
v,o=-G,'p, Gy =H, 0,4x,) Poisy = Hyor @y (%01
Vo ==G,' P, Py =Ho @,)(%,.)

Paraij=1,2,..,n

O método dos residuos ponderados utilizado ¢ definido pela ponderacao aplicada

no calculo das matrizes de discretizacdo do sistema segundo a tabela abaixo:
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Tabela 5.12: Ponderacdes associadas ao MRP.

Momentos Galerkin Colocacao

(l—x)2 _(IJFPL,J para j=1

a)y(j)(x) =x/" a)y(j)(x) =(1-x)-x+ L para j=2 v,=0
(1—x)-x"" paraj=3,---,n
(l—x)2 —(1+PiehJ para j=1

a)g(j)(x)zxj_1 a)g(j)(x)= (1—x)2~x+% para j=2 v,=0

h
(1-xy-x"" paraj=3,---,n
Paraj=1,2,..,n.

A figura abaixo apresenta os perfis de concentragdo e temperatura ao longo da
dire¢do axial do reator pela aplicagdo do método dos momentos e do método de Galerkin
utilizando 7 pontos internos de quadraturas, para o conjunto de parametros retirados do

livro do FINLAYSON (1972): Da=3.36, m=2, Pe,, =2, Pe, =2, y=17.6 ¢ 2=0.056.

h(&3]
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1035
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1.034

Tetal(x)

1032
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1022
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— Tetaggena

0z 04

%

(@)

i) 0s 10 oo 0z 04 0E 0s 10

%

(b)

Figura 5.16: (a) Y(x) e (b) 0(x) para reator de leito fixo em estado estacionario e nao

isotérmico. Aplicando o método dos momentos e de Galerkin.
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Analisando a Figura 5.16 ¢ possivel constatar que os perfis gerados pela aplicagao
do método dos momentos e do método de Galerkin sdao idénticos, quando considerados sete

pontos internos de quadraturas.

Na Tabela abaixo encontram-se apresentados os valores para concentra¢do e
temperatura obtidos na entrada e na saida do reator para o conjunto de pardmetros
apresentado no livro do FINLAYSON (1972): Da=3.8117037, m=2, Pe,, =96, Pe, =96,
y=17.6 e A=0.056, confrontando os resultados obtidos pela aplicagdo da metodologia

desenvolvida aos resultados apresentados no livro.

Tabela 5.13: Valores de concentragdo e temperatura na entrada e na saida do reator

retirados do livro do FINLAYSON (1972) e obtidos pela aplicagdo na nova metodologia.

FINLAYSON Momentos Galerkin
n ¥(0) Yy | o Yy | yo ¥
0.96510 0.12564 | 0.96456 | 0.1242 | 0.96521 | 0.12493
6 0.96333 0.12410 | 0.96361 | 0.12428 | 0.96376 | 0.12441
MDF 0.12370
FINLAYSON Momentos Galerkin
n 0(0) 0 (1) 0(0) o () 0(0) 0(1)
1.00195 1.04896 | 1.00198 | 1.04904 | 1.00195 1.049
6 1.00205 1.04905 | 1.00204 | 1.04904 | 1.00203 | 1.04903
MDF 1.04904

Os valores do residuo médio quadratico para o método de momentos e para o

método de Galerkin encontram-se na tabela abaixo:

Tabela 5.14: Valores dos residuos médios quadraticos.

Método dos momentos Método de Galerkin
R(y) R(6) R(y) R(6)
0.1088E-06 0.3411E-09 0.1224E-06 0.3840E-09
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Comparando os resultados apresentados na Tabela 5.14, pode-se constatar que o
método dos momentos apresenta o valor do residuo médio quadratico inferior ao método de
Galerkin, tanto para o balango de massa quanto para o balango de energia, embora esta
diferenca ndo seja significativa ao ponto de classificar que um método ¢ melhor que o

outro.

Na figura abaixo sdo apresentados os graficos referentes aos residuos
normalizados para a equagdo de balanco de massa e energia quando aplicado o método dos

momentos e o método de Galerkin, com: Da=3.36, m=2, Pe,,=2, Pey=2, y=17.6 ¢ A=0.056.

ResY e 7|

ResYoure: ResTusmentss 1

ResTeuemn

(@) (b)

Figura 5.17: Residuo normalizado para equagdo de balanco: (a) massa; (b) energia do
reator de leito fixo em estado estacionario e ndo isotérmico. Considerando a aplicagdo do

método dos momentos e de Galerkin

Analisando a Figura 5.17, pode-se verificar que os pontos no qual a expressao do
residuo € nula diferem-se para aplicagdo do método dos momentos e de Galerkin. Embora,
os pontos no qual a expressao de residuo se anula tanto para o balanco de massa e energia
sejam os mesmos, tal fato apenas ocorre por conseqiiéncia do conjunto de parametros

adotados no qual Pe,,=Pey,.

Abaixo sdao apresentados os pontos no qual a expressao de residuo ¢ nula para
aplicagdo do método dos momentos e do método de Galerkin considerando o mesmo

conjunto de parametros do caso anterior exceto, Pe,=4.Pex:
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Tabela 5.15: Valores onde a expressao de residuo ¢é nula.

Momentos Galerkin
X | Resy(x)=0 | Resg(x)=0 | Resy(x)=0 | Resg(x)=0

Xi 0.0012 0.0244 0.0905 0.0318
X2 0.0598 0.1226 0.2132 0.1442
X3 0.1830 0.2816 0.3692 0.2992
X4 0.3527 0.4781 0.5447 0.4810
Xs 0.5455 0.6816 0.7177 0.6678
X6 0.7328 0.8572 0.8652 0.8356
X7 0.8849 0.9709 0.9711 0.9629

Analisando os resultados apresentados na Tabela 5.15, onde Pe,,=4.Pe;, com todos
os demais valores de parametros idénticos ao do caso anterior, pode—se observar que os
pontos nos quais a expressdo de residuo de balango de massa e energia se anulam sdo
distintos tanto para aplicacdo dos métodos dos momentos quanto para aplicagdo do método
de Galerkin. Assim sendo, mais uma vez pode-se comprovar a adaptabilidade que a

metodologia apresenta em relagdo aos valores dos parametros que compdem o modelo.

Estado ndo estacionario e ndo isotérmico

As equagoes abaixo, descrevem o balango de massa e energia de um reagente de
uma reagdo quimica irreversivel e exotérmica, de ordem m, em um reator de leito fixo

operando em estado ndo estacionario.

oy(x,t)  Oy(x,t 1 &*y(x,t
y@t )+ y@x )_Pe . )éxz )+9%[x,y(x,t),l9(x,t)]:0 (5.20)

m

2
00(x,1) L 00(ut) | 1 G0N0 _ 5 gl (x,),60(x,0)] = 0
G o (5.21)

No dominio: O0<x<let>0

onde m[x,y(x,t)ﬁ(x,t)]=Da-[y(xaf)]m‘e"pP '[l' 1 ﬂ

0(x,t)

Sujeita as condigdes de contorno:

(5.20a)
ccl: - D

Pe Ox

m x=0

+y(et) L, =20)

(5.21a)
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~ L 90D ) = 6,(0)

Pe, x|, x=0
1 oy(x,t)
cc2: — D
el (5.20b)
L ooxnl (5.21b)
Pe, ox |

Tendo como condigdes iniciais:

y(xt),_, = yu(x) (5.20¢)
O(x.t),_,=0,,(x) (5.21c)
A aplicacdo da metodologia proposta ao problema, d4 origem a um sistema

algébrico-diferencial de equacdes constituido de 2n equagdes diferenciais e 4 equacdes

algébricas, definido pelo conjunto de equagdo abaixo:

d ) n+l
%Jrzcy(i,j) Y +R[x, ,6,]+
J=1
dy() n+l
~Vyi0) E + 21 Cy(o,_/) "yt SR[?Co’ Vo> 90] (5.22)
J=
dyVH-l S _
a vy(i,l) ’ 7 + Zl Cy(n+l,j) ’ yj + 9{[xn-*—l > Vit 0n+1] =0
j=
de n+l
Ttl + ZCH(i,j) ) ej -4 %[xi’yiﬁei]—l—
j=1
d@ n+l
~Vo(i0) {7;) + Zlca(o,_/) : '9_/ -4 ER[xO,yO, 0, ]}
j=
dH n+l
- vH(i,l) ’ |:T};+l + Z;CH()HI,]‘) ’ ej - ﬁ“ ’ 9{[xn+l’yn+1’ 0n+1]j| =0
=
1 n+l 1 n+l1
_P_em'jZOAO,j'yj—l_ynH_yb(t):O P_em';Aml,_/'y_/:O
L S°A, 040 6,(t)=0 LA .0.-0
_P_e;,.,zo 0,j j+ w —O\1)= P_eh._;) n+l,j YT
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onde R[x,,,.6,]=Da-[y,]" 'eXPP '(l'iﬂ

1 1
Cy(i,j) = {Au - Pe, 'Bw} CH(LJ) = [Ai,j - P_eh ’ Bm}

As matrizes de discretizacdo utilizadas para o caso transiente sdo idénticas as

utilizadas para o caso estacionario, definidas na Tabela 5.12.

A figura abaixo apresenta os principais resultados obtidos através da aplicagdo do
método de Galerkin, com 8 pontos internos de quadraturas, ao modelo do reator de leito
fixo transiente e ndo isotérmico, utilizando os pardmetros obtidos no livro do FINLAYSON

(1972): Da=3.36, m=2, Pe,, =2, Pe, =2, y=17.6, yp=0,=1 e A=0.056. Considerando a
situacdo de partida do reator, ou seja, yini=0 € 0i,=1.

[Py
(11331311018

Figura 5.18: (a) Y(x,t) e (b) 0(x,t) para reator de leito fixo, modelo transiente e nao

isotérmico.

111



040 1.020

035 1.018
1.018
030
1.014
n2s
1.012

020 1.010

Ymsanlt)
Tetameant)

015 1.008
1.008
010
1.004

1.002

000 1.000
an

an oz 04 06 Lk 1.0 0z 04 Ll =] 10

(@ (b)

Figura 5.19: Valor médio: (a) concentragao (b) temperatura no reator de leito fixo, modelo
transiente e ndo isotérmico.
Na figura abaixo ¢ apresentado o grafico da expressdo do residuo normalizado da

aproximacao, quando aplicado o método de Galerkin em diferentes tempos de integragao.

oo
ry =

o
(X
uwon

(@ (b)

Figura 5.20: Residuo normalizado para a equagdo de balango: (a) massa; (b) energia em

diferentes tempos para reator de leito fixo, modelo transiente € ndo isotérmico.

Os resultados obtidos pela aplicagdo da metodologia proposta mostraram-se
satisfatorios para aplicacdo de 8 pontos de internos de quadraturas, Figuras 5.18. Pequenas
oscilagdes foram observadas nos instantes iniciais de integragdo, que ocorre devido ao fato
dos perfis iniciais do problema dificilmente serem bem aproximados por funcdes

polinomiais. Estas oscilacdes podem ser sanadas pelo aumento do nimero de pontos de
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quadraturas ou pode-se utilizar o valor médio da variavel, como apresentado na Figura

5.19, onde ¢ possivel constatar que as oscilagdes iniciais nao comprometem o perfil gerado.

Analisando a Figura 5.20 pode-se observar que os pontos nos quais a expressao de
residuo do balango de massa e energia se anulam sdo modificados para valores diferentes
de tempo. Embora, estes graficos sejam somente apresentados para o método de Galerkin a
mesma adaptabilidade foi observada quando o método dos momentos foi aplicado ao

problema.
5.3 Conclusoes do capitulo

A aplicagdo do procedimento proposto aos exemplos selecionados da literatura

permitiu a avaliacdo da metodologia e do codigo computacional desenvolvido.

Para todos os exemplos testados a metodologia e o codigo computacional
apresentaram uma atuacdo satisfatoria. As imprecisdes ocorridas ndo comprometem a
metodologia desenvolvida, tdo pouco o codigo computacional, uma vez que tais
imprecisdes sdo caracteristicas das técnicas que aplicam aproximacdes de carater global e

podem ser minimizadas com o aumento do nimero de pontos de quadraturas.

Os pontos no qual a expressdo de residuo se anula mudam com valores dos
parametros do modelo bem como, apresentam valores diferentes para a expressao do
balango de massa e energia. Esta caracteristica d4 ao cddigo desenvolvido uma capacidade
adaptativa que ndo ¢ apresentada pelo MCO em sua forma tradicional, no qual os pontos
onde a expressao de residuo se anula s3o os mesmos tanto para a expressao de balanco de
massa quanto de energia e ndo apresentam variagdo alguma perante alteracdes dos valores

de parametros que compdem o modelo.

No caso de modelos descritos por EDPs foi observado, que os pontos nos quais a
expressdo de residuo se anula mudam para valores diferentes da varidvel no qual a
aproximacao nao foi aplicada. Como demonstrado para diferentes tempos, no modelo de

reator de leito fixo e para diferentes posi¢des axiais no modelo do reator tubular.

Os célculos do residuo médio quadratico e do residuo da aproximagao polinomial

interpolado constituem ferramentas de grande importancia, que torna possivel ao usudrio,
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de forma extremamente simples, avaliar e at¢ mesmo quantificar o erro associado a solucao

numérica do problema.

A utilizacdo da DASSL na resolugcdo do sistema discretizado permite trabalhar
diretamente com o sistema gerado pelo procedimento de discretizagdo dispensando

manipulagdo das equagdes, tornando o procedimento mais rapido, sistematico e preciso.

O novo procedimento de quadratura de Gauss-Lobatto desenvolvido foi capaz de
calcular exatamente a integral de grau 2n+2 referente ao computo do n’ésimo residuo
ponderado quando aplicado o método de Galerkin ao reator de leito fixo isotérmico com
reacdo de primeira ordem, possibilitando que a metodologia desenvolvida fosse capaz de

reproduzir exatamente o método de Galerkin para este caso.

A possibilidade de aplicar o método dos momentos, Galerkin e colocacdo
ortogonal em um unico programa sem a necessidade de redefinir a expressdo do residuo
permite ao usudrio estudar a aplicagdo dos trés método de forma simples, rapida e objetiva.
Uma vez que todo o procedimento de calculo da matriz de discretizacdo do sistema, que
caracteriza o MRP empregado, ¢ feito de forma automatica, sendo ao usudrio necessario

apenas informar a ponderacao utilizada pelo método Galerkin.
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CAPITULO 6

Conclusoées e perspectivas futuras

6.1 Conclusoes

A obten¢do de um modelo matematico capaz de reproduzir adequadamente uma
determinada operacdo ou processo ¢ de grande importancia, nas mais diferentes areas da
ciéncia, pois possibilita o estudo e a andlise do processo, permitindo que condigdes
operacionais mais satisfatorias sejam encontradas com custo bem mais reduzido do que
estudos realizados experimentalmente. Entretanto, todo o esfor¢o desprendido na confeccao
do modelo de nada valera se sua resolucdo nao puder ser obtida. Como para grande maioria
dos modelos ndo € possivel a obtencdo de uma solugdo analitica, ¢ de fundamental
importancia a aplicacdo de um procedimento numérico que seja capaz de solucionar o

modelo de forma rapida e precisa, sendo de fécil entendimento e aplicagao.

A aplicagdo do MRP na resolugdo de modelos descritos por EDPs e EDOVC ¢
amplamente estudada e aplicada na literatura, tendo como seus métodos mais aplicados e
referenciados o método dos momentos, o método de Galerkin, o método da colocagao

ortogonal e o método de minimos quadrados.

Geralmente a aplicacio do MRP tem como aspecto positivo a necessidade de
poucos pontos de discretizacao, que torna o procedimento de obtengao da solugcdo numérica
mais rapida quando comparado as demais metodologias aplicadas pela literatura. Tais
como: o método das diferencas finitas, o método dos elementos finitos € o métodos dos
volumes finitos. Embora, a obtencdo do sistema discretizado envolva procedimentos
complexos e trabalhosos que em muitos casos desestimulam a aplicacao desta metodologia
por parte do usudrio, uma vez o procedimento sistematizado, a metodologia pode ser

aplicada a diferentes tipos de problemas.
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Durante a etapa de revisdo bibliografica, pode-se constatar que a grande maioria
dos trabalhos relacionados ao MRP utilizam o MCO, que sem davida alguma ¢ o método
que apresenta maior simplicidade de aplicacdo, uma vez que dispensa o calculo de
integrais, restringindo-se apenas a anular a expressdo do residuo em pontos pré-

selecionados do dominio do problema.

Embora o MCO seja amplamente aplicado na resolugdo de inimeros modelos
constituidos por EDPs e EDOVC encontrados na literatura, nenhum critério sistematico
para escolha do polindmio ortogonal adequado a sua aplicagdo, foi encontrado. A maioria
dos trabalhos se restringem a utilizacdo do polindmio de Jacobi com os pardmetros o ¢ 3

selecionados sem uma analise mais rigorosa da estrutura caracteristica do sistema.

Neste trabalho foi demonstrado que a aplicacdo do MCO, utilizando como pontos
de colocacdo as raizes do polindmio de Jacobi, para resolucdo do modelo de difusdo em
particula de catalisador e do modelo de reator de leito fixo considerando operacdo
isotérmica e reagdo de primeira ordem € incapaz de reproduzir o método dos momentos e
de Galerkin. Tal aspecto contribuiu a favor da metodologia proposta, uma vez que o
procedimento desenvolvido foi capaz de reproduzir ambos os MRP de forma bem simples,
bastando apenas identificar as raizes do polindmio de Jacobi e seus correspondentes pesos
das quadraturas sem a necessidade de toda manipulacdo matematica e esforco

computacional necessario a obteng¢ao do polindmio ortogonal especifico.

A contribui¢do mais importante deste trabalho foi o critério de selecao de
polindmio ortogonal desenvolvido para aplicacdo a problemas com condi¢do de simetria e
problemas sem condi¢do de simetria, permitindo utilizar os mesmos pontos internos de
quadratura tanto para o método de Galerkin como para o método dos momentos, a
especificidade de cada método surge apenas no céalculo das matrizes de discretizagdo do
sistema. Desta forma o usudrio ¢ dispensado da escolha do polindmio ortogonal a ser
utilizado, que até entdo vem sendo apresentado como o maior desafio para aplicagdo do

MRP.

Um novo cddigo computacional foi desenvolvido permitindo integrar o trés MRP:
momentos, Galerkin e colocagdo ortogonal sem a necessidade de redefinir a expressao de

residuo. Este novo codigo possibilita que o usuario estude a aplicacdo dos trés métodos de
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forma simples, rapida e objetiva, uma vez que todo o procedimento de calculo da matriz
que caracteriza o MRP empregado ¢ feita de forma automatica, sendo necessario ao usuario
apenas informar a ponderagdo utilizada pelo método Galerkin. Tal integracdo so se tornou
possivel gracas ao aprimoramento realizado na formula tradicional de quadraturas que
permitiu expressar os residuos nos pontos internos em fungdo dos residuos nos contornos.
Esta nova abordagem repotencializou o método da aproximacgao polinomial usual, ja que a
estrutura das equagdes discretizadas resultantes ¢ bastante semelhante as equacdes
resultantes da aplicacdo da forma classica do MCO, fundamentado, entretanto em critérios
rigorosos de ponderacao dos residuos. Apos a aplicagdo do procedimento de discretizagdo,
o procedimento de resolugdo do sistema algébrico ou sistema algébrico-diferencial

resultante, conforme o caso passa a ser o mesmo para os dois métodos.

A integra¢do direta do sistema de EADs geradas pela aplicacdo da metodologia de
discretizacdo, a problemas constituidos por EDPs s6 foi possivel gracas a existéncia de
pacotes computacionais, tipo DASSL, que permitem integrar diretamente este tipo de
sistema. Sendo portando desnecessarias qualquer manipulagdo nas equacdes algébricas que

constituem o sistema, tornando o procedimento mais pratico e preciso.

O codigo computacional desenvolvido tornou o procedimento proposto o mais
sistematico possivel de forma que o usuario apenas precise inserir no codigo informagdes
de natureza especificas do problema. A divisdio do codigo desta forma auxilia a
programacao das rotinas e evita alteragdes desnecessarias no programa, evitando que erros

cometidos por parte do usudrio comprometam o procedimento de discretizagao.

A caracteristica adaptativa apresentada pela metodologia desenvolvida pode ser
evidenciada pela andlise das expressoes de residuo, uma vez que os pontos nos quais tais
expressoes sao nulas variam com mudangas nos valores dos pardmetros que compdem 0s
modelos e para valores diferentes da varidvel independente no qual a técnica de
aproximacao nao ¢ aplicada. Também foi observado, que estes pontos ndo sdo 0os mesmos
para o residuo do balanco de massa e de energia. Esta capacidade adaptativa apresentada
pelo novo procedimento ndo ¢ observada pelo MCO em sua forma tradicional, no qual os

pontos onde a expressdo de residuo se anula sdo mantidos fixos tanto para a expressao de
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balango de massa quanto de energia e ndo apresentam variagcdo alguma perante alteragdes

dos valores de parametros que compdem o modelo.

Os arquivos de saida do codigo computacional constituem uma poderosa
ferramenta para avaliacdo da solugdo numérica obtida. O cdalculo do residuo médio
quadratico e do residuo da aproximagdo polinomial interpolado torna possivel ao usudrio,
de forma extremamente simples, avaliar e at¢ mesmo quantificar o erro associado a solugao
numérica do problema. O formato com que os arquivos sdo gerados permite que estes
sejam abertos em qualquer programa estatistico possibilitando a confec¢do de graficos ou

tratamentos estatisticos dos mesmos.

A aplicagdo da metodologia aos exemplos selecionados da literatura permitiu a
avaliacdo tanto da metodologia como do codigo desenvolvido. Os resultados obtidos foram
satisfatorios, as imprecisdes numéricas obtidas decorrem da propria inadequagdo da

aproximacao polinomial ao problema e ndo da metodologia ou do cddigo desenvolvido.

Um dos aspectos mais importantes observados foi a capacidade apresentada pela
metodologia desenvolvida em reproduzir o método dos momentos ¢ método de Galerkin

para problemas lineares.
6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

A seguir serd apresentada uma lista contendo sugestdes para trabalhos futuros:

e Aprimoramentos na estrutura do codigo computacional, visando tornar o

procedimento ainda mais sistematico.

e Aplicagdo da metodologia desenvolvida neste trabalho para elementos

finitos fixos e posterior aplicagdo em elementos moveis.

e C(Criacdo de critérios para sele¢do e distribui¢do destes elementos ao longo

do dominio do problema.

e Elaboragdo de novos critérios que sejam capazes de checar a convergéncia

do método e avaliar a precisdo e acuracia da solu¢ao numérica obtida.
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Elaboracdo de uma funcio que seja capaz de controlar em conjunto o erro

do processo de discretizagdo espacial e o erro da integragdo via DASSL.

Sistematizar a selecdo da funcdo peso da quadratura em fun¢do da

caracteristica do problema no qual o metodologia serd aplicada.

119



APENDICE 1

Nova técnica de quadratura de Gauss-Lobatto desenvolvida

A equacdo abaixo expressa o computo da integral através da quadratura de Gauss-
Lobatto do n’ésimo residuo ponderado da aproximagao, para o modelo do reator de leito fixo

considerando operagdo isotérmica e reagdo de primeira ordem aplicando o método da Galerkin.

x=l1 n+l
RT“@%:ﬂpwfmmﬂRW%waugiyﬁﬁ—%Yxfk&Eo A1.01
x=0 i=0

(n+1) 2 (nt1)
Onde Ri — R(!‘Hrl) (xl,y) — dy (x) _ L . d y 5 (x) + Da . y(n+1) (x)
dx Pe dx

n+l1

Y@=y (0= 2,x)-y,

onde Z i (X): polindmio em x de grau n+1, tal que:

1 parai=j . )
?, (x,)=04, ;= .~ [fungdo & de Krénecker]; y; =y"™(x;)e
’ 0 parai#]

O=x,<x<x,<--x,<x,, =1
: ~ 2 - , A s
Como o integrando da expressao, (1 - x) X" R"(x,y) é um polindmio em x de

grau 2n+2 nao € possivel computar exatamente a integral pela aplicagdo direta do procedimento

tradicional de quadratura de Gauss-Lobatto.

Da expressao geral da quadratura de Gauss-Lobatto tem-se que:

Xff(x)-dx=§Hj-f(x_,»)+(1 ATON o) o] AL02

m+2) At

2n+2 x=1
No qual o termo (2 : 2) . ddﬁn];(t) : J‘x-(x—l)- [pf,l’”(x)]2 ¢ o erro associado ao
n+2)

= x=0

computo da integral f (x) através da técnica de quadratura de Gauss-Lobatto.
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n+l

Identificando o coeficiente de x**** da expressio (1 - x)2 X" R"V(x,y) como: Z—’
=0 &;

onde a _ o) para j=0,1,---,n,(n+1)

dx

Xj

pnodal(x) = (x—x0)~(x—xl)---.(x—xn)-(x—xnﬂ)= x'(x_l)'pr(tl,l)(x)
sendo 0 < x| <X, <---X, <1 asnraizes de PI(II’I)(X), Xo=0 , Xp+1=1
E possivel representar o integrando da Equagdo A.01 pela expressdo:
) n+l R
(l—x) .xn—l ~R(”+”(x,y) — z_j .x2~n+2 T
=0 &;
Permitindo identificar:

1 42 [(1 X)L ROy, y)] _ {nzﬂﬁ]

(2n+2) x> S a,

Que substituido na expressao do erro definida pela Equagao A1.02 resulta em:

x=1 n+l

R"V(y)= j(l—x)2 xR (x,y)-dx=Y H, .(1—xj)2 xR+

A1.03

Al1.04

=0 J=0 A1.05

(SR Tt ol

Jj=0 & x=0

x=1

onde Ix~(l—x). [p(l,l)(x)]2 cdx=C ”'[(” +1)!]2 (n +2)!

Al1.06

) " " (2n+2)(2-n+3)
Permitindo escrever:
n+l n+l R
R ()= H (1-x) x"-R"V(x,0)+| D =L |-Cl" =0
i=0 J=0 =
Como:
(I-x,) -x;"' =0
(1 - xn+1 )2 : x;ttll = 0
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Chega-se finalmente a expressdao que permite computar exatamente através da técnica

de quadratura de Gauss-Lobatto a expressao de grau 2n+2 definida pela Equacdao A1.01:

e 3 T
RyV©=—=t—Ry+ | Hl=x f x =2 . R, - iRy, =0

J=1 aj a,, A1.09
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APENDICE 2

Visando verificar a equivaléncia de metodologia proposta no CAPITULO 3 com a
forma classica do método da colocagdo ortogonal, desde que o polindmio ortogonal
corresponda a forma integral do residuo ponderado, sera detalhado a seguir o procedimento
de geragdo do polindmio ortogonal de dois exemplos teste apresentados no CAPITULO 3.
As raizes dos polindmios gerados serdo confrontadas com os pontos em que os residuos das
aproximagdes polinomiais se anulam, comprovando assim se forem idénticos que os dois

procedimentos sdo absolutamente equivalentes.

A2.1 Difusao com reacdo de primeira ordem em particula de catalisador
conduzida de forma isotérmica. Modelo estacionario e método de

Galerkin.

Equacio diferencial correspondente (ja em termos da variavel u=x?):

u 2 —pPy (”) =0

du 2 d (A2.01)
No dominio 0<u <1

Sujeita as condi¢des de contorno:
dy_(u) — FINITA (A2.02a)
du |,
dy\u
q- d( ) yu) =1 (A2.02b)
u u=l

Devido a linearidade da equagdo, o residuo de uma aproximacao polinomial de

grau n em u de y, representada na forma: y(”)(u) = Zc ; -u’ , pode ser representada por:
J=0
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' (A2.03)
onde pn(u)=(u" +Za(l, u’ ] seria 0 polindmio ortogonal correspondente e

F( p) seria uma constante dependente do parametro p do problema.

No CAPITULO 3 mostrou-se que o j’ésimo peso do residuo correspondente ao
método de Galerkin €: @ (u ): u’ —1- g - j,assim o ésimo residuo ponderado do

problema é:

s—1

u? (W ~1-g-j) p,()-du=0 OU

t—)._.

1 s-1
R ) =2 [ <10 ROG)-d {2 )
u=0

seja, anular o j’ésimo residuo ponderado do problema ¢é equivalente a anular:

1

1 os-1 Los-1
fzu—qu)pn( =I2- —l-gjlutdu+

s—1

(A2.04)

n—1 1 s-1

+2 J.u%.(uf _l—(]-j)-ui 'd”]a[ =0 paraj=1-n
=0 | u=0

Resultando em um sistema linear de dimensdo n cujas incognitas sao o0s
coeficientes ay, ay, ..... ,a,.;. Determinados estes coeficientes as raizes de p,(u) sdo entdo
determinadas por meio de procedimento numérico adequado. Note que estas raizes ¢ que
seriam os pontos de colocagdo do problema que correspondem exatamente ao método de
Galerkin, estes polindmios sdo plotados para diferentes valores do parametro ¢ do problema
na Figura A2.01(a). Na Figura A2.01(b), para o valor do parametro ¢g=1 (correspondendo
ao Sh=1), s=1 e com n =4, o polindmio gerado ¢ confrontado com o valor o perfil do
residuo resultante da aplicagdo da metodologia descrita no CAPITULO 3 considerando os
mesmos valores de ¢ e n, verificando-se que ambas as fungdes sdo idénticas, demonstrando

a equivaléncia dos procedimentos.
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06

(@) (b)

Figura A2.01: (a) novo polindmio ortogonal normalizado para diferentes valores de
parametro q; (b) novo polindmio ortogonal normalizado e expressao de residuo

normalizada para o método de Galerkin.

Trés outros aspectos devem ser mencionados: (i) o polinomio p,(u) independe do
valor do parametro p, deste modo os pontos de colocacdo ndo se movem com a variagdo de
p, apenas a amplitude do residuo ¢ que se modifica ao longo de u [apesar de sempre se
manter nulo nas raizes de p,(1)]; (ii) no caso transiente o polindmio p,(u) é o mesmo,
indicando assim que os pontos de colocacao ndo se movem com o tempo; (iii) o polindmio
gerado sO sera um polindmio de Jacobi quando o parametro ¢ for nulo (condicdo de
contorno 2 : condi¢do de Dirichlet), sendo neste caso o polindmio de Jacobi de grau n com
a =1 e P=(s-1)2. Apenas nesta situagdo ¢ que o método da colocagdo ortogonal em sua

forma convencional se assemelha ao método de Galerkin.

A2.2 Modelo do reator de leito fixo com dispersiao axial com reacio
irreversivel de primeira ordem conduzida de forma isotérmica. Modelo

estacionario e métodos dos momentos e de Galerkin.

Equacao diferencial correspondente:

dy(x) g4 *y(x)
dx dx’

+p-y(x)=0
(A2.05)
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No dominio 0 < x <1

Sujeita as condi¢des de contorno tipo Danckwerts:

g .dz_ix) rylx) =1 (A2.06a)
x=0
dy(x)
—g- 22—
| (A2.06b)

Devido a natureza linear da equagdo (A2.05) e das condi¢des de contorno (A2.06)

y(x)
vx),,

¢ possivel reescrever o problema em termos de uma nova variavel: z(x)=

resultando em:

dz(x) dzz(x) ( ): 0

-q- —+p-zlx
d d (A2.07)
No dominio 0 < x <1
Sujeita as condigdes finais:
z(x) =1 (A2.08a)
dz(x) _0
dx | (A2.08b)

A variavel original é resgatada ao final através da expressio: y(x)= y(x)x:1 -z(x)

calculando-se y(x)xzo pela condigdo de contorno A2.06a, assim:

+z(x) (A2.09)

Em termos da nova variavel z(x) propde-se a seguinte aproximacao polinomial de

grau n+1 em x, ja satisfazendo as 2 condigdes finais (A2.08):
2N (x)=1+>a, - (x-1)" (A2.10)
j=1
Resultando na expressao do residuo:
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dZ("+1)(x) . dzz("+21)(x) +p- Z(n+1)
dx dx

(A2.11)

Diferenciando 2 vezes a expressao (A2.10), substituindo as expressoes resultantes

em (A2.11) e coletando os termos de mesma poténcia em (x-/) resulta:
R"Y(x,a)=p-a,-(x=1)" +[p-a,, +(n+1)-a,]- (x-1) +

+Z[p a +(i+1)-a,=q-(j+2)-(+1)-ap [ (c=1) +[2:4,~6-¢-a,]- (x=1)+ (A2.12)
+[p 2:q-a]

A expressao acima pode ser reescrita na forma:
n+l

R"( Zb x—1f (A2.13)

Igualando os coeficientes de (A2.12) e (A2.13), resulta no sistema linear:
by=p-2-q-q,
b=2-a-6-q-a,
bj =p-a;, +(j+1)‘aj —q~(j+2)‘(j+1)~aj+1 para j=2,---,n—1

b,=p-a, +(n+l)a, (A2.14)
bn+l = p : an
O j’¢ésimo residuo ponderado ¢ dado por:
x=l n+l
n+1 J‘w n+1 ) dx = J' (x)'zbi'(X—l)i-dxz
- h (A2.15)

= i(jla) dxj b,

i=0 \ x=0

sendo:

Método dos Momentos Método de Galerkin
a)j(x):xj"1 (l—x)z—(1+2-q) para j =1
para j=1,---,n a)j(x): x-(1-x) +¢q paraj=2

X (1-x)’ paraj=3,---,n
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x=1
Adotando: M, = J.a)j (x)-(x—1) -dx e anulando os n residuos ponderados, isto é:
x=0

R (h) = P A T .
R} (b)— 0 para j=1,---,n, tém-se as n equagdes lineares:

n+l

ZMj,i-bizo para j=1,---,n (A2.16)

i=0

As n equagdes lineares acima se associam as n+2 equagdes descritas em A2.14
resultando em um sistema linear de dimensao 2n+2 cujas incognitas sdo os n coeficientes g;
(j =1,....n) e os n+2 coeficientes b; (j =0, 1,....n+1). Determinados os coeficientes b; as n+1
raizes de R"*)(x,b) sdo entdo determinadas por meio de procedimento numérico
adequado, note que os n pontos de colocacdo do problema sdo apenas as raizes de
R(”“)(x,b) entre 0 e 1. Note que estas raizes ¢ que seriam os pontos de colocacdo do
problema que correspondem exatamente ao método de residuo ponderado considerado.
Para os dois MRP considerados as curvas de R(””)(x,b) versus x sao apresentadas, para

diferentes valores dos parametros p e ¢, na Figura A2.02. Analisando esta Figura verifica-se

que os pontos de colocagdo se deslocam com a variagdo de ambos os parametros p € g.

X
oooo

(a) (b)

Figura A2.02: Novo polinomio ortogonal normalizado para o método: (a) momentos (b)

Galerkin considerando diferentes valores de parametros q € p.

Na Figura A2.03, para o valor dos parametros g=0.1 e p=2 (correspondendo ao

Pe=1 e Da=2), com n =4, o polindmio gerado para aplicacdo do método dos momentos e do
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método de Galerkin é confrontado com o valor do perfil do residuo resultante da aplicacao
da metodologia descrita no CAPITULO 3 considerando os mesmos valores de p ¢ ¢ e n,
verificando-se que para aplicacdo dos dois métodos ambas as fungdes sdo idénticas,

demonstrando a equivaléncia dos procedimentos.

0 } 1" I I

0} .: 0.8 |

— Resiguo Galerkan

(a) (b)

Figura A2.03: Novo polindmio ortogonal normalizado e expressao de residuo normalizada

para aplicacao do método: (a) momentos (b) Galerkin.

Os resultados apresentados no CAPITULO 5 indicam que na situagdo ndo
estaciondria os pontos de colocacdo do sistema em questdo se movem com tempo. Deste
modo, a aplicagdo de procedimento andlogo ao apresentado neste Anexo, para resgatar a
forma polinomial do residuo da equacdo de balango de massa do problema, ¢ na situagdo
ndo estacionaria bastante trabalhosa, pois os coeficientes da aproximacao polinomial de y
variam com o tempo e para o calculo do residuo seria necessario calcular também as
derivadas temporais destes coeficientes. O sistema resultante da aplicacdo do procedimento
¢ neste caso um sistema algébrico-diferencial de dimensdo 2n+2, no qual as variaveis
diferenciais seriam os n coeficientes da aproximagao de grau n+1 de y(x,?) segundo:
yen)=y, )+ [1=2F ~(42-0)} 0, (0)+ b (1= + g0, (0)+

+(1=x) > a,(t)-x (A2.17)

P=
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APENDICE 3
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A3.1. Aspectos Gerais.

O codigo computacional descrito neste manual tem por finalidade a resolucdo de
sistemas de equagdes diferenciais parciais bidimensionais (EDPs) e equagdes diferenciais
ordinarias com valores no contorno (EDOVC). A metodologia aplicada segue os principios
basicos de aplicagdo dos métodos de residuos ponderados (MRP), utilizando como critério
de ponderagdo: momentos, Galerkin e colocagdo ortogonal. O aspecto mais importante
deste novo codigo e que, quando aplicado o método de momentos ou de Galerkin ndo ¢
necessario ao usudrio informar o polindmio ortogonal a ser utilizado, o programa faz o
calculo do polindmio ortogonal adequado seguindo uma metodologia previamente
estabelecida. A integracdo dos residuos médios ponderados ¢ realizada através da aplicacao
de um novo procedimento de quadratura de Gauss- Lobatto que ¢ capaz de computar
exatamente integrais de fung¢des polinomiais de até grau 2n+2. O pacote permite integras os
trés MRP de forma simples rapida e eficiente sem que haja a necessidade de qualquer

alteragdo na expressao de residuo.

O codigo computacional foi desenvolvido na linguagem de programacdo Fortran
90. Todas as rotinas de programac¢do que compdem o cddigo encontram-se dividas em
rotinas de uso global e rotinas de uso especifico. Cabe ao usudrio apenas a programacgao das
rotinas classificadas como especificas, segundo a estrutura recomendada no Tépico A3.3
deste manual. Uma descri¢ao detalhada de todas estas rotinas que compdem o pacote sera

apresentada nos topicos seguintes.

A3.2 Detalhamento do codigo

Neste topico serao descritas todas as principais rotinas que compdem o cdodigo

computacional

A3.2.1 Rotinas globais

As rotinas globais constituem a parte do programa especifica do procedimento de
discretizacdo, sendo seu uso comum a todos os tipos de problemas, diferindo apenas para
problemas com simetria e para problemas sem simetria. Nao ¢ recomendada alteracdes por

parte do usuario neste conjunto de rotinas.
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A3.2.1.1 Sub-Rotinas Globais.

Neste arquivo estdo definidas todas as rotinas fundamentais para aplicacdo da
metodologia que independem das caracteristicas especificas do problema. Sendo compostas

pelas seguintes rotinas e fungdes:

Pjac(.- - .): gera o polindmio de Jacobi.

Raizes(. . .): calcula as raizes do polindomio de Jacobi.
Matriz_AB(. . .): gera as matrizes de aproximagoes das derivadas.
Pesos(. . .): calcula os pesos das quadraturas correspondentes.

Matriz_V_Momentos(..): calcula a matriz V de discretizagdo do

sistema quando aplicado o método dos momentos.

Jacobiana_numerica(. . .): calcula a matriz jacobina numérica do
sistema para os caso de EDOVC. Em caso de EDPs esta rotina ¢

calculada no proprio codigo da DASSL.

Newton_Raphson(...): “Solver” para o sistema algébrico de

equacdes obtido pela aplicagdo da metodologia a EDOVC..

Var_inter(...): calcula o valor da variavel dependente para
qualquer ponto do dominio do problema através da interpolagdo

polinomial de Lagrange.

Resposta(...): imprime no arquivo “.dat” correspondente o valor

da variavel dependente nos pontos de quadraturas.

Quad_Res(. . .): calcula e imprime no arquivo “.dat” correspondente

o valor médio do quadrado do residuo.

Interpolacao(...): imprime no arquivo “.dat” correspondente os
valores interpolados da variavel dependente e do residuo da aproximagao
para todo dominio do problema, aplicando a interpolagdo polinomial de

Lagrange.

Val_med(...): calcula ¢ Imprime no arquivo “.dat” correspondente
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o valor médio da variavel dependente.

Figura A3.1: Conjunto de arquivos que compdem a rotina “Subrotinas Globais.f90”.

Nao ¢ recomendado qualquer tipo de alteragdo por parte do usudrio nas sub-rotinas

que compdem este modulo.

A3.2.1.2 Variaveis Globais.

Nesta rotina estdo definidas todas as varidveis de uso global do cédigo, segundo a

estrutura:

Inicio da Rotina Variaveis _Globais
<Nome da variavel> <Tipo da variavel>

Fim da Rotina Variaveis _Globais

Figura A3.2: Estrutura para defini¢ao de variaveis na rotina “Variaveis globais.f90”

A3.2.2 Rotinas Especificas

As rotinas especificas constituem a parte do programa caracteristica do problema a
ser resolvido, tal como a estrutura do conjunto de equagdes ¢ a declaracdo dos parametros
do problema. Cabe ao usudrio definir as variaveis especificas do problema bem como

programar a rotinas necessarias, segundo a estrutura definida e detalhada no Tépico A3.3.

A3.2.2.1 Sub-Rotinas Especificas.

Neste arquivo estdo definidas todas as rotinas fundamentais para aplicagao da
metodologia que dependem das caracteristicas especificas do problema. Sendo compostas

pelas seguintes rotinas e fungdes:

informacoes_especificas(. . .): captura do arquivo de entrada

“Especificas.dat” os valores dos parametros do problema.

Matriz_V_Galerkin(..): calcula a matriz V de discretizagdo do

sistema quando aplicado o método de Galerkin.

res(...): sub-rotina onde ¢ definida a expressdo de residuo da
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aproximacao.
jJac(. . .): defini¢do da matriz jacobina analitica do sistema
Res_inter(...): calcula o residuo interpolado da aproximag¢ao para

qualquer ponto do dominio do problema através da aproximacao

polinomial de Lagrange.

Res_Pond(. . .): calcula ¢ imprime no arquivo “.dat” correspondente

os residuos médios ponderados para os método dos momentos ¢ de

Galerkin.

Figura A3.3: Conjunto de arquivos que compdem a rotina “Subrotinas _Especificas.f90" .

Nao ¢ recomendado qualquer tipo de alteragdo por parte do usudrio nas sub-rotinas

que compdem este modulo.

A3.2.2.2 Variaveis Especificas.

Nesta rotina estdo definidas todas as varidveis de uso especifico do codigo,

segundo a estrutura:

Inicio da Rotina Variaveis_Especificas
<Nome da variavel> <Tipo da variavel>

Fim da Rotina Variaveis _Especifica

’

Figura A3.4: Estrutura para defini¢do de variaveis na rotina “Variaveis Especificas.f90

A3.2.3 Sub-Rotinas Externas.

Nesta rotina devem se carregada todas as bibliotecas externas utilizadas pelo

programa, bem como a declaragdo das variaveis utilizadas por estas bibliotecas.

Inicio da Rotina Subrotinas Externas
<Chamada das bibliotecas utilizadas>

IDeclaracao de variaveis utilizadas pelas

bibliotecas
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<Nome da variavel> <Tipo da variavel>

Fim da Rotina Subrotinas_Externas

Figura A3.5: Estrutura para definicdo de variaveis na rotina “Externas.f90”

A3.2.4 Arquivos de entrada de dados

O codigo apresenta dois arquivos de entradas de dados. Um para as varidveis

inerentes a aplicagdo da metodologia e outro referente a informacdo dos valores das

variaveis especificas do modelo.

A3.2.4.1 Globais.

Neste arquivo, “Globais.dat”, sdo informadas todos os dados especificos da
aplicacdo da metodologia, segunda a estrutura definida abaixo para problemas com simetria

e para problemas sem simetria:

6 Numero de pontos de colocacao

2 Metodo escolhido (O=colocacao; 1=Momentos; 2=Galerkin)
0 Tempo inicial da integracao

1 Tempo final da integracao

400 Numero de pontos para integracao pela DASSL

1.0d-10 Tolerancia relativa definida na DASSL

1.0d-10 Tolerancia absoluta definida na DASSL

Figura A3.6: Estrutura do arquivo “Gerais.dat ’para aplicacdo em EDPs.

Numero de pontos de colocacao

3

2 Metodo escolhido (O=colocacao; 1=Momentos; 2=Galerkin)
1 Calculo da jacobiana (0O=Numerico, 1=Analitico)

1

.0d-8 Tolerancia para o metodo de Newton-Raphson

Figura A3.7: Estrutura do arquivo “Gerais.dat” para aplicagdo em EDOVC.

A3.2.4.2 Especificos.

Neste arquivo, “Especificos.dat”, sdo informadas todos os valores das varidveis

especificas do problema, segunda a estrutura definida abaixo:

<Valor da variavel> <identificacdo(opcional) do parametro>
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Figura A3.8: Estrutura do arquivo “Especificas.dat.

E recomendando ao usudrio que ap6s definir o valor do parametro informe o nome
da variavel para facilitar sua identificacdo. Os valores devem ser informados um por linha

seguindo a ordem de captura definida na rotina informacoes_especificas(...).
A3.2.5 Arquivos de saida de dados

Sao gerados seis arquivos de saida de dados quando a metodologia ¢ aplicada a
EDPs e trés arquivos de saida de dados quando a metodologia ¢ aplicada a EDOVC. Todos
os arquivos sdo gerados em formato datf, podendo ser facilmente exportados para
programas estatisticos como ORIGIN, EXCEL e STATISTICA para anélise e confeccdes

de graficos.

A3.2.5.1 Para EDOVC.

A aplicac¢do da metodologia a EDOVC gera os seguintes arquivos de saida:

Relatodrio.dat: informa o valor da variavel dependente do problema
nos pontos de quadraturas, o valor do residuo médio quadratico e o valor

dos residuos ponderados.

Variavel interpolada: valor da variavel dependente ao longo do
dominio do problema obtida por interpolagdo de Lagrange. A primeira
coluna refere-se ao valor da varidvel independente e a segunda coluna ao

valor da variavel dependente. Ex: x — y(X)

Residuo interpolado: valor do Residuo da aproximagdo ao longo
do dominio do problema obtido por interpolacdo de Lagrange. A primeira
coluna refere-se ao valor da variavel independente e a segunda coluna ao

valor da expressao do residuo. Ex: x — Res(x)

Figura A3.9: Arquivos de saida para EDOVC
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A3.2.5.2 Para EDPs

A aplicacdo da metodologia a EDPs gera os seguintes arquivos de saida:

Resposta: valor da varidvel dependente do problema nos pontos de

quadraturas para todos os valores da variavel de integragao.

Variavel interpolada: valor da variavel dependente ao longo do
dominio do problema obtida por interpolacdo de Lagrange. A primeira
coluna refere-se ao valor da varidvel no qual o procedimento de
discretizagdao nao foi aplicado, a segunda coluna ao valor da variavel no
qual a discretizacdo foi aplicada e a terceira coluna o valor da varidvel

dependente. Ex: t — x — y(x,t)

Residuo interpolado: valor do Residuo da aproximagdo ao longo
do dominio do problema obtido por interpolacdo de Lagrange. A primeira
coluna refere-se ao valor da varidvel no qual o procedimento de
discretizacdo nao foi aplicado, a segunda coluna ao valor da variavel para
qual a discretizagdo foi aplicada e a terceira coluna o valor da expressao

do residuo. Ex: t — x — Res(x,t)

Valor médio da variavel: valor médio da variavel ao longo do
dominio do problema. A primeira coluna refere-se ao valor da variavel

independente e a segunda coluna ao valor médio da varidvel. Ex: t — J(t).

Residuo médio quadratico: valor do residuo médio quadratico
ao longo do dominio do problema. A primeira coluna refere-se ao valor
da variavel independente e a segunda coluna ao valor do residuo médio

quadratico. Ex: t — Resmed Quad(X)-

Residuo ponderado: calculo dos Residuos médios ponderados para
momento e Galerkin. A primeira elemento da coluna (i,1) ¢ o valor da
variavel independentes os demais elementos (i,2) a (i, n) referem-se ao

valor dos residuos ponderados. Ex: t — Res(x;) — Res(xz) — ... — Res(xy)

Figura A3.10: Arquivos de saida para EDPs
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A3.2.6 DASSL

A aplicagdo da metodologia desenvolvida a problemas constituidos por EDPs gera
um sistema algébrico-diferencial de equacdes. Torna-se entdo necessaria a utilizagdo de um
pacote computacional que seja capaz de integrar diretamente este sistema de EADs. O
codigo utilizado neste trabalho para resolucdo deste tipo de sistema foi a DASSL
desenvolvida em Fortran 77 por PETZOLD (1989), este codigo ¢ especifico para resolugao
de sistemas de EADs de indice um. Esta rotina ¢ apenas incluida no codigo, ndo sendo
necessaria nenhuma modificagdo na sua estrutura original. Toda alocacdo e atribui¢do de
valores de variaveis pertencentes a DASSL sdo feitos automaticamente pelo cédigo. A
substituicdo da DASSL por outros cddigos como PSIDE e MABDIF nao foram estudadas

embora tais substituicdes possam ser facilmente realizadas pelo usuario

A3.2.7 Programa Principal

O programa principal ¢ responsavel pela chamada de todas as rotinas que
compdem o codigo computacional através da rotina “Principal.f90”. Nesta rotina cabe ao
usuario apenas a definicdo da chamada da funcdo “informacoes_especificas (....)”, ndo
sendo recomendada mais nenhuma alteragdo no codigo. Basicamente, a execugdo desta

rotina segue as seguintes etapas:

1- Alocacédo das variaveis Globais

2- Alocacédo e atribuicdo dos valores as variaveis
especificas.

3

Calculo das raizes do polinémio de Jacobi

4- Calculo das matrizes de aproximagcbes das 1° e
2° derivadas

5- Calculo das matrizes V, uma vez selecionado o
método dos momentos ou Galerkin, no caso do método
da colocacdo ortogonal esta matriz é definida com

todos seus elementos iguais a zero.

6- Resolucdo do sistema gerado pelo procedimento
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de discretizacdo via método de Newton-Raphson para
EDOVC e DASSL para EDPs.

7- Geracdo dos arquivos de saida do codigo.

Figura A3.11: Ordem de execucdo das sub-rotinas no programa principal
A3.3. Modelos para rotinas especificas.

Neste topico serd definida uma estrutura de programacdo para as rotinas que
necessitam ser programadas pelo usuario. E recomendado fazer a programagdo destas
rotinas seguindo a estrutura apresentada nos proximos topicos, evitando assim possiveis

erros de programacao ou de interpretacao do programa.

A3.3.1 Rotinas auxiliares

Neste topico serao descritas as rotinas, que embora ndo necessitem de alteracao
por parte do usudrio, sdo utilizadas em etapas nas quais, o usudrio tem a necessidade de

programar.

A3.3.1.1 Var Inter(...)

Esta rotina calcula o valor da varidvel dependente para qualquer ponto do dominio
do problema aplicando a aproximacdo polinomial de Lagrange. E tem sua estrutura de

programagao definida basicamente como:

Definicao dos parametros:

<nt> Numero de pontos de quadraturas internos +
nimero de pontos no contorno.

<Raiz> Vetor contendo a valor das raizes adotadas
como pontos de quadraturas.

<Var> Vetor contendo os valores das variaveis
dependentes em seus respectivos pontos de
quadraturas.

<z> Ponto no qual o valor da variavel dependente
sera interpolado.
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Inicio da funcdo Var_Inter(nt,Raiz,Var,z)

1. Declaracédo das variaveis

2. Loop no qual o valor da variavel dependente
interpolada ¢é obtido, através da aplicacdo da
interpolacdo polinomial de Lagrange.

3. Retorno do valor interpolado pela funcéao

Fim da funcdo Var_Inter

Figura A3.12: Estrutura da fungio Var Inter(...)

A3.3.1.2 Somatorio(...)

Esta rotina calcula o somatorio das matrizes de aproximacao da primeira e segunda

nt
derivadas, segundo a forma: ZMatrizi ;Var;. Sua estrutura de programagdo pode ser
j=1

definida como:

Definicado dos parametros:

<nt> Numero de pontos de quadraturas internos +
numero de pontos no contorno.

<Matriz> Matriz A ou B de aproximacdo das
derivadas.

<Vetor> Vetor contendo os valores das variaveis
dependentes em seus respectivos pontos de
quadraturas

<i> Linha para qual o somatério sera realizado.
Inicio da funcdo Somatorio(nt,Matriz,Vetor,i)

1. Declaracédo das variaveis

2. Loop no qual o somatério, na linha i, da Matriz
de aproximagdo da derivada vezes a variavel
dependente é realizado.

3. Retorno do somatoério para linha i.
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Fim da funcdo Somatorio

Figura A3.13: Estrutura da fun¢do somatorio(...)
A3.3.2 Informacoes_Especificas(...)

Nesta rotina o usudrio deve informa os pardmetros do modelo que serdo lidos do

arquivo de entrada de dados “especificos.dat”

Definicdo dos parametros:

<Parl,Par2...>- Variavel na qual sera alocada o
valor do parametro

Inicio da rotina Informacoes Especificas(Parl...)
1. Declaracédo das variaveis

3. Abertura do arquivo de entrada de dados

2. Leitura do valor do parametro e atribuicao
deste valor a variavel correspondente.

Necessaria a programacao pelo usuario

READ(20,*) <Nome da variavel>

3. Fechamento do arquivo de entrada de dados.
Fim da rotina Informacoes Especificas

Figura A3.14: Estrutura da rotina Informacoes_especificas(...)

A3.3.3 Matriz_V_Galerkin(...)

Nesta rotina ¢ definida a ponderagao utilizada pelo método de Galerkin segundo a

estrutura descrita a seguir:

Definicdo dos parametros:

<n> NUumero de pontos de quadraturas internos.

<nt> Numero de pontos de quadraturas internos +
numero de pontos no contorno.

<Par> Parametros do modelo
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<Raiz> Vetor contendo a valor das raizes adotadas
como pontos de quadraturas.

<W> Vetor contendo os pesos da gquadratura.

<V> Matriz caracteristica do método de Galerkin
que sera calculada pela rotina.

Inicio da rotina Matriz_V_Galerkin(n,nt,Par,Raiz,
wW,V)

1. Declaracao das variaveis

DEFINICAO DA FUNCAO PESO DO METODO DE GALERKIN:

2. Loop para calculo da matriz V referente aos

pontos internos

IAplicacdo da quadratura:
Vi(Gi,D=Wa)™* &
PONDERACAO UTILIZADA PARA OS PONTOS INTERNOS

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar o peso correspondente>

3. Loop para calculo da matriz V referente ao(s)

ponto(s) externo(s)

TAplicacdo da quadratura:
V2(i,J)=W(ht)* &
PONDERACAO UTILIZADA PARA 0(S) PONTO(S) EXTERNO(S)

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar o peso correspondente>

4. Operacdes matematicas necessarias a obtencédo da
matriz de discretizacao.
5. Atribuicdo dos valores da matriz V.

Fim da rotina Matriz_V _Galerkin

142




Figura A3.15: Estrutura da rotina Matriz V_Galerkin(...)

A3.3.4 Res(...)

Nesta rotina ¢ definida a expressdo de residuo para EDOVC e EDPs segundo a

estrutura proposta a seguir:

Definicao dos parametros:

<n> Numero de pontos de quadraturas internos.

<nt> Numero de pontos de quadraturas internos +
numero de pontos no contorno.

<Par> Parametros do modelo.

<Raiz> Vetor contendo a valor das raizes adotadas
como pontos de quadraturas.

<A> Matriz de aproximagao da primeira derivada

<B> Matriz de aproximacdo da segunda derivada.
<Var> Vetor contendo os valores das variaveis
dependentes em seus respectivos pontos de
quadraturas.

<V> Matriz caracteristica do MRP empregado.

<Res> Vetor contendo o valor da expressdo do
residuo.

Inicio da rotina Res(n,nt,Par,Raiz,A,B,Var,V,Res)
1. Declaracao das variaveis

DEFINICAO DA EXPRESSAO DO RESIDUO:

2. Loop para calculo do valor da expressdo do

residuo.

Res(1)= &
IRESIDUO NOS PONTOS INTERNOS

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar a expressao do residuo nos pontos

internos> - V(1,jJ)* &
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TRESIDUO NOS PONTOS EXTERNOS

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar a expressdao do residuo nos pontos

externos>

3. Término da rotina

Fim da rotina Res

Figura A3.16: Estrutura da rotina Res(...) aplicada a EDOVC

Definicdo dos parametros:

<t> Valor da variavel independente do problema.

<y> Vetor contendo os valores das variaveis
dependentes em seus respectivos pontos de
quadraturas.

<yprime> Vetor contendo os valores das derivadas
das variaveis dependentes em seus respectivos
pontos de quadraturas.

<delta> valor da expressdo do residuo.

<ires> Parametros da DASSL

<rpar> Parametros da DASSL

<ipar> Parametros da DASSL

Inicio da rotina Res(t,y,yprime,delta,ires,rpar,
ipar)

1. Ativar o modulo que contem as variaveis de uso
global e especifico

<USE Var_global>

<USE Var_prob>

2. Declaracao das variaveis

3. Loop para céalculo do valor da expressdo do

residuo.

delta(i)= &
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TRESIDUO NOS PONTOS INTERNOS

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar a expressdao do residuo nos pontos
internos> - V(i,J)* &
IRESIDUO NOS PONTOS EXTERNOS

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar a expressdao do residuo nos pontos

externos>

4. Informar as condicdes de contorno pertencentes

ao problema.

delta(l)= &
ICONDICAO DE CONTORNO EM X=0

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar a condicao de contorno em x=0>
delta(nt)= &
!CONDIC;AO DE CONTORNO EM X=1

Necessaria a programacao pelo usuario

<<Informar a condicédo de contorno em x=1>

5. Término da rotina

Fim da rotina Res

Figura A3.17: Estrutura da rotina Res(...) aplicada a EDPs

A3.3.5 Jac(...)

Nesta rotina ¢ definida a matriz jacobiana analitica para EDOVC e EDP, no caso
desta opgao ser adotada pelo usudrio. Sua programagao deve ser realizada segundo a

estrutura a seguir:

Definicdo dos parametros:

<n> NUmero de pontos de quadraturas internos.
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<nt> Numero de pontos de quadraturas internos +
numero de pontos no contorno.

<Par> Parametros do modelo.

<Raiz> Vetor contendo a valor das raizes adotadas
como pontos de quadraturas.

<A> Matriz de aproximacdo da primeira derivada

<B> Matriz de aproximacdo da segunda derivada.
<Var> Vetor contendo os valores das variaveis
dependentes em seus respectivos pontos de
quadraturas

<V> Matriz caracteristica do MRP empregado.

<Ja> Matriz contendo o valor da jacobiana.

Inicio da rotina Jac(n,nt,Par,Raiz,A,B,Var,V,Ja)

1. Declaracao das variaveis

DEFINICAO DA MATRIZ JACOBIANA:

2. Loop para céalculo da matriz jacobiana analitica

do sistema

Jac(i,j)= &
Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar a derivada da expressao do residuo i com
dRes,
>

relacdo a variavel dependente j, y
Vi

3. Término da rotina
Fim da rotina Jac

Figura A3.18: Estrutura da rotina Jac(...) aplicada a EDOVC

Definicdo dos parametros:
<t> Valor da variavel independente do problema.
<y> Vetor contendo os valores das variaveis

dependentes em seus respectivos pontos de
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quadraturas.

<yprime> Vetor contendo os valores das derivadas
das variaveis dependentes em seus respectivos
pontos de quadraturas.

<Pd> Paréametros da DASSL.

<cj> Parametros da DASSL.

<rpar> Parametros da DASSL.

<ipar> Parametros da DASSL.

Inicio da rotina jac(t,y,yprime,pd,cj,rpar,ipar)
1. Declaracao das variaveis

DEFINICAO DA MATRIZ JACOBIANA:

2. Loop para calculo da matriz jacobiana analitica

do sistema

Jac(i,j)= &
Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar a derivada da expressao do residuo i com
dRes,
>
dy,

relacdo a variavel dependente j,

3. Término da rotina
Fim da rotina Jac

Figura A3.19: Estrutura da rotina Jac(...) aplicada a EDPs
A3.3.6 Res_inter(...)

Nesta rotina ¢ definida a expressao para calculo do valor do residuo em qualquer
ponto do dominio do problema obtido pela aplicacdo da interpolagdo de Lagrange. Esta

rotina deve ser programada seguindo a estrutura a seguir:

Definicdo dos parametros:

<n> NUmero de pontos de quadraturas internos.
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<nt> Numero de pontos de quadraturas internos +
numero de pontos no contorno.

<Par> Parametros do modelo.

<Raiz> Vetor contendo a valor das raizes adotadas
como pontos de quadraturas.

<A> Matriz de aproximacdo da primeira derivada

<B> Matriz de aproximacdo da segunda derivada.
<Var> Vetor contendo os valores das variaveis
dependentes em seus respectivos pontos de
quadraturas.

<z> Ponto no qual o valor da expressdo do residuo
sera interpolado

Inicio da funcdo Res_inter(nt,Par,Raiz,A,B,VvVar,z)
1. Declaracao das variaveis

DEFINICAO DA EXPRESSAO INTERPOLADA DO RESIDUO:

2. Loop para célculo da parte linear da expresséao

do residuo

T _Res(1)= &
DEFINICAO DA PARTE LINEAR DA EXPRESSAO DE RESIDUO:

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar parte linear da expressdao do residuo> j

3. Aplicar a interpolacdo polinomial de Lagrange
na parte linear da expressao do residuo

4. Interpolar o termo ndo linear da expressao

DEFINICAO DA PARTE NAO LINEAR DA EXPRESSAO DE
RESIDUO:

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar parte nado Qlinear da expressdao do
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residuo, interpolando a variavel dependente
através da funcédo var_inter(nt,Raiz,Var,z)>

5. Somar ambos os termos.

6. Retornar o valor do residuo interpolado

Fim da funcdo Res_inter

Figura A3.20: Estrutura da rotina Res_inter(...).

A3.3.7 Res_Pond(...)

Esta rotina calcula os residuos médios ponderados para o método dos momentos e
para o método de Galerkin. Sendo apenas necessario ao usudrio informar a ponderagdo

utilizada pelo método de Galerkin, seguindo a estrutura definida a seguir:

Definicao dos parametros:

<n> Numero de pontos de quadraturas internos.

<nt> Numero de pontos de quadraturas internos +
nimero de pontos no contorno.

<Par> Parametros do modelo.

<Raiz> Vetor contendo a valor das raizes adotadas
como pontos de quadraturas.

<A> Matriz de aproximagao da primeira derivada

<B> Matriz de aproximacdo da segunda derivada.
<Var> Vetor contendo os valores das variaveis
dependentes em seus respectivos pontos de
quadraturas.

Inicio da Funcdo Res Pond(n,nt,Par,Raiz,A,B,Var)

1. Declaracédo das variaveis

2. Verificacdo do MRP utilizado

3.Calculo da expressdo do residuo médio ponderado
DEFINICAO DA FUNCAO PESO DO METODO DE GALERKIN:

IExpressao do residuo médio ponderado:
FRes Pond Gal = &
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TPONDERACAO REFERENTE AO METODO DE GALERKIN

Necessaria a programacao pelo usuario

<Informar o peso correspondente ao método de

Galerkin> *&
Res_inter(nt,Par,Raiz,A,B,VvVar,z)

4. Retornar o valor do residuo médio ponderado

Fim da funcdo Res_Pond

Figura A3.21: Estrutura da rotina Res_pond(...)
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