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Balanco Populacional - técnica empregada na anélise de escoamentos

multifasicos polidispersos

> Permite modelar fenémenos de interacdo entre particulas.
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Figura: (a)Processos de agregacdo/coalescéncia.
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Figura: (b) Processos de quebra.



Balanco Populacional - técnica empregada na anélise de escoamentos

multifasicos polidispersos

> Permite modelar fendmenos de interacdo entre particulas.

Juncéo Nucleacéo

Figura: Nucleagdo.

Crescimento

Figura: Crescimento.
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Engenharia quimica - presenca de escoamentos multifasicos em uma
elevada gama de operacdes.

Saida de gases.
Entrada de ar limpos.

Entrada de gases.
& particulas em
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Vista aumentada do spray

saida do po seco

(a) Spray-Dryer (b) Ciclones

| Liquido

Liquido
Ar 3

Difusor de ar
(c) Reatores em Coluna de Bolhas

Figura: Escoamentos multifadsicos comuns na Engenharia.



Acoplamento PB-CFD - prevendo melhor o comportamento da fase
dispersa.

Fluidodindmica Computacional - simulagdo numérica de processos que envolvam escoamentos

Droplet Diameter (m)

Figura: (a) Simulagio CFD para verificar o angulo de pulverizacio de um bocal.

Figura: (b) Fase dispersa transportada para cima através de um riser vertical.

5/33



EBP: Equacdo de conservacao da distribuicao de densidade numérica de
particulas, f.

A EBP pode ser:
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Figura: Heterogénea: Com variacdo espacial.
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f: n° de particulas/t.[unidade de espaco de estado]

A f pode ser:

Figura: Monovariada

Figura: Multivariada (bivariada, no caso)



A EBP heterogénea considera a variacdo no espaco

b

af(x7 v? t)

ot = 7VX'(Xf(x7v7t)) + Vx.(Dszf(x,v, t)) + H(X7V7Y: t)

> Espaco de Estados:

> x - vetor de variaveis externas.
»> v - vetor de variaveis internas.

» H(x,v,y,t): termo fonte.

» y = y(t,x) - vetor de varidveis da fase continua.

1)



O termo fonte engloba processos de quebra, agregacao, nucleacao e
crescimento

v

v

¢

Jun(au Nucleagdo

H(x7 V7 y? t) =
B - "Birth"
D - "Death"
b - "breakage"
c - "coalescence"

o

o
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Bc(x7 v, yat) - DC(x7 v, y7t) + Bb(x7 v,Y, t)
— Dy (X, vy, t) + ‘](X7 v,y, t) + G(x7 v, Y, t)

)

G - variagcdo de propriedades de particulas - crescimento

J - nucleacgdo



A EBP homogénea desconsidera a variacdo no espaco
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» Mais utilizada para teste de novos métodos, por

ser mais simples



Termo fonte exemplificado para uma distribuicio monovariada, onde m é a
massa das particulas, assumindo quebra e agregacdo como fenémenos locais

Os termos integrais contém a f.

Be(t,m,x,y) = %/ ft,m —m' x)f(t,m,x)a(m —m', m’' y)dm’ (4)
0
Dc(t,m,x,y):/ f(t,m, x)f(t, m’, x)a(m, m’, y)dm’ (5)
0
Bp(t,m,x,y) =/ v(m',y)P(m | m’, y)b(m/, y)f(t,m, x)dm’ (6)

Dg(t,m,x,y) = b(m,y)f(tﬂn/,x) (7)
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Resolvendo a EBP

EBP € integro-diferencial

R

Carece de solucao analitica
para a grande maioria dos
casos

Necessidade de
Métodos Numeéricos
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O Método dos Momentos Classico

Consistem em resolver a PBE na forma:

(v, R(f)) = / v*R(f)dv =0, k=0,1,2.... (8)
0
Ficando na forma:
dpn(t) (v*, B) + (v*, D) + (v*,G) — (v*, ) =0 (9)

dt
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A chave para o funcionamento do MOM é conseguir expressar os produtos
internos em termos do momentos transportados.

Exemplos: Termos de crescimento e quebra

» Termo de crescimento

m G> / max gf) [m gf}mmar B k/ max mk,lgfdm
0

(10)
Utilizando expansées do tipo Zgo = wjmj para uma funcdo v genérica:
oo
(m*,G) = Zgjuk+j—1 (11)
0
» Os termos de quebra ficam:
Mmax &
(mk, Dy) = / mEbfdm =" " b (12)
0 0

(mk By =(1- 27rn)/ o m*bfdm (13)
0
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Conclusées sobre 0o MOM

\4

Simples de ser implementado

v

Baixo custo computacional

v

Dependendo de certas formas funcionais - sistema n3o-fechado

» Esta é a origem do problema de fechamento
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Muitas formas de resolver o problema de fechamento sdo propostas na
literatura

v

Extrapolacdo dos valores dos momentos visando obter os de ordem
superior

» Uso de funcdes de interpolacdo - MOMIC de [Frenklach and Harris,
2002]

Fechamento das integrais do termo fonte por quadratura

v

Este Gltimo deu origem ao QMOM Quadrature Method of Moments
de [McGraw, 1997]

v
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As Quadraturas de Gauss-Christoffel

» Christoffel - generalizacdo do conceito de quadratura gaussiana para
medidas arbitrarias

» Garante adaptabilidade do método

» Computo da quadratura de IV, pontos é feito utilizando o PDA de
[Gordon, 1968]

[ = / mFfdm, k=0,1,2...2N —1 — &, wi=1,....N (14)
0

[ st tam = wivte) 1o

e equivale a aproximacdo dada por:

f(m,t) = fap(m, ) sz d[m — & ()] (16)

17 /33



O PDA de [Gordon, 1968] é iniciado com a montagem da matriz triangular

superior P ;

Py =6;1 i=1,.,2Np +1

Pio=(-1)""pi1 i=1,.,2N,

P j =P j_1Piy1,j-2— P1j—2Pit1,51 Jj=3,..,2Np+1
i=1,.,2N, +2—j

> De posse da matriz P; ;, monta-se o vetor an,

Pi g1
an = _—Ln#l a1 =0,n>2
Py n P11
» Com «y,, obtém-se os vetores a.,, e by

an = a2p + Q2n—1

bi = agpt102n

(21)

(22)
(23)
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finalmente...

> Os vetores an,, € by, sdo utilizados para montar a matriz tridiagonal

a; be ... 0
Iy =0 L : (24)

an,—-1 bn,
0o ... .. bn, an,

> Autovalores da matriz J- §;

> Autovetores associados aos pesos usando a identidade de Christoffel-Darboux
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O Algoritmo de Chebyshev - outra forma de calcular os coeficientes de
recursao

> Faz uso de polindmios ortogonais e de sua relacdo de recorréncia
’ /
Bn+1,m = Bn,m+1 - (an - an)Bn,m - ann—l,m + ann,m—l (25)

onde Bp,m = (Pn,qm)
> Faz-se uso das propriedades de ortogonalidade para obter os coeficientes de

recursao B
b, = — ™" 26
" Bn—l,n—l ( )
B Bn—
an = ail + n,n+1 _ n—1,n (27)

Bn,n anl,nfl

> Quando al, e b}, sdo zero - momentos padrio
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A implementacdo foi feita em C e empregou:

Algoritmo de Chebyshev:

» inversio dos momentos em pesos (w;) e abscissas (&;);

DASSLC ([Secchi, 2007])

> integracdo temporal - passo de tempo adaptativo;

rank 4

option s

option maxorder 3
print

option rtol 1e-10 atol 1e-15
data initial
time 0.0

2: 2.00000 0.0
3 0000 0.€

endata

Figura: Input DASSLC




Para a solucao, adota-se:

- (&) =
> ( ):
~ a(m )
- <m\@->:g

v

L, K = constantes



Caso com solucdo analitica para quebra e agregacdo- McCoy and Madras
[2003]:

Evolucdo dos momentos:

$(00) + tanh(z¢(c0)7)
$(00)(1 + ¢(c0)tanh(5¢(c0)T))
onde, I'k+1)=kler > 0.

}Hr(k +1)  (28)

pk(T) =

Conjunto inicial de momentos (condi¢do inicial):

(1,(0) = T(k + 1) (29)




Equacdo de evolucdo dos momentos em termos dos pesos e abscissas...

% = Hj, (31)
1 Np Np Np
=5 ZZ[@ +&)F =& — K ww; + ZLfiwi[Qﬁk(fz‘) — &7
? J 7 (32)
onde,
m(&) = [ mFP(m;&)dm = = (33)

0 k+1



Calculos Realizados

Parametros utilizados:

» Ndmero de pontos de quadratura: 2, 3 e 4 (consequentemente, 4, 6 e
8 momentos)

» Valores de ¢(0):
> ¢(oc0) = 0.1 agregacio dominante
> ¢(c0) = 1 invariante

> ¢(o0) = 3 quebra dominante

> lip - nimero de particulas

» 11 - conservacdo de propriedade
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Resultados para ®(oc0) = 0.1, com diferentes Np

Dassl &, = 0.1, Np = 2

o
Ho num.

[
g num.

1z num.

tempo (s)

Dassl @, = 0.1, Np = 3

tempo (s)

60

2
Dassl ©, = 0.1, Np = 4
/ 1
/
1o 1
1o num.
1
iy num.
1o
1 num.
20 30 40 50
tempo (s)
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Erros: ®(oc0) = 0.1, com diferentes Np

Erro: Dassl ®,, = 0.1, Np = 2 Erro: Dasslc &, = 0.1, Np = 3

1.00e+02 : | : | | 1.00e+00
1.00e+00 4 1.00e-02 ]
1.00e-02 |- 1
I 1.00e-04 1
1.00e-04 |- - =
K £ 10006 7
S 1.00e-06 2
& £ 1.00e-08 1
1.00e-08 W
1.00e-10 1.00e-10
i 1o o, —
1.00e-12 |- H1 i 1.00e-12 .
L H2 5
1.00e-14 ' ' ' B 1.00e-14 ' ' ' ' e
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
tempo (s) tempo (s)
Erro: Dasslc ®,, = 0.1, Np = 4
1.00e-+00 i i | |
1.00e-02
1.00e-04
£ 1.00e-06
=
2 1.00e-08
&
1.00e-10
o —
1.00e-12 D —
2
13
i —
1.00e-14 L L L b
0 10 20 30 40 50 60

tempo (s) 27 /33



Resultados para ®(c0) = 1, com diferentes Np

Erro: Dass| ®,, = 1, Np = 2 Dassl & =1, Np =3
7 7
6 - ——— 6 —
5- b st 1
J— o ——
donum. = fo num. =
m— b ——
2 a- by num. , 24l 3 num ]
1 num. g num.
i — [y ——
num. num.
sl s sl Hs 1
2 ¥ f——_—
1 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo (s) tempo (s)

Dassl 0., = 1,Np = 4

7 — e
P
s| |
o ——
o num.
r
24l iy num:
1w ——
o num
H3
i3 num:
3t 2 1
)
1

tempo (s) 28/33



Erros: ®(00) = 1, com diferentes Np

Erro u %

Erro: Dassl ®,, = 1, Np = 2
1.00e+02 L L e
1.00e+00 |- T
1.00e-02 |- T
1.00e-04
1.00e-06 - T
L Ho J
1.00e-08 Iy
H2
1.00e-10 . e BT
01 2 4 5 6 7 8 910
tempo (s)
2.00e-02
4.00e-04
8.00e-06 |-
g
S 1.60e-07
g
W 3.20e-09
6.40e-11
1.28e-12
2.56e-14

Erro: Dasslc ., =

SEGSSS

4 5 6
tempo (s)

® [TLrrEr

10

Erro: Dasslc @, = 1, Np = 3
1.00e+00
2.00e-02 1
4.00e-04 |- b
:\J
=N
° 8.00e-06 |- 1
I
1.60e-07 |- b
3.20e-09 |- —
3
L L 5 T
01 2 3 45 6 7 89
tempo (s)
1,Np=4
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Resultados para ®(o0) = 3, com diferentes Np

Dassl ®, = 3, Np = 2

Dassl @, = 3, Np = 3

[ 05 1 15 2 25 3 0
tempo (s)

Dassl 0. = 3,Np = 4
6 T T T

0 05 1 15 2 2.5 3

tempo (s)

0.5 1 15 2 25 3
tempo (s)
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Erros: ®(00) = 3, com diferentes Np

Erro: Dassl ®,, = 3, Np = 2 Erro: Dasslc @, = 3, Np = 3

1.00e+02 ‘ T 1.00e+02 ; T T T
1.00e+00 |- - 1.00e+00
1.00e-02 |- S 1.00e-02 g
1.00e-04 |- - . 1.00e-04 [
8 g
3 3
o 1.00e-06 2 1.00e-06
& 13
1.00e-08 % 1.00e-08 /{_/w_\ﬁ
1.00e-10 1.00e-10
o —
1.00e-12 |- 0 — 1.00e-12 fi} 4
2 i —
1.00e-14 ! e 1.00e-14 %21 | ' |
0 1 2 3 0 o5 1 15 2 25 3
tempo (s)

tempo (s)

Erro: Dasslc ®, = 3, Np = 4
1.00e+00 T

1.00e-02

1.00e-04

1.00e-06

1.00e-08

Erro: p (%)

1.00e-10

1.00e-12 |-

1.00e-14 L L L
0 0.5 1 15 2 2.5 3

tempo (s) 31/33



Conclusdes

v

O QMOM busca conservar os 2.V, primeiros momentos da
distribuicao

v

Razoavel custo computacional - cdmputo da quadratura para cada
passo de tempo

v

N3o gera uma aproximacdo para f

v

N3o resolve problemas multivariados
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