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O que é o Controle Preditivo 
Multivariável
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OBJETIVOS

• Conceitos Básicos de Controle Preditivo

• Fases de Implantação
– Elaboração do Projeto conceitual

– Identificação de Processos

– Ajustes dos modelos

– Implantação

– Sintonia
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Conceitos Básicos de 
Otimização
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Elementos importantes na Otimização:
• Função Objetivo
• Variáveis
• Restrições
• Graus de Liberdade

Problema de Otimização
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• Indicador quantitativo da solução
• É um escalar
• Funções econômicas (lucros,custos)
• Critérios de desempenho 

�somatório dos erros ao quadrado

Função Objetivo
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• Dimensões de equipamentos
• Condições de operação
• Saídas para o controle regulatório (u)
• As variáveis podem ser:

•Variáveis Independentes ou de decisão 
ou de otimização
•Variáveis Dependentes

Variáveis no problema de otimização
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• Relação entre variáveis
• Podem ser inequações ou equações

• Balanços geram equações
• Limites de Operação geram 
inequações

Restrições no problema de otimização
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• Número de variáveis – Número de equações 

•Em uma simulação, o grau de liberdade é zero
• Em um problema de otimização, o grau de 
liberdade deve ser maior que zero.

Graus de liberdade no problema de 
Otimização
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Min f(y,u,x)
sujeito a:

h(y,u,x) = 0
g(y,u,x) < 0
onde:

y: variáveis discretas

x: variáveis contínuas

u: variáveis de decisão

Problema completo de Otimização
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1. Programação Linear (LP)

2. Programação Não Linear (NLP)

3. Programação Quadrática (QP)

4. Programação Mista Inteira Linear (MILP)

5. Programação Mista Inteira Não Linear 

(MINLP)

Resolução de um problema de 
Otimização
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� Todas funções são lineares → f, g e h 
são lineares

� Não há variáveis discretas (y=0)

Programação Linear LP
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� Pelo menos uma função é não 
linear
→ f, g e/ou h  não linear

� Não há variáveis discretas (y=0)

Programação Não Linear (NLP)
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� É um caso especial da NLP onde a 
função objetivo é do tipo quadrática

� Não há variáveis discretas (y=0)

Programação Quadrática (QP)

( ) AXXXCxf TT +=

Quadrático
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Otimização
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� Todas funções são lineares 
→ f, g e h são lineares

� Há variáveis discretas (y≠0)

Programação Mista Inteira Linear 
(MILP)
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� Pelo menos uma função não é 
linear 

→ f, g e/ou h não lineares
� Há variáveis discretas (y≠0)

Programação Mista Inteira Não Linear 
(NMILP)
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Controladores Preditivos

• Histórico dos MPC’s:
o MAC – Model Algorithmic Control – 1976
o DMC – Dynamic Matrix Control – Cutler, 

1979
o LDMC – Linear Dynamic Matrix Control, 

1983 - utilizado no SICON da Petrobras

o QDMC – Quadratic Dynamic Matrix 
Control – Morshedt, 1985



28

Algoritmo de Um MPC

1 - Através de um modelo implementado no controlador, 
o MPC é capaz de realizar a predição do 
comportamento da saída do processo, levando em 
consideração as entradas de controle atuais e futuras.

2 - Esta predição deve ser corrigida, a cada intervalo de 
instante, por uma leitura da planta. Um MPC opera, 
tipicamente, com intervalos de tempo na faixa de um 
minuto.

3 - Em cada iteração, o controlador calcula uma 
sequência de ações de controle que minimiza a 
função do erro das saídas previstas até um horizonte 
definido como horizonte de predição. O tamanho 
desta sequência é definido como horizonte de 
controle.
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Algoritmo de Um MPC

4 - Após resolver o problema de otimização descrito 
no item 3, o controlador implementa na planta 
apenas a primeira ação de controle dentre a 
sequência de ações calculadas que vão do 
intervalo de instante atual até o intervalo 
correspondente ao horizonte de controle m
ajustado no controlador.

5 - O controlador aguarda o próximo intervalo de 
tempo para retornar ao item 1.
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Algoritmo de Um MPC
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Definições do MPC
� Tempo de estabilização da planta (N): É o 

tempo que a planta estabiliza para uma 
perturbação em degrau aplicada à entrada.

� Horizonte de Predição (np): É o intervalo de 
tempo em que as variáveis de saída são 
preditas pelo controlador. Deve ser menor ou 
igual ao tempo de estabilização. Os 
controladores mais modernos trabalham com 
um horizonte de predição infinito.

� Horizonte de Controle (m): É o horizonte de 
cálculo das variáveis de entrada do processo. 
Normalmente o horizonte de controle é menor 
que o horizonte de predição.
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Controladores Preditivos

• O MPC Linear é baseado em modelos lineares.
• Como representar o processo?

o Resposta ao impulso – Finite Impulse Response
o Resposta ao degrau
o Através de funções de transferência

� Contínua Y(s)/u(s) = GP(s)=Q(s)/P(s)
� Discreta Y(z)/u(z) = HGP(z)=Q(z)/P(z)

o Através de variáveis de estado (equações em espaço de estados)
� x(k+1)=Ax(k) + Bu(k)
� y(k) = Cx(k) + Du(k) → um sistema normalmente não 

responde imediatamente a entrada. Portanto, em um sistema 

real, D = 0.
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Controladores Preditivos

Tipos de processos e suas respostas ao degrau
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Resposta ao FIR

u y

1 2 3 41 2 3 4

1 pulso unitário

h
1

h
2

h
3

h
4

t t

Modelo obtido a partir da resposta ao impulso (FIR:  Finitive Impulse Response)
� Não tem sentido se falar em impulso em um sistema digital. Apenas em 

pulso unitário.
hi : Valor da saída no instante i após a aplicação do pulso – coeficientes da 

resposta ao impulso.
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Resposta ao FIR

� Como a transformada Z do pulso de dirac é 1, as 
saídas do processo representam a sua própria 
função de transferência.

( )pHG z ( )
( ) ( )p

h k

Z h k HG z=  

( )
( ) 1

k

Z k

δ

δ =  
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Resposta ao FIR

� Considerando um período de estabilização N e 
considerando a ação dos pulsos ocorridos no passado 
até esse instante N, a saída é uma soma das ações de 
cada um desses pulsos:

( ) ( )
1

N

j
j

y k i h u k i j
=

+ = + −∑( ) ( )
1

N

j
j

y k i h u k i j
=

+ = + −∑

( ) ( )iy k i hu k+ =

� Para um dado instante i:
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Resposta ao FIR

� Se considerarmos um instante i genérico, que no instante k 
o sistema estivesse em estado estacionário e que a cada 
novo instante j, o MPC aplica um pulso de valor u(k+i-j), 
valor da saída do sistema neste instante i será:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 31 2 3

                           i

y k i h u k i h u k i h u k i

hu k

+ = + − + + − + + − +

+…

( ) ( )
1

i

j
j

y k i h u k i j
=

+ = + −∑( ) ( )
1

i

j
j

y k i h u k i j
=

+ = + −∑
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Resposta ao FIR para sistemas 
integradores

1−= nn hh
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Controladores Preditivos

� Para a obtenção do modelo incremental (a partir de 
∆u), ao invés do modelo posicional: 

onde: ∆u u uk i k i k i+ − + − −= −1 1

ɵy h uk i
i

N

k i+
=

+ −=∑1
1

1

ɵ ɵy y h uk k i
i

N

k i+
=

+ −− =∑1
1

1∆

ɵy h uk i
i

N

k i=
=

−∑
1
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Resposta ao Degrau

∆u

'P
k i k

y +  

S2=(h1+h2) ∆u

h2 ∆u

S1=h1∆u
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Trajetória da variável de controle

'P
k N k

y +  

P
k N k

y +  

∆u

S1∆u S2∆u

y

kT
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Simbologia

- Predição da variável controlada y para o instante k+i feita no 
instante k, sem considerar nenhuma ação de controle.

- Predição da variável controlada y para o instante k+i feita no 
instante k, considerando as ações de controle.

- Predição da variável controlada y para o instante k+i feita no 
instante k, considerando as ações de controle e corrigida 
com o erro atual no instante k.

- Variável de desvio da predição da variável y para o instante 
k+i feita no instante k

- Dimensão da matriz A: 

'P
k i k

y +  

P
k i k

y +  

C
k i k

y +  

ɵ P

k i
k

y +
 
  

[ ]A
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Predição para um horizonte de controle 
igual a 1

( ) '
1 1 1

P P
k kk k

y h u k y+ +   = ∆ +   

( ) ( ) '
2 1 2 21P P

k kk k
y h u k h u k y+ +   = ∆ + + ∆ +   

( ) ( ) '
2 1 2 2

P P
k kk k

y h h u k y+ +   = + ∆ +   

( ) '
2 2 2

P P
k kk k

y S u k y+ +   = ∆ +   

( ) ( )1u k u k∆ + = ∆
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( ) ( ) ( ) '
3 1 2 3 32 1P P

k kk k
y h u k h u k h u k y+ +   = ∆ + + ∆ + + ∆ +   

( ) ( ) '
3 1 2 3 3

P P
k kk k

y h h h u k y+ +   = + + ∆ +   

Predição para um horizonte de controle 
igual a 1

( ) '
3 3 3

P P
k kk k

y S u k y+ +   = ∆ +   

( ) ( ) ( )2 1u k u k u k∆ + = ∆ + = ∆
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( ) 'P P
k N N k Nk k

y S u k y+ +   = ∆ +   

� Generalizando para o instante N a partir do instante 3:

Predição para um horizonte de controle 
igual a 1

( ) '
3 3 3

P P
k kk k

y S u k y+ +   = ∆ +   



49

'P
k N k

y +  

P
k N k

y +  ∆u(k)

S1∆u S2∆u

y

kT

∆u(k+1)

Predição para um horizonte de controle 
igual a 2
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( ) '
1 1 1

P P
k kk k

y S u k y+ +   = ∆ +   

( ) '
2 2 2                         P P

k kk k
y S u k y+ +   = ∆ +   

( ) '
3 3 3                                                P P

k kk k
y S u k y+ +   = ∆ +   

Predição para um horizonte de controle 
igual a 2

( )1 1S u k∆ + +

( )2 1S u k∆ + +( )1 2S u k∆ + +
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( ) '
1 1 1

P P
k kk k

y S u k y+ +   = ∆ +   

( ) '
2 2 2                         P P

k kk k
y S u k y+ +   = ∆ +   

( ) '
3 3 3                                                P P

k kk k
y S u k y+ +   = ∆ +   

Predição para um horizonte de controle 
igual a 3

( )1 1S u k∆ + +

( )2 1S u k∆ + +( )1 2S u k∆ + +
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( )P
k m mk

y S u k+  = ∆ 

Predição para um horizonte de controle 
igual a m

( ) ( ) ( ) '
3 1 2 3 32 1P P

k kk k
y S u k S u k S u k y+ +   = ∆ + + ∆ + + ∆ +   

� Generalizando para o instante m

( )1 1mS u k−+ ∆ +

( ) ( ) '
2 12 1 P

k m k
S u k m S u k m y+ + ∆ + − + ∆ + − +  ⋯
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( ) ( )
( ) ( )

1 1

'
2 1

1

                          + 1

P
k m m mk

P
k m k

y S u k S u k

S u k m S u k m y

+ + +

+

  = ∆ + ∆ + + 

 ∆ + − + ∆ + +  

…

Predição para um horizonte de controle 
igual a m

� Após o instante m, as ações de controle do controlador são 
nulas:
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

'
2 1

1

                          + 2 1

P
k N N Nk

P
k mN m N m k

y S u k S u k

S u k m S u k m y

+ −

+− − − −

  = ∆ + ∆ + + 

 ∆ + − + ∆ + − +  

…

Predição para um horizonte de controle 
igual a m

� Para o instante N, a predição será:
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Predição em notação matricial

( )
( )

( )

'
11 1

'
2 12 2

'
1 1

Matriz Dinamica

0 0

10

1

P P
k k

P P
k k

P P
N N N mk N k Nk

u kSy y

u kS Sy y

u k mS S Sy y

+ +

+ +

− − ++ +

∆     
      ∆ +     = +
     
      ∆ + −          

…

…

⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋮⋮ ⋮

…
�����������

'P Py S u y= ∆ +
1Py N  = × 

' 1Py N  = ×  [ ] 1u m∆ = ×S N m  = × 
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Função Objetivo

2 2 2 2
1 2 3min np

u
J e e e e

∆
= + + + +…

onde
ei: erro entre setpoint e predição no instante

k+i
np: horizonte de predição

min TJ e e= [ ] 1e np= ×
Notação vetorial
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DMC Caso SISO

( ) ( ) ( ) '
1 1 2 3 11 2P P

k kk k
y h u k h u k h u k y+ +   = + − + − + +   …

ɵ '
1 11

P
P P
k kk k k

k

y y y+ ++
     = −     

ɵ ( ) ( ) ( )1 2 31 1 2
P

k
k

y h u k h u k h u k+
  = + − + − +
  

…
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DMC Caso SISO

ɵ ( )1
1

1
NP

ik
k i

y hu k i+
=

  = + −
   ∑ ɵ ( )

1

NP

ik
k i

y hu k i
=

  = −
   ∑

ɵ ɵ ( ) ( )1
1 1

1
N NP P

i ik k
k k i i

y y hu k i hu k i+
= =

   − = + − − −
       ∑ ∑

ɵ ɵ ( ) ( )1
1

1
NP P

ik k
k k i

y y h u k i u k i+
=

   − = + − − −         ∑

ɵ ɵ ( )1
1

1
NP P

ik k
k k i

y y h u k i+
=

   = + ∆ + −
       ∑



60

DMC Caso SISO

ɵ ɵ ( ) ( )

( )
1 21 1 2

                               

P P

k j k j
k k

N

y y h u k j h u k j

h u k j N

+ + −
   = + ∆ + − + ∆ + − +
      

+ ∆ + −

…

ɵ ɵ ( )1
1

(4)
NP P

ik j k j
k k i

y y h u k j i+ + −
=

   = + ∆ + −
       ∑

Para um instante j qualquer

ɵ ɵ ( )1
1

1
NP P

ik k
k k i

y y h u k i+
=

   = + ∆ + −
       ∑



61

Predição clássica X Predição Cutler

ɵ ɵ ( )1
1

NP P

ik j k j
k k i

y y h u k j i+ + −
=

   = + ∆ + −
       ∑

'P Py S u y= ∆ +
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DMC Caso SISO
Incluindo a realimentação

ɵ ɵ ɵ ɵ
1 1

C C P P

k j k j k j k j
k k k k

y y y y+ + − + + −
       = + −
              

ɵ ɵ ɵ ɵ
1 1

C P C P

k j k j k j k j
k k k k

y y y y+ + + − + −
       − = −
              
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DMC Caso SISO
Incluindo a realimentação

ɵ ɵ ( )1
1

NC C

ik j k j
k k i

y y h u k j i+ + −
=

   = + ∆ + −
       ∑

ɵ ɵ ( )1
1

NP P

ik j k j
k k i

y y h u k j i+ + −
=

   = + ∆ + −
       ∑

ɵ ɵ ɵ ɵ
1 1

C C P P

k j k j k j k j
k k k k

y y y y+ + − + + −
       = + −
              
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Predição do DMC Caso SISO

ɵ ɵ ( )1
1

1
NC C

ik k
k k i

y y h u k i+
=

   = + ∆ + −
       ∑

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )1 2 31 1 2
C

k k
k

y y h u k h u k h u k+
  = + ∆ + ∆ − + ∆ − +
  

…

ɵ ɵ ( )1
1

NC C

ik j k j
k k i

y y h u k j i+ + −
=

   = + ∆ + −
       ∑
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Predição do DMC Caso SISO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )1 2 31 1 2
C

k k
k

y y h u k h u k h u k+
  = + ∆ + ∆ − + ∆ − +
  

…

ɵ ɵ ( ) ( )
1

11
2

1
NC

ik k
k i

y y h u k h u k i

φ

+
=

  = + ∆ + ∆ + −
   ∑
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Função Objetivo
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Ponto ótimo da Função Objetivo
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Função Objetivo Modificada
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k

Leitura da 
planta yk
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Cálculo das 
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controle

Predição

Cálculo 
das ações 
passadas

Fluxograma DMC
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MIMO (nu X ny)
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.

.

.

.

DMC Caso MIMO
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h u k h u k

h u k N h u k N h u k N

−

  = − + − + + − +
  

− + + − +

− + − + + −

…

… …

…

ɵ ( ), ,,
1 1 1

N nuP

j l i lj k
k i l

y h u k i
− = =

  = −
   ∑∑
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DMC Caso MIMO

11, 12, 1 ,

21, 22, 2 ,

1, 2, ,

i i nu i

i i nu i

i

ny i ny i nynu i

h h h

h h h
H

h h h

 
 
 =
 
 
  

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…
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DMC Caso MIMO

11, 12, 1 ,

21, 22, 2 ,

1, 2, ,

i i nu i

i i nu i

i

ny i ny i nynu i

h h h

h h h
H

h h h

 
 
 =
 
 
  

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…
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DMC Caso MIMO

11, 12, 1 ,

21, 22, 2 ,

1, 2, ,

i i nu i

i i nu i

i

ny i ny i nynu i

h h h

h h h
H

h h h

 
 
 =
 
 
  

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

iH ny nu  = ×  
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DMC Caso MIMO

ɵ ( )
1 1

NP

ik
k i

y H u k i
− =

  = −
   ∑

ɵ ( ), ,,
1 1 1

N nuP

j l i lj k
k i l

y h u k i
− = =

  = −
   ∑∑
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DMC Caso MIMO

ɵ ( )
1

1

1
NP

ik
k i

y H u k i
+

=

  = + −
   ∑

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1

1 1
N N NP P

i i ik k
k k i i i

y y H u k i H u k i H u k i
+

− = = =

   − = + − − − = ∆ + −
       ∑ ∑ ∑

ɵ ( )
1 1

NP

ik
k i

y H u k i
− =

  = −
   ∑



ɵ ɵ ( )
1

1 1

1
NP P

ik k
k k i

y y H u k i
+

− =

   = + ∆ + −
       ∑
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( )
1 1

NP P

ik j k
k k j i

y y H u k j i
+

+ − =

   = + ∆ + −
       ∑



95

Correção da predição
DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ɵ ɵ
1 1

C P C P

k j k j k j k j
k k k k

y y y y
+ + + − + −

       − = −
              

ɵ ɵ ɵ ɵ
1 1

C C P P

k j k j k j k j
k k k k

y y y y
+ + − + + −

       = + −
              

ɵ ɵ ( )
1

1

NC C

ik j k j
k k i

y y H u k j i
+ + −

=

   = + ∆ + −
       ∑

ɵ ɵ ( )
1

1

NP P

ik j k j
k k i

y y H u k j i
+ + −

=

   = + ∆ + −
       ∑
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( )
1

1

Valor Atual lido da Planta

1
NC C

ik k
k k i

y y H u k i
+

=

   = + ∆ + −
       ∑

���

ɵ ɵ ( )
1

1

NC C

ik j k j
k k i

y y H u k j i
+ + −

=

   = + ∆ + −
       ∑



97

DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )1 2 31

Valor desconhecido Passado

1 2
C

k k
k

y y H u k H u k H u k
+

  = + ∆ + ∆ − + ∆ − +
  

…
��� ���������������

ɵ ɵ ( ) ( )
1

11
2

1
NC

ik k
k i

y y H u k H u k i

φ

+
=

  = + ∆ + ∆ + −
   ∑

���������

ɵ ɵ ( )
1

1

Valor Atual lido da Planta

1
NC C

ik k
k k i

y y H u k i
+

=

   = + ∆ + −
       ∑

���
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( ) 

1

1 11

C

k k
k

P

y y S u k φ
+

  = + ∆ +
  

ɵ ɵ ( ) ( )
1

11
2

1
NC

ik k
k i

y y H u k H u k i

φ

+
=

  = + ∆ + ∆ + −
   ∑

���������

1
S ny nu  = × 
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( )
2 1

1

2
NC C

ik k
k k i

y y H u k i
+ +

=

   = + ∆ + −
       ∑

ɵ ɵ ( ) ( )1 12
1

2
NC

ik k
k i

y y S u k H u k iφ
+

=

  = + ∆ + + ∆ + −
   ∑

ɵ ɵ ( )
1

1

NC C

ik j k j
k k i

y y H u k j i
+ + −

=

   = + ∆ + −
       ∑
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 32
1 1

C

k k
k

y y S u k H u k H u k H u kφ
+

  = + ∆ + + ∆ + + ∆ + ∆ − +
  

…

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )

( )
1 1 22

1 3

1

                                                   1

C

k k
k

y y H u k H H u k

H u kφ

+
  = + ∆ + + + ∆ +
  

+ + ∆ − +…

ɵ ɵ ( ) ( )1 12
1

2
NC

ik k
k i

y y S u k H u k iφ
+

=

  = + ∆ + + ∆ + −
   ∑
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )
2

1 2 12
3

1 2
NC

ik k
k i

y y S u k S u k H u k i

φ

φ
+

=

  = + ∆ + + ∆ + + ∆ + −
   ∑

���������

ɵ ɵ ( ) ( )
2

1 2 1 22
1

C

k k
k

P

y y S u k S u k φ φ
+

  = + ∆ + + ∆ + +
   ���

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )

( )
1 1 22

1 3

1

                                                   1

C

k k
k

y y H u k H H u k

H u kφ

+
  = + ∆ + + + ∆ +
  

+ + ∆ − +…
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Predição j=3

DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( )
3 2

1

3
NC C

ik k
k k i

y y H u k i
+ +

=

   = + ∆ + −
       ∑

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )1 2 1 23
1

1 3
NC

ik k
k i

y y S u k S u k H u k iφ φ
+

=

  = + ∆ + + ∆ + + + ∆ + −
   ∑

ɵ ɵ ( )
1

1

NC C

ik j k j
k k i

y y H u k j i
+ + −

=

   = + ∆ + −
       ∑

ɵ ɵ ( ) ( )
2

1 2 1 22
1

C

k k
k

P

y y S u k S u k φ φ
+

  = + ∆ + + ∆ + +
   ���
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 2 1 2 1 2 33

4

1 2 1

1

C

k k
k

y y S u k S u k H u k H u k H u k

H u k

φ φ
+

  = + ∆ + + ∆ + + + ∆ + + ∆ + + ∆ +
  

+ ∆ − +…

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )1 2 1 23
1

1 3
NC

ik k
k i

y y S u k S u k H u k iφ φ
+

=

  = + ∆ + + ∆ + + + ∆ + −
   ∑

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 43
2 1 1

C

k k
k

y y S u k S u k S u k H u kφ φ
+

  = + ∆ + + ∆ + + ∆ + + + ∆ − +
  

…
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 2 3 1 23
4

2 1 3
NC

ik k
k i

y y S u k S u k S u k H u k i

φ

φ φ
+

=

  = + ∆ + + ∆ + + ∆ + + + ∆ + −
   ∑

���������

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )
3

1 2 3 1 2 33
2 1

C

k k
k

P

y y S u k S u k S u k φ φ φ
+

  = + ∆ + + ∆ + + ∆ + + +
   �����

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 43
2 1 1

C

k k
k

y y S u k S u k S u k H u kφ φ
+

  = + ∆ + + ∆ + + ∆ + + + ∆ − +
  

…
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DMC Caso MIMO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

C

k j k
k

i j j

P

y y S u k j S u k j S u k j

S u k j i S u k φ φ φ φ

+
  = + ∆ + − + ∆ + − + ∆ + − +
  

+ ∆ + − + + ∆ + + + + +

…

… … …
���������

ɵ ɵ ( ) ( ) ( )
3

1 2 3 1 2 33
2 1

C

k k
k

P

y y S u k S u k S u k φ φ φ
+

  = + ∆ + + ∆ + + ∆ + + +
   �����
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• Montando a predição em modelo de matriz

DMC Caso MIMO

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ ( )

( )
( )
( )

( )

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

11

2 1
2

3 2 1
3

1 2 1

0 0 0

0 0 1
0 2

1

C

ny nu ny nu ny nuk k
C

ny nu ny nu
k k

C
ny nu

kk

C np np np np m
k

k np

y S y
u k

S Sy yu k

S S S u k yy

u k mS S S S yy

× × ×+

× ×
+

×
+

− − − −

+

      ∆         ∆ +         = ∆ + +                 ∆ + −        

…

…

…

⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮⋮
…

1

2

3

np

P

P

P

P

        +         

⋮

C
ky S u y P= ∆ + + 1

i

i n
n

P φ
=

=∑ ( )
1

N

n l
j n

H u k n jφ
= +

= ∆ + −∑

1
S ny nu  = × 
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DMC Caso MIMO

• Cada matriz kS

2 1 2S H H= +
1

k

k l
l

S H
=

=∑

11, 12, 1 ,

21, 22, 2 ,

1, 2, ,

l l nu l

l l nu l

l

ny l ny l nynu l

h h h

h h h
H

h h h

 
 
 =
 
 
  

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…
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DMC Caso MIMO

• Subtraindo o set point para gera o vetor de erros

SP C SP
ky y y S u y P− = − ∆ − −

ke S u e P= − ∆ + − 'e S u e= − ∆ +

C
ky S u y P= ∆ + +
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DMC Caso MIMO

• Função Objetivo

( ) ( )' 'T TJ S u e S u e u R u= − ∆ + − ∆ + + ∆ ∆

' ' ' 'T TT T T T TJ u S S u u S e e S u e e u R u= ∆ ∆ − ∆ − ∆ + + ∆ ∆



110

DMC Caso MIMO

• Ótimo sem restrições

' '2 2 0
TT TJ

S S u S e e S R u
u

∂ = ∆ − − + + ∆ =
∂

( ) 1 'T Tu S S R S e
−

∆ = +

' ' ' 'T TT T T T TJ u S S u u S e e S u e e u R u= ∆ ∆ − ∆ − ∆ + + ∆ ∆
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DMC Caso MIMO

• Vetor de soluções

,

1

1

k

k

k j

k m

u

u

u
u

u

+

+

+ −

∆ 
 ∆ 
 

∆ =  ∆ 
 
 
∆  

⋮

⋮

1,

2,

,

, 0,1 1

k j

k j

k j

nu k j

u

u
u j m

u

+

+
+

+

∆ 
 ∆ ∆ = = −
 
 ∆  

…
⋮

,
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DMC Caso MIMO

• Matriz R

1

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

nu nu nu nu nu nuk

nu nu nu nu nu nuk

nu nu nu nu nu nuk j

nu nu nu nu nu nu k m

R

R

R
R

R

× × ×

× × ×+

× × ×+

× × × + −

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
  

… …

… …

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

… …

⋮ ⋮ … ⋮ ⋱ ⋮

… …

1 0

, 0,1 1

0
k j

nu k j

r

R j m

r
+

+

 
 = = − 
  

…

⋮ ⋱ ⋮ …

…

,
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DMC Caso MIMO

• Refinamento na função objetivo – priorização 
das variáveis controladas

T T TJ e W W e u R u= + ∆ ∆

( ) 1 'T T T Tu S W W S R S W W e
−

∆ = +

0
J

u

∂ =
∂
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DMC Caso MIMO
T T TJ e W W e u R u= + ∆ ∆

1

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

k
ny ny ny ny ny ny

k
ny ny ny ny ny ny

k j
ny ny ny ny ny ny

k np
ny ny ny ny ny ny

W

W

W
W

W

+
× × ×
+

× × ×

+
× × ×

+
× × ×

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
  

… …

… …

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ … ⋮

… …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

… …

1

2

0 0

0 0

0 0

k j

ny

W

W
W

W

+

 
 
 =
 
 
  

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…
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T T TJ e W W e u R u= + ∆ ∆

'e S u e= − ∆ +

( ) '

' ' '           

TT T T T

TT T T T

J u S W W S R u e W W S u

u S W W e e W W e

= ∆ + ∆ − ∆ −

∆ +
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QDMC

( ) ' ' '2
T TT T T T TJ u S W W S R u e W W S u e W W e= ∆ + ∆ − ∆ +

( ) '2
T
f

TT T T T

CH

J u S W W S R u e W W S u= ∆ + ∆ − ∆
������������

( ) '

' ' '           

TT T T T

TT T T T

J u S W W S R u e W W S u

u S W W e e W W e

= ∆ + ∆ − ∆ −

∆ +
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Problema QDMC

2T T
fJ u H u C u= ∆ ∆ + ∆

max maxu u u−∆ ≤ ∆ ≤ ∆

min maxu u u≤ ≤

min max

Cy y y≤ ≤

T TH S W W S R= + 'T TT
fC e W W S= −

s.a
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Problema QP
Forma Clássica

1
min

2
. . 0

T T
fx H x C x

s a Ax b

+

− ≤
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• Manipulação algébrica para colocar as 
restrições da forma requerida no solver:

Problema QP
Forma Clássica

. . 0s a Ax b− ≤

max maxu u u−∆ ≤ ∆ ≤ ∆ max 0
nu

I u u∆ − ∆ ≤
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• Manipulação algébrica para colocar as 
restrições da forma requerida no solver:

Problema QP
Forma Clássica

. . 0s a Ax b− ≤

max maxu u u−∆ ≤ ∆ ≤ ∆ max 0
nu

I u u− ∆ − ∆ ≤
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• Manipulação algébrica para colocar as 
restrições da forma requerida no solver:

Problema QP
Forma Clássica

. . 0s a Ax b− ≤

min maxu u u≤ ≤ ( )( )max 1 0N u u u k∆ − − − ≤

( )
( )

( )

1

1

u k

u k
u

u k m

 
 + =
 
 

+ −  

⋮

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

1

0 0 0
1

0 0
1 1

10

1 1

nu

nu nu

nu nu nu

nu nu nu nu uu k

N

I
u k u k

I I
u k u k

u u k N uI I I

u k u k m
I I I I

∆−

 
 − ∆   
    − ∆ +    = + = − + ∆
    
    

− ∆ + −       
  

…

…

…
⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

����� �������…
�����������
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• Manipulação algébrica para colocar as 
restrições da forma requerida no solver:

Problema QP
Forma Clássica

. . 0s a Ax b− ≤

min maxu u u≤ ≤ ( ) ( ) min1 0N u u k u − ∆ − − − ≤ 

( )
( )

( )

1

1

u k

u k
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u k m

 
 + =
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 − ∆   
    − ∆ +    = + = − + ∆
    
    

− ∆ + −       
  
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…
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• Manipulação algébrica para colocar as 
restrições da forma requerida no solver:

Problema QP
Forma Clássica

. . 0s a Ax b− ≤

min max

Cy y y≤ ≤ ( )max
0kS u y y P∆ − − − ≤

C
ky S u y P= ∆ + +
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• Manipulação algébrica para colocar as 
restrições da forma requerida no solver:

Problema QP
Forma Clássica

. . 0s a Ax b− ≤

min max

Cy y y≤ ≤ ( )min
0kS u y P y− ∆ − + − ≤

C
ky S u y P= ∆ + +
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Problema QDMC
Reunindo todas restrições
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1

2
T T

fJ u H u C u= ∆ ∆ + ∆

( )
( )

max

max

max

min

max

min

1
01

nu

nu

k

k

uI
uI

u u kN
u u k uN

y y PS

S y P y

∆  
   ∆ − 
 − − 
  ∆ − ≤
 − − −
   − −  
  − + −    

T TH S W W S R= + 'T TT
fC e W W S= −

s.a
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DMC POR 
REALINHAMENTO
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C
ky S u y P= ∆ + +

1

i

i n
n

P φ
=

=∑

( )
1

N

n j
j n

H u k n jφ
= +

= ∆ + −∑
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DMC por realinhamento

ɵ
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C
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y S y P
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S Sy y Pu k

S S S u k y Py

u k mS S S S y Py

× × ×+
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− − − +
+

 
  +  ∆       +∆ +       = ∆ + +  +             ∆ + −   +    

…

…

…

⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮⋮
…

np

 
 
 
 
 
 
 
 
  
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DMC por realinhamento

ɵ ɵ
1 2

1

P P

k k
k k

y y+ +
+

   =
      

• Cuttler propôs o realinhamento
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DMC por realinhamento

ɵ ɵ
1 2

1

P P

k k
k k

y y+ +
+

   =
      

• Inserindo o efeito da ação de controle aplicada 
no instante k:

ɵ ɵ ( )21 2
1

P P

k k
k k

y y S u k
+ +

+

   = + ∆
      
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DMC por realinhamento

ɵ ɵ
2 3

1

P P

k k
k k

y y+ +
+

   =
      

• A predição para k+2 nesse instante k+1 será, 
analogamente:

ɵ ɵ ( )32 3
1

P P

k k
k k

y y S u k
+ +

+

   = + ∆
      
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DMC por realinhamento
• A predição em k+1 para um instante genérico j

ɵ ɵ ( )
11

1

P P

jk j k j
k k

y y S u k
++ + +

+

   = + ∆
      

ɵ ɵ ( )21 2
1

P P

k k
k k

y y S u k
+ +

+

   = + ∆
      
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DMC por realinhamento
Predição até o horizonte NP
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DMC por realinhamento
Predição até o horizonte NP
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DMC por realinhamento
• Predição até o horizonte np

ɵ ɵ ( )
1

P P

k k
y M y M S u k

+
= + ∆

[ ] . .M np ny np ny= × .S np ny nu  = × 
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Correção da Predição
DMC por realinhamento

• Predição para o instante k+1 em k+1

ɵ ɵ
1 2

1

P C

k k
k k

y y+ +
+

   =
      

• Correção da Predição

ɵ ɵ ( ){ }1 11 1
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k k k
k

d y y S u k+ + +
 = − + ∆
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Correção da Predição
DMC por realinhamento

• Predição corrigida para o instante np
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DMC com correção
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DMC por realinhamento

ɵ ɵ
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y y+ +
+

   =
      

• Predição de k+1 feita no instante k+1:
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DMC por realinhamento
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   =
      

• A predição para k+2 nesse instante k+1 será, 
analogamente:
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DMC por realinhamento
• Montando a equação matricial dessas duas 

ações de controle para predição até o horizonte 
np:
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DMC por realinhamento
• Montando a equação matricial dessas duas 

ações de controle para predição até o horizonte 
np:
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DMC por realinhamento
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   =
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• A predição para k+2 nesse instante k+1 será, 
analogamente:
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DMC por realinhamento
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DMC por realinhamento
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DMC por realinhamento
• A predição em k+1 para um instante m-1 e 

horizonte de controle m
ɵ ɵ ( ) ( ) ( ) ( ) 11 2 11

1

1 2 1
C C

km mk m k m
k k

y y S u k S u k S u k m S u k m d+−+ − +
+

   = + ∆ + ∆ + + ∆ + − + ∆ + − +
      

…
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DMC por realinhamento
• A predição em k+1 para um instante genérico j 

e horizonte de controle m
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DMC por realinhamento
• A predição em k+1 para um instante j=np-1 e 

horizonte de controle m
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DMC por realinhamento
• A predição em k+1 para um instante j=np e 

horizonte de controle m
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 
 
 
 
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

… ⋯

…

( )
( )
( )

( )
( )

2 3 1

1

2

2

1
np np np m

u k

u k

u k

u k m

u k mS S
− − − +

  ∆  
   ∆ +  
 ∆ + 
  
  
 ∆ + − 
   ∆ + −    

⋮

⋯
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Notação Vetorial
com correção da predição
ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

1

2

3

1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

C

ny ny ny ny ny ny ny ny ny nyk

C
ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

k
ny ny ny ny ny ny ny ny ny nyC

k

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

C
ny ny ny ny ny ny ny

k np k

y I

Iy

y

I

y

× × × × ×+

× × × × ×
+

× × × × ×

+

× × × × ×

× × ×
+ +

 
 
 
 
  = 
 
 
 
  

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

⋮ …

…

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

1
1

2 1

1
3

1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

C

k
kC

k k

C
k

k

kC
ny ny ny

k np k

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny

y
d

y d

dy

d
I y

I

I

+
+

+ +

+
+

+
× ×

+

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

 
                    + +                   
     

⋮
⋮

…

…

…

1

2 1

3 2 1

1 2 3 4

1

0 0 0 0

0 0 0

0

0

0 0 0 0

0 0 0 0

ny nu ny nu ny nu ny nu

ny nu ny nu ny nu

ny nuny

ny nu

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny np np np np np m

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny
np np

S

S S

S S S

I S S S S S

I S S S

× × × ×

× × ×

×

×

× × × × × − − − − −

× × × × ×
−

 
 
 
 
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

… ⋯

…

( )
( )
( )

( )
( )

2 3 1

1

2

2

1
np np np m

u k

u k

u k

u k m

u k mS S
− − − +

  ∆  
   ∆ +  
 ∆ + 
  
  
 ∆ + − 
   ∆ + −    

⋮

⋯

ɵ ɵ ( )
1

1
C C

kMk k
y M y M D u d k

+
= + ∆ + +
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DMC com uso de θ
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DMC com uso de θ

C
k

k
y S u y P  = ∆ + + 

C P

kk
y S u y   = ∆ +   

1

i

i n
n

P φ
=

=∑

( )
1

N

n j
j n

H u k n jφ
= +

= ∆ + −∑
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DMC com uso de θ

C P

kk
y S u yθ     = ∆ +     

( ). . .
0 , . .

np ny np ny N np ny
I np ny N nyθ θ

× −
   = = ×  

. .S N ny m nu = × 

[ ] . 1u m nu∆ = ×

. 1P

k
y N ny  = × 

. 1C

k
y np ny  = × 
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Função erro do DMC
com uso de θ

C P

kk
y S u yθ     = ∆ +     

SP C

k
e y y = −  

SP P

k
e y y S uθ θ = − − ∆ 
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Função erro do DMC
com uso de θ

SP P

k
e y y S uθ θ = − − ∆ 

'e e S uθ= − ∆

' . 1e np ny  = × 
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Função objetivo do DMC 
com uso de θ

T T TJ e W W e u R u= + ∆ ∆
'e e S uθ= − ∆

( ) ' ' '2
T TT T T T T TJ u S W W S R u e W W S u e W W eθ θ θ= ∆ + ∆ − ∆ +

2T T
fJ u H u C u= ∆ ∆ + ∆
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2
1

Início 

Leitura da 
planta yk 

yP= yk 

min 2T T
f

u
J u H u C u

∆
= ∆ ∆ + ∆  

Aplica ( )u k∆  

Cálculo das 
ações de 
controle 

( )
'

'

sp p

TT T
f

T T T

e y y

c e W W S

H S W W S R

θ

θ θ

= −

= −

= +
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1

2

ɵ ɵ ( ){ } ( )
ɵ ɵ

1

1

1
C P

k k

P C

k

y y S u k d k

y M y

+

+

= + ∆ + +

=
 

k=k+1 

ɵ ɵ ( )P P

k
y y S u k= + ∆  

Leitura da 
planta yk 

ɵ ɵ ( ){ }1 111

P

k kk
k

d y y S u k+ ++
 = − + ∆
  
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LDMC
• Função Objetivo de um QDMC

( ) ' ' '2
TT T T T T TJ u S W W S R u S W W e u e W W e= ∆ + ∆ − ∆ +

( ) '2 2T T T TJ
S W W S R u S W W e

u

∂ = + ∆ −
∂

( ) '2 2 0T T T TJ
S W W S R u S W W e

u

∂ = + ∆ − =
∂
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LDMC
• Se houver restrições, esse ponto ótimo não é 

alcançado.

( ) '2 2 0T T T TJ
S W W S R u S W W e

u

∂ = + ∆ − ≠
∂

( ) 'T T T TS W W S R u S W W eρ+ ∆ − =

[ ]1 1 .

T

nu mρ ρ ρ ρ= …
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LDMC
• Função Objetivo do LDMC

.

1

min
m nu

i i
u

i

φ ν ρ
∆ =

= ∑
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LDMC
• Para linearizar a Função Objetivo do LDMC

.

1

min
m nu

i
u

i

φ ρ
∆ =

= ∑

0iρ ≤

0iρ >
i i ix zρ = +

,   , 0i i i i ix z x zρ = − ≥

0ix = i iz ρ= −

i ix ρ=0iz =
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LDMC
• Problema LDMC

( )
.

1

min
m nu

i i i
u

i

x zφ ν
∆ =

= +∑

( ) 'T T T T
i ix z S W W S R u S W W eρ = − = + ∆ −

max maxu u u−∆ ≤ ∆ ≤ ∆ min maxu u u≤ ≤

0; 0;i ix z≥ ≥

sujeito a
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LDMC
• Se não tivermos restrições ativas, os resultados 

obtidos no problema DMC (sem restrições), 
QDMC e LDMC são iguais.

( ) ' 0T T T T
i ix z S W W S R u S W W eρ = − = + ∆ − =

( ) 'T T T TS W WS R u S W We+ ∆ =
( ) 1

'T T T Tu S W W S R S W W e
−

∆ = +

'
DMCu K e∆ ='

ke e P= − 1

i

i n
n

P φ
=

=∑

( )
1

N

n j
j n

H u k n jφ
= +

= ∆ + −∑
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LDMC
'

DMCu K e∆ =

( )
( )

( )

( )
( )

( )

'11 12 1

'
21 22 2

'

1 2

1

1 2

1

N

N

m m mN

K K K
u k e k

K K Ku k e k

u k m e k NK K K

   ∆  +      ∆ + +   =            ∆ + − +        

…

…

⋮ ⋮⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

( ) ( )'
11 12 1 1Nu k K K K e k ∆ = +  

…

. .DMCK m nu N ny = ×  

' . 1e N ny  = × 
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LDMC

'
DMCu K e∆ =
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MPC em Malha Fechada
• Equação de Predição do DMC com matriz de 

realinhamento

ɵ ɵ ( ) ( )
1

1
C C

k k
y M y M S u k d k

+
= + ∆ + +

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1x k Ax k Bu k

y k Cx k

+ = +


=
0 0ny ny nyC I =  …
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Recordando que...

ɵ ɵ ( ) ( )
1

1
C C

k k
y M y M S u k d k

+
= + ∆ + +

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

I

I

I

I

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

 
 
 
 
 
 
 
 
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…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

…
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ɵ ɵ ( ){ }1 11 1

P
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k
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 
 
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 
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  

⋮

1

1
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d

d

d

d

+

+

+

+

 
 
 
 
 
 
  

⋮
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2
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np

S

S

S

S

 
 
 
 
 
 
 
  

⋮
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MPC em Malha Fechada

( )( )1 Pk k
y C y S u k

+
= + ∆

ɵ ɵ ( )( )1

P P

k k
y C y S u k

+
= + ∆
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MPC em Malha Fechada

1 2

T

k k k k N k
y y y y

+ + +
 =  …

1 2

T

P P P PN
S S S S =  …

( )( )1 Pk k
y C y S u k

+
= + ∆
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MPC em Malha Fechada

( ) ɵ ( )( ) ɵ ( )( )1 1
1

C C

Pk k k k
d k y y C y S u k C y S u k

+ +
+ = − = + ∆ − + ∆



183

MPC em Malha Fechada

ɵ ɵ ( ) ( )
1

1
C C

k k
y M y M S u k d k

+
= + ∆ + +

ɵ ɵ ( ) ( )( ) ɵ ( )( ){ }1

C C C

F Pk k k k
y M y M S u k K C y S u k C y S u k

+
= + ∆ + + ∆ − + ∆

( ) ( )( ) ɵ ( )( )1
C

Pk k
d k C y S u k C y S u k+ = + ∆ − + ∆
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MPC em Malha Fechada

T

F ny ny ny
K I I I =

 
…

ɵ ɵ ɵ ɵ
1 2

TC C C C

k k k k N
k

y y y y
+ + +

 =
  

…
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ɵ ( ) ɵ ( ) ( )
1

C C

F F F FPk k k
y M K C y M S K CS K CS u k K C y

+
= − + + − ∆ +

MPC em Malha Fechada

ɵ ɵ ( ) ( )( ) ɵ ( )( ){ }1

C C C

F Pk k k k
y M y M S u k K C y S u k C y S u k

+
= + ∆ + + ∆ − + ∆

ɵ ɵ ( ) ( ) ɵ ( )
1

C C C

F F F FPk k k k
y M y M S u k K C y K CS u k K C y K CS u k

+
= + ∆ + + ∆ − − ∆

ɵ ( ) ɵ ( ) ( )
1

C C

F F FPk k k
y M K C y M S K C S S u k K C y

+
 = − + − − ∆ + 
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MPC em Malha Fechada

( ) ( )
1

1
Pk k

y M y M S u k d k
+

= + ∆ + +

• Predição para a planta

( )
1 Pk k

y M y M S u k
+

= + ∆
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MPC em Malha Fechada

ɵ ( ) ɵ ( ) ( )
1

C C

F F FPk k k
y M K C y M S K C S S u k K C y

+
 = − + − − ∆ + 

( )
1 Pk k

y M y M S u k
+

= + ∆
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MPC em Malha Fechada
• Sistema Controlador e Processo

ɵ ( ) ɵ

( )
1

0

C C

FF F P

Pk k

M S K C S Sy M K C K C y
u k

M M Sy y
+

        − −−       = + ∆ 
            

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1x k Ax k B u k

y k Cx k

+ = + ∆


=
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MPC em Malha Fechada
• Subtraindo do set point:

ɵ ( ) ɵ

( )
1

0

C CSP SP
FF F P

SP SP

Pk k

M S K C S Sy yy M K C K C y
u k

My y M Sy y
+

            − −−          − = − − ∆ 
                   

TSP SPy y 
 

( ) ( )
0

SP SPSP SP SP SP
F FF F

SP SP SP SPSP

M K C y K C yy y M y yM K C K C

My y M y yM y

          − +−
        = = = = 
                  
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MPC em Malha Fechada
ɵ ( ) ( ) ɵ

( )
1

0 0

C CSP SP
FF F F F P

SP SP

Pk k

M S K C S Sy yy M K C K C M K C K C y
u k

M My y M Sy y
+

             − −− −          − = − − ∆   
                      

ɵ ( ) ɵ
( )

0

C CSP SP
FF F P

SP SP

P

M S K C S Sy y M K C K C y y
u k

M M Sy y y y

        − −− − −       = − ∆ 
      − −     

( ) ( )
' '

' '

1
0

FF F P

k k P

M S K C S Se eM K C K C
u k

M M Se e+

        − −−   = − ∆     
             
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MPC em Malha Fechada
( ) ( )

' '

' '

1
0

FF F P

k k P

M S K C S Se eM K C K C
u k

M M Se e+

        − −−   = − ∆     
             

'

DMC
u K e∆ =

( ) '' '

' ' '

1
0

F DMCF F P

k k P DMC k

K eM S K C S Se eM K C K C

M M Se e K e+

         − −−     = −     
                
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MPC em Malha Fechada
( ) '' '

' ' '

1
0

F DMCF F P

k k P DMC k

K eM S K C S Se eM K C K C

M M Se e K e+

         − −−     = −     
                

( ) { } { }' ' '

' ' '

1
0

F FF F DMC DMCP P

k k kDMC DMCP P

M S K C S S K M S K C S S Ke e eM K C K C

Me e eM S K M S K+

           − − − −−     = −       
                

( ) { } { }' '

' '

1

F F F FDMC DMCP P

k kDMC DMCP P

M K C M S K C S S K K C M S K C S S Ke e

e eM S K M M S K+
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MPC em Malha Fechada
• Autovalores de A definem a estabilidade da 

malha fechada

( ) { } { }' '

' '
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MPC em duas camadas
• Camada estática e camada dinâmica

Camada de Otimização (LP ou QP)

MPC (DMC, QDMC, 
LDMC)

yS

P
uirv ySS uk-1
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MPC em duas camadas
• Predição do MPC
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MPC em duas camadas
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MPC em duas camadas
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MPC em duas camadas
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MPC em duas camadas

ɵ ( )
1

0

mC P

Nk k N
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MPC em duas camadas

ɵ ( ) ( )1 1
C P

Nk k N
y y S u k m u k

+∞ +
− = + − − −  

N
y S u∆ = ∆
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MPC em duas camadas
• A camada interna do MPC está preocupada com a 

dinâmica para se atingir o setpoint definido pela 
camada externa, tendo como índice o somatório 
quadrático dos erros durante o horizonte de predição do 
controlador.

• A camada externa de otimização está preocupada em 
definir esse setpoint, também chamado de target, 
observando, normalmente, aspectos econômicos. 
Dentro desta camada de otimização tem-se apenas a 
informação do ganho estático, visto que a dinâmica não 
é relevante para esta camada, enquanto que na 
camada do MPC a informação completa do processo, 
dinâmica e estática, é importante.



203

MPC em duas camadas

ɵ ( ) ( )1 1
C P

Nk k N
y y S u k m u k

+∞ +
− = + − − −  

ɵ [ ]1

C P
SS kNSS k N

y y S u u−+
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MPC em duas camadas
ɵC

SS
y

P

k N
y

+

N
S

1ku −

SSu irvu

: predição para o novo estado estacionário obtido de uma função objetivo econômica

: situação no futuro N caso nenhuma ação de controle seja tomada

: ganho estático do processo

: valor atual das manipuladas

: valor desejado para as variáveis manipuladas,
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Alteração da função objetivo
MPC em duas camadas

( ) ( )1 1

TT T T
k m irv k m irvu

J e W W e u u R u u u R u+ − + −= + − − + ∆ ∆
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MPC em duas camadas
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MPC em duas camadas

u2

u1

T T
SSy SS u

p y p uφ = +
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MPC em duas camadas
• Programação Linear na camada superior

,
min
C
SS SS

T C T
SSy SS uy u

p y p uφ = +

ɵ [ ]1

C P
SS kNSS k N

y y S u u−+
− = −

min maxSSu u u≤ ≤

min max

C C C

SS
y y y≤ ≤

s. a.
C

SS
y SPy

SSu irvu
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MPC em duas camadas
• Se o modelo fosse exatamente o real, ao definir a 

controlada, fica definida a manipulada e vice-versa. 
Como isso não ocorre, não conseguimos satisfazer o 
par controlada-manipuladas desejado.

• Ex: Se o ganho estático do modelo for maior que o real, 
tem-se, para um dado yss, um valor menor de u1 que 
poderia ser retirado:

ɵ [ ]1

C P
SS kNSS k N

y y S u u−+
− = −

ɵ

1

C P

SS k N
SS k

N

y y
u u

S
+

−

−
= +
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MPC em duas camadas
• Para resolver este problema, a função objetivo do MPC 

pode ser alterada:

( ) ( )1 1

TT T T
k m irv k m irvu
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⋮
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QDMC em duas camadas
• Função objetivo do QDMC em duas camadas

( ) ( )1 1

T

k irv k irvu
I u u u R I u u u− −∆ + − ∆ + −

( ) ( )1 1

TT T T
k m irv k m irvu
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QDMC em duas camadas

( ) ( ) ( )1 1 12
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QDMC em duas camadas
• Função objetivo do QDMC com a inclusão de uirv

2T T
fJ u H u C u= ∆ ∆ + ∆

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1
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Controle de saídas por faixa
• Nos processos a serem controlados, a maioria 

das saídas não tem um setpoint bem definido e 
sim uma faixa onde a saída, variável 
controlada, tem que ser mantida. 

• Essa faixa é conhecida como restrição leve ou, 
do inglês, “soft constraints”. 

• Desta forma, permite-se um grau de liberdade 
para as controladas, o que “relaxa” o problema 
de otimização.  Estas variáveis só passam a ser 
efetivamente controladas pelas manipuladas 
disponíveis quando uma das restrições for 
atingida (ymax, ymin). 
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Controle de saídas por faixa

ymax

ymin

y

t
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Controle de saídas por faixa
• Função objetivo do MPC por faixa

( ) ( )
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1 1
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MPC sem camada de 
otimização

• Função objetivo econômica

T T
SSy SS u

p y p uφ = +

1
T C T

ny y u
y p y p uφ += = +
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Qual o valor desejado para 
essa nova variável?

• Função objetivo deve ser maximizada

1,01SET ATUALφ φ=
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Quando ativar essa variável?

1,01SET ATUALφ φ=
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MPC com ações não igualmente espaçadas

� Para processos com período de 
estabilização N muito grande, o horizonte 
de controle m tende ao valor unitário, pois 
tudo se passa como, apesar de ter 
ocorrido várias ações de controle, esta 
ação fosse única. 

� Se a ação de controle fosse executada 
em tempos maiores, mais espaçados, 
teríamos uma ação mais eficaz do 
controlador.
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MPC com ações não igualmente espaçadas

MPC não igualmente 

espaçado
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MPC com ações não igualmente espaçadas

• Equação de predição para m=3.

( ) ( ) ( )1 2, ,u k u k n u k n∆ ∆ + ∆ +

1 2n n<
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MPC com ações não igualmente espaçadas

• Exemplo para m=3. ( ) ( ) ( )1 2, ,u k u k n u k n∆ ∆ + ∆ +
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Sistema Integrador

� São sistema que apresentam polo na origem 
em uma função de transferência em Laplace ou 
no círculo unitário na função de transferência 
em Z.

( ) ( )
P

N s
G s

s
=

( ) ( )
11P

N z
HG z

z−=
−
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Extrapolação de Saída do Modelo

1 1

P P

k N k Nk k
y y

+ + −
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2 1

P P

k N k Nk k
y y
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1 2∆ = ∆



232

Extrapolação de Saída do Modelo
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Extrapolação de Saída do Modelo
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ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

I

I

M

I

I I

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

 
 
 
 

=  
 
 
 

−  

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

…

…
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Análise de Estabilidade de um Sistema Geral

ɵ ɵ ( ) ( )
1

1
C C

k k
y M y M S u k d k

+
= + ∆ + +

ɵ ɵ ( ) ɵ ( )( ){ }1 1

C C C

Fk k k k
y M y M S u k K y C y S u k

+ +
= + ∆ + − + ∆

( ) ɵ ( )( ){ }1
1

C

F k k
d k K y C y S u k

+
+ = − + ∆

T

F ny ny ny
K I I I =

 
…
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Análise de Estabilidade de um Sistema Geral

ɵ ɵ ( ) ɵ ( )( ){ }1 1

C C C

Fk k k k
y M y M S u k K y C y S u k

+ +
= + ∆ + − + ∆

ɵ ɵ ( ) ɵ ( )
1 1

C C C

F F Fk k k k
y M y M S u k K y K C y K CS u k

+ +
= + ∆ + − − ∆

ɵ ɵ ( )
1 1

C C

F F Fk k k
y M K C y M K C S u k K y

+ +
   = − + − ∆ +
   
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Análise de Estabilidade de um Sistema Geral

ɵ ɵ ( )
1 1

C C

F F Fk k k
y M K C y M K C S u k K y

+ +
   = − + − ∆ +
   

( )1x k+ ( )x kA B u∆
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Análise de Estabilidade de um Sistema 
Autorregulador

{ } 0FDet M K C Iλ − − =
 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

F

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

I I

I I

M K C

I

I

× × × × × ×

× × × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

 
 
 
 

− = − 
 
 
 
  

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

…

…

0 0 0 0ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny

ny ny

I
I

I

I

×
× × × × ×

×

×

 
 
 
 

    
 
 
 
  

…
⋮
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Análise de Estabilidade de um Sistema 
Integrador

{ } 0FDet M K C Iλ − − =
 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

F

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

I I

I I

M K C

I

I I

× × × × × ×

× × × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

 
 
 
 

− = − 
 
 
 

−  

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

…

…

0 0 0 0

ny

ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny

ny ny

I
I

I

I

×
× × × × ×

×

×

 
 
 
 

    
 
 
 
  

…
⋮
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Análise de Estabilidade de um Sistema 
Integrador

{ } 0FDet M K C Iλ − − =
 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

F

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

I I

I I

M K C

I

I I

× × × × × ×

× × × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

 
 
 
 

− = − 
 
 
 

−  

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

…

…

0 0 0 0

1,1

ny

ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny

ny ny

I
I

I

I

×
× × × × ×

×

×

 
 
 
 

    
 
 
 
  

…
⋮
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Sistema Integrador com 
Espaço de Estados

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1y k y k y k y k S u k + = + − − + ∆ 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1y k y k y k S u k+ = − − + ∆
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Sistema Integrador com 
Espaço de Estados

( )
( )

( )
( )

1

2

y k

x k y k

y k

 
 

= − 
 −  

( ) ( )0 0ny ny nyy k I x k =  

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1y k y k y k S u k+ = − − + ∆
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Sistema Integrador com 
Espaço de Estados

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
1

1

1 2 0

0 0 1 0

0 0 01 2

ny ny

ny

ny
k k

Sy k y kI I

y k I y k u k

Iy k y k
+

   +   −
      = − + ∆      
      − −         

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 1y k y k y k S u k+ = − − + ∆
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Sistema Integrador com 
Espaço de Estados

• Colocando a correção da leitura da planta

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1
1

F k
x k Ax k B u k K y C Ax k B u k

+
+ = + ∆ + − + ∆

0 0
T

F nyK I =  

( ) ( ) ( ) ( )11 kF F F
x k A K C A x k B K CB u k K y u k+   + = − + − ∆ + ∆   
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Estabilidade no 
Sistema Integrador com 

Espaço de Estados

( ) ( ) ( ) ( )11 kF F F
x k A K C A x k B K CB u k K y u k+   + = − + − ∆ + ∆   

2 1 0

1 0 0

0 1 0

A

− 
 =  
  

0 0
T

F nyK I =   [ ]1 0 0C =
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Equação de predição para o instante 1

( ) ( ) ( )1x k Ax k B u k+ = + ∆

• Equação de predição para o instante 2

( ) ( ) ( )2 1 1x k Ax k B u k+ = + + ∆ +

( ) ( )y k Cx k=

( ) ( ) ( ) ( )2 1x k A Ax k B u k B u k + = + ∆ + ∆ + 

( ) ( ) ( )1x k Ax k B u k+ = + ∆
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

( ) ( ) ( ) ( )22 1x k A x k AB u k B u k+ = + ∆ + ∆ +

( ) ( ) ( ) ( )2 1x k A Ax k B u k B u k + = + ∆ + ∆ + 
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

( ) ( )2 2y k Cx k+ = +

( ) ( ) ( ) ( )22 1y k C A x k AB u k B u k + = + ∆ + ∆ + 

( ) ( ) ( ) ( )22 1y k C A x k C AB u k CB u k+ = + ∆ + ∆ +

( ) ( ) ( ) ( )22 1x k A x k AB u k B u k+ = + ∆ + ∆ +
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Equação de predição para o instante 3

( ) ( ) ( )3 2 2x k Ax k B u k+ = + + ∆ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )23 1 2x k A A x k AB u k B u k B u k + = + ∆ + ∆ + + ∆ + 

( ) ( ) ( ) ( )22 1x k A x k AB u k B u k+ = + ∆ + ∆ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 23 1 2x k A x k A B u k AB u k B u k+ = + ∆ + ∆ + + ∆ +
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

( ) ( )3 3y k Cx k+ = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 22 1 2y k C A x k A B u k AB u k B u k + = + ∆ + ∆ + + ∆ + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 22 1 2y k C A x k C A B u k C AB u k CB u k+ = + ∆ + ∆ + + ∆ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 23 1 2x k A x k A B u k AB u k B u k+ = + ∆ + ∆ + + ∆ +
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Equação de predição para o instante np

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 23 1 2x k A x k A B u k AB u k B u k+ = + ∆ + ∆ + + ∆ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1np np np np mx k np A x k A B u k A B u k A B u k m− − −+ = + ∆ + ∆ + + ∆ + −⋯
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

( ) ( )y k np Cx k np+ = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1np np np np my k np C A x k A B u k A B u k A B u k m− − − + = + ∆ + ∆ + + ∆ + −
  

⋯

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1np np np np my k np C A x k C A B u k C A B u k C A B u k m− − −+ = + ∆ + ∆ + + ∆ + −⋯

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1np np np np mx k np A x k A B u k A B u k A B u k m− − −+ = + ∆ + ∆ + + ∆ + −⋯
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Equação de predição para um instante j
genérico

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 31 2

1

np np np np

np m

y k np C A x k C A B u k C A B u k C A B u k

C A B u k m

− − −

−

+ = + ∆ + ∆ + + ∆ + +

+ + ∆ + −…

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 31 2

1

j j j j

j m

y k j C A x k C A B u k C A B u k C A B u k

C A B u k m

− − −

−

+ = + ∆ + ∆ + + ∆ + +

+ + ∆ + −…
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Equação de predição forma matricial

( )
( )
( )

( )

( )

( )
( )
( )

( )

2

23

1 2 3

1 0 0 0

0 02 1

0 23

1

ny nu ny nu ny nu

ny nu ny nu

ny nu

np np np np mnp

C Ay k CB u k
C AB CBC Ay k u k

C A B C AB CBx k u kC Ay k

u k mC A B C A B C A B C A By k np C A

× × ×

× ×

×

− − − −

   +    ∆
     + ∆ +     
     = + ∆ ++     
     
      ∆ + −+         

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮⋮⋮

⋯


 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 31 2

1

j j j j

j m

y k j C A x k C A B u k C A B u k C A B u k

C A B u k m

− − −

−

+ = + ∆ + ∆ + + ∆ + +

+ + ∆ + −…

1k k kx x u+ = Ψ + Θ∆
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

• Equação de predição do DMC Clássico

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny ny ny ny ny

I

I

M

I

I I

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

 
 
 
 

=  
 
 
 

−  

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

…

…

ɵ ɵ ( ) ( )
1

1
C C

k k
y M y M S u k d k

+
= + ∆ + +
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

• Considerando a predição como uma equação 
em espaço de estado:

ɵ

( )



( ) ɵ
( )



( ) ( )
1 1

1

C C

F F Fk k k

x k x kA B

y M K C y M K C S u k K y
+ +

+

= − + − ∆ +
����� �������

1,1
T

F ny ny ny
K I I I =

 
…
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

• Uma abordagem utilizada pelo SICON:

1 1 1
2P

k k k k k k k
y y y y y y y y

+ − −
= + ∆ = + − = −
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

• Uma abordagem utilizada pelo SICON:

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
1

1

1 2 0

0 0 1 0

0 0 01 2

ny ny ny

ny ny ny

ny ny ny
k k

Sy k y kI

y k I y k u k

Iy k y k
+

   +   −
      = − + ∆      
      − −         
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

• Equação de Predição com correção da 
estimativa

ɵ ɵ ( ) ( )( ) ɵ ( )( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y S u k C y S u k+ = + ∆ + + ∆ − + ∆
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

ɵ ɵ ( ) ( )( ) ɵ ( )( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y S u k C y S u k+ = + ∆ + + ∆ − + ∆

ɵ ɵ ( ) ( ) ɵ ( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y CS u k C y CS u k+ = + ∆ + + ∆ − − ∆

0 0
ny ny ny

T

k k k k k

C I

y y y y

 =
 

 =  

…

… 0 0

k

k

ny ny nyk k

k

y

y
C y I y

y

 
 
  = =  
 
 
 

…
⋮
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

ɵ ɵ ( ) ( )( ) ɵ ( )( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y S u k C y S u k+ = + ∆ + + ∆ − + ∆

ɵ ɵ ( ) ( ) ɵ ( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y CS u k C y CS u k+ = + ∆ + + ∆ − − ∆

1 2

0 0
ny ny ny

T

P P P PN

C I

S S S S

 =
 

 =  

…

…

1

2

1
0 0

P

P

nyP ny ny P

PN

S

S
CS I S

S

 
 
  = =  
 
  

…
⋮
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

ɵ ɵ ( ) ( )( ) ɵ ( )( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y S u k C y S u k+ = + ∆ + + ∆ − + ∆

ɵ ɵ ( ) ( ) ɵ ( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y CS u k C y CS u k+ = + ∆ + + ∆ − − ∆

ɵ ɵ ɵ ɵ
1 1

0 0
ny ny ny

TC C C C

k k k k np

C I

y y y y
+ + −

 =
 

 =
  

…

… ɵ

ɵ

ɵ

ɵ

ɵ1

1

0 0

C

k

C
C C

k
ny ny nyk k

C

k np

y

y
C y I y

y

+

+ −

 
 
 
  = =

   
 
 
  

…
⋮
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

ɵ ɵ ɵ ( ) ( )( ) ɵ ( )( ){ }11

C C C C

k k F Pk k k
y x Ax B u k K C y S u k C y S u k++

= = + ∆ + + ∆ − + ∆

ɵ ɵ ( ) ( ) ɵ ( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y CS u k C y CS u k+ = + ∆ + + ∆ − − ∆

1 2

0 0
ny ny ny

T

np

C I

S S S S

 =
 

 =
 

…

…

1

2

1
0 0

ny ny ny

np

S

S
CS I S

S

 
 
  = =  
 
 
 

…
⋮
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

ɵ ɵ ( ) ( ) ɵ ( ){ }1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K C y CS u k C y CS u k+ = + ∆ + + ∆ − + ∆

ɵ ɵ ( ) ( ) ɵ ( ){ }1 1 1

C C C

k k F Pk k
x Ax B u k K y S u k y S u k+ = + ∆ + + ∆ − − ∆

ɵ ɵ ( ) ɵ ( ){ }1 11

C C C

k k F k k
x Ax B u k K y y S u k+ +

= + ∆ + − − ∆
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

ɵ ɵ ( ) ɵ ( ){ }1 11

C C C

k k F k k
x Ax B u k K y y S u k+ +

= + ∆ + − − ∆

( ) ( ) ( )1y k C Ax k B u k + = + ∆ 

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ){ }1 1

C C

k k F k
x Ax B u k K y C Ax k B u k+ +

 = + ∆ + − + ∆ 
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ){ }1 1

C C

k k F k
x Ax B u k K y C Ax k B u k+ +

 = + ∆ + − + ∆ 

( ) ( ) ( )
1

1
F F F k

x k A K C A x k B K CB u k K y
+

   + = − + − ∆ +   

2 1 0

1 0 0

0 1 0

ny ny ny

ny ny ny

ny ny ny

 −
 
 
 
 

0 0
T

ny ny nyF
K I =  

0 0ny ny nyC I =  

1

0

0
ny

ny

S

B

 
 

=  
 
 

( )
( )

( )

1

1

y k

y k

y k

 +
 
 
 −  
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2 1 0

1 0 0

0 1 0

ny ny ny

ny ny ny

ny ny ny

 −
 
 
 
 

0 0
T

ny ny nyF
K I =  

0 0ny ny nyC I =  

1

0

0
ny

ny

S

B

 
 

=  
 
 

( )
( )

( )

1

1

y k

y k

y k

 +
 
 
 −  

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )

1

1

1

1 2 1 0

1 0 0 1 0

0 1 0 01 2

2 1 0

0 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 2

ny ny ny

ny ny ny ny

ny ny ny ny
k k

ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny nyk

ny ny ny ny

Sy k y k

y k y k u k

y k y k

y kI

y I y k

y k

+

+

   +   −
      = − + ∆ +      
      − −         

   −
   

 + − −    
    −    

( )
1

0

0
ny

ny
k

S

u k

    
     + ∆    

     
      

ɵ ɵ ( ) ( ) ( ){ }1 1

C C

k k F k
x Ax B u k K y C Ax k B u k+ +

 = + ∆ + − + ∆ 



273

INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )

1

1

1

1 2 1 0

1 0 0 1 0

0 1 0 01 2

2 1 0

0 0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 2

ny ny ny

ny ny ny ny

ny ny ny ny
k k

ny ny ny ny

ny ny ny ny ny ny nyk

ny ny ny ny

Sy k y k

y k y k u k

y k y k

y kI

y I y k

y k

+

+

   +   −
      = − + ∆ +      
      − −         

   −
   

 + − −    
    −    

( )
1

0

0
ny

ny
k

S

u k

    
     + ∆    

     
      

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
111

1

2 11 2 1 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 01 2

nykny ny ny

ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny
k k

y y k y k S u kS u ky k y k

y k y k

y k y k

+

+

     − + − − ∆ ∆+  −
       = − + +        
       − −              
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INTEGRADOR EM ESPAÇO DE 
ESTADO COM REALINHAMENTO

( )
( )

( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
111

1

2 11 2 1 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 01 2

nykny ny ny

ny ny ny ny ny

ny ny ny ny ny
k k

y y k y k S u kS u ky k y k

y k y k

y k y k

+

+

     − + − − ∆ ∆+  −
       = − + +        
       − −              

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
1

1

2 11 2 1

0

01 1

nyny k

ny

ny
k

y y k y ky k y k y k

y k y k

y k y k

+

+

     − + −+ − −
    

= +     
    − −          

( )
( )

( )
( )

( )

1

1

1

1 1

k

k

yy k

y k y k

y k y k

+

+

   +
   

=   
   − −      

Com o observador escolhido e o vetor de deslocamento,
o vetor de estados é atualizado com os dados da planta, 
equivalente ao modelo de realinhamento
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Um modelo pode ser escrito no domínio 
discreto z

( )
( )

1

0

i nb
i

i
i

i na
i

i
i

b z
Y z

U z
a z

=
−

=
=

−

=

=
∑

∑

( )( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 21 na nb

na nbY z a z a z a z b z b z b z U z− − − − − −+ + + + = + +… …

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

na nb
na nbY z a z Y z a z Y z a z Y z b z U z b z U z b z U z− − − − − −+ + + = + +… …
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Transformando em equações de diferenças

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

na nb
na nbY z a z Y z a z Y z a z Y z b z U z b z U z b z U z− − − − − −+ + + = + +… …

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 2 1 2na nby k a y k a y k a y k na b u k b u k b u k nb+ − + − + − = − + − + −… …

( ) ( ) ( )
1 1

na nb

i i
i i

y k A y k i B u k i
= =

+ − = −∑ ∑
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• Definindo como estado não mínimo:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
T

x k y k y k y k na u k u k nb = − − + − − + ⋯ ⋯

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2
na nb

y k A y k A y k A y k na B u k B u k B u k nb= − − − − − − + − + − + −… …

• Predição para um instante genérico k
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• As leituras do passado podem ser obtidas a 
partir das informações disponíveis da planta

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 2 3 1 2 2 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 0 0 02

0 0 0 0 0 0 0 01

na na nb nb nb

k

y k A A A A A B B B B

y k I

y k I

Iy k na

u k
Iu k

Iu k nb

− − −
  − − − − −
  −  
  −  
  
  =− + 
 − 
 −
 
 
 − +   

⋯ ⋯

⋯ ⋮

⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮⋮
⋯ ⋯

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )

1

1

1

2 0

3 0

10

2
03

0
k

y k B

y k

y k

u ky k na
Iu k

u k

u k nb
−

−   
   −   
   −   
   
   + −−    
    −    
 −   
    
    
     −     

⋮⋮

⋮⋮
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• As leituras do passado podem ser obtidas a 
partir das informações disponíveis da planta

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 2 3 1 2 2 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 0 0 02

0 0 0 0 0 0 0 01

na na nb nb nb

k

y k A A A A A B B B B

y k I

y k I

Iy k na

u k
Iu k

Iu k nb

− − −
  − − − − −
  −  
  −  
  
  =− + 
 − 
 −
 
 
 − +   

⋯ ⋯

⋯ ⋮

⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮⋮
⋯ ⋯

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )

1

1

1

2 0

3 0

10

2
03

0
k

y k B

y k

y k

u ky k na
Iu k

u k

u k nb
−

−   
   −   
   −   
   
   + −−    
    −    
 −   
    
    
     −     

⋮⋮

⋮⋮
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• As leituras do passado podem ser obtidas a 
partir das informações disponíveis da planta

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 2 3 1 2 2 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 0 0 02

0 0 0 0 0 0 0 01

na na nb nb nb

k

y k A A A A A B B B B

y k I

y k I

Iy k na

u k
Iu k

Iu k nb

− − −
  − − − − −
  −  
  −  
  
  =− + 
 − 
 −
 
 
 − +   

⋯ ⋯

⋯ ⋮

⋯ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮⋮
⋯ ⋯

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )

1

1

1

2 0

3 0

10

2
03

0
k

y k B

y k

y k

u ky k na
Iu k

u k

u k nb
−

−   
   −   
   −   
   
   + −−    
    −    
 −   
    
    
     −     

⋮⋮

⋮⋮

( ) ( ) ( )1 1x k Ax k Bu k= − + −
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MPC com Modelo em Espaço de 
Estados na forma incremental

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1x k Ax k Bu k

y k Cx k

 + = +


=

ɶ ( ) � ɶ ( ) � ( )
( ) � ɶ ( )

1x k Ax k B u k

y k Cx k

 + = + ∆


=
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Primeira forma

( ) ( ) ( )1x k Ax k Bu k+ = +

( ) ( ) ( ) ( )1 1x k B u k I A x k Ax k  + = ∆ + + − −   

( ) ( ) ( )1 1x k Ax k Bu k= − + −

ɶ ( ) ( )1x k x k= ɶ ( ) ( ) ( )2 1x k I A x k Ax k = + − − 
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Primeira forma

( ) ( ) ( ) ( )1 1x k B u k I A x k Ax k  + = ∆ + + − −   

ɶ ( ) ( )1x k x k= ɶ ( ) ( ) ( )2 1x k I A x k Ax k = + − − 

ɶ ( ) ( ) ɶ ( )21 1x k B u k x k + = ∆ + 

ɶ ( ) ( ) ( )2 1 1x k I A x k Ax k + = + + − 

ɶ ( ) ( ) ɶ ( ){ } ɶ ( )22 11x k I A B u k x k Ax k   + = + ∆ + −  
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Primeira forma

ɶ ( ) ( ) ɶ ( )21 1x k B u k x k + = ∆ + 

ɶ ( ) ( ) ɶ ( ){ } ɶ ( )22 11x k I A B u k x k Ax k   + = + ∆ + −  

ɶ ( )
ɶ ( )

ɶ ( )
ɶ ( ) ( ) ( )1 1

2 2

01

1

BIx k x k
u k

A I A I A Bx k x k

     +  
= + ∆      − + ++           

( )
ɶ ( )
ɶ ( )

ɶ ( )1

2

0
x k

y Cx k C I Cx k
x k

 
 = = =  

  

ɶ

ɶ ( ) ( )1x k x k=
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Primeira forma

ɶ ( )
ɶ ( )

ɶ ( )
ɶ ( ) ( ) ( )1 1

2 2

01

1

BIx k x k
u k

A I A I A Bx k x k

     +  
= + ∆      − + ++           
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Segunda forma

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1u k u k u k u k u k u k∆ = − − ⇒ = − + ∆

( ) ( ) ( ) ( )1 1x k Ax k B u k u k + = + − + ∆ 

( )
( )

( )
( ) ( )1

0 1

A B Bx k x k
u k

I Iu k u k

+      
= + ∆      −      

ɶ ( ) � ɶ ( ) � ( )1x k Ax k B u k+ = + ∆
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Segunda forma

( )
( )

( )
( )0 0

x k x k
y C I C

u k u k

   
   = =      

   
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Segunda forma

( )
( )

( )
( ) ( )1

0 1

A B Bx k x k
u k

I Iu k u k

+      
= + ∆      −      
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MPC com Modelo em Espaço de 
Estados na forma incremental

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 1 2 ... 1

1 2 ... 1

na

nb

y k a y k a y k a y k a y k na

b u k b u k b u k b u k nb

+ + + − + − + + − + =

+ − + − + + − +

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 3 2

1

1 2 3

1 1 2 ...

1

1 2 ... 1

ny

na na na

nb

y k y k I a y k a a y k a a

y k na a a a y k na

b u k b u k b u k b u k nb

−

+ = − + − − + + − − + + +

+ − + − + + − +

+ ∆ + ∆ − + ∆ − + + ∆ − +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3 ...

1 2 3 ...

na

nb

y k a y k a y k a y k a y k na

b u k b u k b u k b u k nb

+ − + − + − + + − =

− + − + − + + −
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• As leituras do passado podem ser obtidas a 
partir das informações disponíveis da planta

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1 2 1 3 2 4 3 1 2 3 4... ...

0 0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0
1

0 0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0

1

1

2

ny na na na nb

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu ny nu

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu n

a I a a a a a a a a a b b b b

I
y k

I
y k

y k

y k na

u k

u k nb

−

× × × ×

× × ×

− + − + − + − + − +

+ 
 
 
 −
 
  =

− + 
 ∆
 
 
 ∆ − + 

⋮

⋮

0 0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

y nu

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu ny nu

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu

nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu n

I

I

×

× × × ×

× × × × ×

× × × × × ×

× ×

⋯

⋯

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0

y nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu ny nu ny

I

I

I

× × × ×

× × × × × ×

× × × × × ×

× × ×

⋯

⋯

⋯

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

1

0

01
0

...1
0

1
0
0

2
0

1 ...
0

0 0 0 0 0 0

ny nu

ny nu

ny nu

ny nu

nu

nu

nu

nu

nu

nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

b

y k

y k

y k na

y k na
Iu k

u k nb

u k nb

I

×

×

×

×

× × ×

 
  
  

   
   −   
   
   − +
   +−   
   ∆ −
  
  
   ∆ − +
   ∆ − +    

 
 

  

⋮

⋮

⋯

( )u k








 ∆

 
 
 
 
 
 
  
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MPC com Modelo em Espaço 
de Estados

• As leituras do passado podem ser obtidas a 
partir das informações disponíveis da planta

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1 2 1 3 2 4 3 1 2 3 4... ...

0 0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0
1

0 0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0

1

1

2

ny na na na nb

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu ny nu

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu n

a I a a a a a a a a a b b b b

I
y k

I
y k

y k

y k na

u k

u k nb

−

× × × ×

× × ×

− + − + − + − + − +

+ 
 
 
 −
 
  =

− + 
 ∆
 
 
 ∆ − + 

⋮

⋮

0 0 0 ... 0 0 0 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

y nu

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu ny nu

ny ny ny ny ny ny ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu

nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu n

I

I

×

× × × ×

× × × × ×

× × × × × ×

× ×

⋯

⋯

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0

y nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

nu ny nu ny nu ny

I

I

I

× × × ×

× × × × × ×

× × × × × ×

× × ×

⋯

⋯

⋯

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

1

0

01
0

...1
0

1
0
0

2
0

1 ...
0

0 0 0 0 0 0

ny nu

ny nu

ny nu

ny nu

nu

nu

nu

nu

nu

nu ny nu ny nu ny nu nu nu nu nu

b

y k

y k

y k na

y k na
Iu k

u k nb

u k nb

I

×

×

×

×

× × ×

 
  
  

   
   −   
   
   − +
   +−   
   ∆ −
  
  
   ∆ − +
   ∆ − +    

 
 

  

⋮

⋮

⋯

( )u k








 ∆

 
 
 
 
 
 
  

( ) ( ) ( )1x k Ax k B u k+ = + ∆
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MPC com Modelo em Espaço de 
Estados na forma incremental

( )
( )
( )

( )

( )

2

23

1 2 3

1 0 0 0

0 02

03

np np np np mnp

C Ay k CB

C AB CBC Ay k

C A B C AB CBx k uC Ay k

C A B C A B C A B C A By k np C A
− − − −

   +  
     +     
     = + ∆+     
     
     

+         

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮⋮⋮

⋯

• Predição para o horizonte np
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MPC com Modelo em Espaço de 
Estados na forma incremental

( )
( )
( )

( )

( )

2

23

1 2 3

1 0 0 0

0 02

03

np np np np mnp

C Ay k CB

C AB CBC Ay k

C A B C AB CBx k uC Ay k

C A B C A B C A B C A By k np C A
− − − −

   +  
     +     
     = + ∆+     
     
     

+         

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮⋮⋮

⋯

• Predição para o horizonte np
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Melhorias no MPC

• Redução dos parâmetros de sintonia
• Robustez quanto a estabilidade

– o modelo real da planta não coincidir com o modelo 
previsto no controlador, que é considerado o caso 
nominal;

– quando uma saída do processo se tornar ativa ou 
inativa no controle de faixas;

– quando uma entrada do processo comutar da 
condição de restrição para a condição de não 
restrição, ou vice-versa; 
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Melhorias no MPC
• Portanto, a robustez quanto à estabilidade 

deve ser analisada em 3 condições distintas
– Chaveamento das variáveis controladas da 

situação ativa para a situação inativa, ou da 
condição inativa para a condição ativa

– Chaveamento das entradas da situação disponível 
para a situação indisponível ou da situação 
indisponível para a situação disponível

– Incerteza de modelo – um controlador sintonizado 
para a condição nominal é robusto para variações 
em torno de 20% do modelo esperado pelo 
controlador. Além disso, a estabilidade pode ficar 
comprometida; 
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Controladores Nominalmente 
Estáveis

• A literatura fornece diversos 
controladores nominalmente 
estáveis, mas, devido a incertezas 
de modelo ou restrições nas 
entradas de processo, tornam-se 
instáveis; 
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Como a estabilidade 
de um controlador 
pode ser garantida 

para o caso nominal?



303

Controladores Nominalmente 
Estáveis

• Introdução de restrições que garantam que o 
estado final do sistema seja nulo. 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1x k Ax k Bu k

y k Cx k

 + = +


=

( ) 0x k np+ =
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Controladores Nominalmente 
Estáveis

• Introdução de restrições que levem o estado 
final a um conjunto de estados onde existe um 
controlador estável. 

A

MPC DMC sem restrições
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Função de Lyapunov

• Seja uma função F tal que: 

( ) ( )( )1x k f x k+ =
• A função V(x) >0 é dita função de 

Lyapunov se: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1 2 3

1 2 3x x x

V x V x V x

≥ ≥

↓
≥ ≥

…

…

( ) 0 0V x x= ⇔ =
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Função de Lyapunov

• Nesse caso, pode-se afirmar que: 

k → ∞

( ) 0x k →
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Controladores Nominalmente 
Estáveis

• Uso do controlador de horizonte 
infinito – Rawlings (1993) provou 
que o controlador de horizonte 
infinito é estável para o caso 
nominal, ou seja, o modelo da 
planta é equivalente ao modelo 
utilizado para a predição do MPC. 
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MPC de Horizonte Infinito

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1x k Ax k Bu k

y k Cx k

 + = +


=

C é a matriz identidade, ou, em outras palavras, o estado é 
medido 

x e u representam variáveis incrementais
Portanto, para um sistema estável, onde x(infinito) tente 
da zero,  o que traz, como consequência, desde que não 
hajam perturbações desconhecidas , ou simplesmente,

( ) 0u k m+ =
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Função Objetivo do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1 , 1
1 0

min
m

T T
k

u k u k u k m
j j

J x k j Qx k j u k j Ru k j
∞ −

+ + − = =

= + + + + +∑ ∑
…

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

m
T T T

j j j m

x k j Qx k j x k j Qx k j x k j Qx k j
∞ − ∞

= = =

+ + = + + + + +∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
0

T T

j m j

x k j Qx k j x k m j Qx k m j
∞ ∞

= =

+ + = + + + +∑ ∑
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Função Objetivo do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( ) ( )
0

T T

j m j

x k j Qx k j x k m j Qx k m j
∞ ∞

= =

+ + = + + + +∑ ∑

( ) ( ) ( )1x k Ax k Bu k+ = +

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1

2 1 1 1

j

x k m Ax k m Bu k m Ax k m

x k m Ax k m Bu k m Ax k m A x k m

x k m j A x k m

+ + = + + + = +

+ + = + + + + + = + + = +

+ + = +

⋮
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Função Objetivo do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( ) ( )
0

T T

j m j

x k j Qx k j x k m j Qx k m j
∞ ∞

= =

+ + = + + + +∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
0

TT j j

j m j

x k j Qx k j A x k m QA x k m
∞ ∞

= =

 + + = + + ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
0

TTT j j

j m j

x k j Qx k j x k m A QA x k m
∞ ∞

= =

 + + = + + ∑ ∑
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Função Objetivo do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( ) ( )
0

TTT j j

j m j

x k j Qx k j x k m A QA x k m
∞ ∞

= =

 + + = + + ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
0

TT T j j

j m j

x k j Qx k j x k m A QA x k m
∞ ∞

= =

 
 + + = + +  

 
∑ ∑

0

Tj j

j

P A QA
∞

=

 
 =   

 
∑
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Função Objetivo do MPC de 
Horizonte Infinito

0

Tj j

j

P A QA
∞

=

 
 =   

 
∑

2 2 3 3

0

T T T TTj j

j

P A QA Q A QA A QA A QA A QA
∞

∞ ∞

=

 
        = = + + + + +          

 
∑ …

2 2 3 3 4 4 1 1T T T TT TA PA A QA A QA A QA A QA A QA∞+ ∞+       = + + + + +       …

∆

1 1TTA PA P A QA Q∞+ ∞+ − = − 
TA PA P Q− = −
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Formulação do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

, 1 , 1
1 0

min
m m

T T T
k

u k u k u k m
j j

J x k j Qx k j x k m Px k m u k j Ru k j
− −

+ + − = =

= + + + + + + + +∑ ∑
…

( )min max, 0,1,2 1u u k j u j m≤ + ≤ = −…

( ) 0  u k j j m+ = ≥

sujeito a
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Formulação do MPC de 
Horizonte Infinito

Este controlador é estável 
para quaisquer valores de 
horizonte de controle m, 
fator de supressão R e peso 
das variáveis controladas W
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Formulação do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( )* * *, 1 , , 1u k u k u k m + + − …

• Instante k

u*(k+2)

u*(k+1)

u*(k)

u*(k+m-1)

No infinito, tem-se 
a certeza que 
x(∞)=0, pois o 
sistema é 
considerado 
estável 



319

Formulação do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( )* * *1 , 2 , 1 ,0u k u k u k m + + + − …

• Instante k+1
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Formulação do MPC de 
Horizonte Infinito

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 0

Retira-se o instante Retira-se o instante 

m m
T T T

k
j j

k k

J x k j Qx k j x k m Px k m u k j Ru k j
− −

= =

= + + + + + + + +∑ ∑
����������� �����������

• Função objetivo do Instante k+1

( ) ( ) ( ) ( )*
1 k

T T
kJ J x k Qx k u k Ru k+ = − −

*
1 kkJ J+ <
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Formulação do MPC de 
Horizonte Infinito

• Se houver perturbações desconhecidas, 
o fato do estado contrai para ZERO não 
significa que as saídas voltarão para o 
estado zero.

• A formulação prevê um modelo 
posicional. Se o modelo for convertido 
para incremental, aparecem autovalores 
em 1 na nova matriz de estados, o que 
não garante que lim 0j

j
A

→∞
=
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IHMPC COM MODELO 
INCREMENTAL

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1x k Ax k Bu k

y k Cx k

 + = +


=

ɶ ( ) � ɶ ( ) � ( )
( ) � ɶ ( )

1x k Ax k B u k

y k Cx k

 + = + ∆


=
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TRANSFORMAÇÃO
1A V DV−=

1

2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

nD

λ
λ

λ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯ ⋯
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NOVO ESTADO

( ) ( )x k V z k=

( ) ( ) ( )1V z k AV z k B u k+ = + ∆
1V −×

( ) ( ) ( )1 11z k V AV z k V B u k− −+ = + ∆
1A V DV−=
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EQUAÇÃO EM ESPAÇO DE 
ESTADO

( ) ( ) ( )1 11z k V AV z k V B u k− −+ = + ∆
1A V DV−=

( ) ( ) ( )11z k Dz k V B u k−+ = + ∆
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1 , 1
1 0

min
m

T T
k

u k u k u k m
j j

J x k j Qx k j u k j R u k j
∞ −

∆ ∆ + ∆ + − = =

= + + + ∆ + ∆ +∑ ∑
…

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

m
T T T

j j j m

x k j Qx k j x k j Qx k j x k j Qx k j
∞ − ∞

= = =

+ + = + + + + +∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )TT T

j m j m

x k j Qx k j z k j V QV z k j
∞ ∞

= =

+ + = + +∑ ∑

( ) ( )x k V z k=
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( ) ( ) ( )TT T

j m j m

x k j Qx k j z k j V QV z k j
∞ ∞

= =

+ + = + +∑ ∑

( ) ( )
0

T T

j

z k j m V QV z k j m
∞

=

+ + + +∑
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PREDIÇÃO A PARTIR DO 
INSTANTE M

( ) ( )1z k j Dz k j+ = + −

( ) ( ) ( )11z k m j Dz k m j V B u k−+ + = + + − + ∆

( ) 0u k∆ =
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PREDIÇÃO EM FUNÇÃO DO 
INSTANTE K

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

j

z k m Dz k m V B u k m Dz k m

z k m D z k m

z k m j D z k m

−+ + = + + ∆ + = +

+ + = +

+ + = +

⋮
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( ) ( ) ( )TT T

j m j m

x k j Qx k j z k j V QV z k j
∞ ∞

= =

+ + = + +∑ ∑

( ) ( )
0

T T

j

z k j m V QV z k j m
∞

=

+ + + +∑

( ) ( )
0

TT j T j

j

z k m D V QV D z k m
∞

=

+ +∑
( )jD z k m+
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( )
0

TT j T j

j

z k m D V QV D z k m
∞

=

+ +∑

( ) ( )
0

TT j T j

j

z k m D V QV D z k m
∞

=

 
+ + 

 
∑
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( )
0

TT j T j

j

z k m D V QV D z k m
∞

=

 
+ + 

 
∑
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SEPARAÇÃO MODOS 
INSTÁVEIS

[ ]T

e iz z z=

[ ]1e ez n= × [ ]1i iz n= ×
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SEPARAÇÃO MODOS 
INSTÁVEIS

[ ]0ne ne ni niN diag I× ×=

[ ] [ ]0
T

e ine ne ni niN z diag I z z× ×= ×
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SEPARAÇÃO MODOS 
INSTÁVEIS

( ) 0N z k m+ =
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PREDIÇÃO DA SOMA FINITA

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

m
T T T

j j j m

x k j Qx k j x k j Qx k j x k j Qx k j
∞ − ∞

= = =

+ + = + + + + +∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1

2 1 1

1

2 1 1

2 1

2 1

z k Dz k V B u k

z k Dz k V B u k

z k D Dz k V B u k V B u k

z k D z k DV B u k V B u k

−

−

− −

− −

+ = + ∆

+ = + + ∆ +

 + = + ∆ + ∆ + 

+ = + ∆ + ∆ +
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PREDIÇÃO DA SOMA FINITA

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 1

1

1

1

m m mz k m D z k D V B u k D V B u k

V B u k m

− − − −

−

+ = + ∆ + ∆ + +

+ ∆ + −…

( ) ( )mz k m D z k B u+ = + ∆

1 1 2 1 1m mB D V B D V B V B− − − − − =  …

( ) ( ) ( )1 1
T

u u k u k u k m ∆ = ∆ ∆ + ∆ + − …
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RESTRIÇÃO PARA OS MODOS 
INSTÁVEIS EM FUNÇÃO DO 

ESTADO ORIGINAL

( ) 0N z k m+ =

( ) 0mN D z k N B u+ ∆ =
( ) ( )1z k V x k−=

( )1 0mN D V x k N B u− + ∆ =
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SOMA INFINITA COM 
RESTRIÇÃO SATISFEITA

( ) ( )
0

TT j T j

j

z k m D V QV D z k m
∞

=

 
+ + 

 
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� � ( )

0

0 0
0
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Tj j

T T e
e

j

z k mD D
z k m V QV

∞

=

       +    +                   

∑

�

1

2

0 0

0 0

0 0 n

D

λ
λ

λ

 
 
 =
 
 
  

…

…

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

P
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SOMA INFINITA COM 
RESTRIÇÃO SATISFEITA

( ) ( )
0

TT j T j

j

z k m D V QV D z k m
∞

=

 
+ + 

 
∑

P

( ) ( ) ( ) ( )1 1TT T
z k m Pz k m x k m V PV x k m− − + + = + + 



345

SOMA INFINITA COM 
RESTRIÇÃO SATISFEITA

0

Tj T j

j

P D V QV D
∞

=

=∑

2 2 3 3

0

T T TT Tj T j T T T T

j

P D V QV D V QV D V QV D D V QV D A QA D V QV D
∞

∞ ∞

=

      = = + + + + +       ∑ …

2 2 3 3 4 4 1 1T T T TT T T T T T TD PD D V QV D D V QV D D V QV D D V QV D D V QV D∞+ ∞+       = + + + + +       …

∆

1 1TT T TD PD P D V QV D V QV∞+ ∞+ − = − 

( )TD D×



346

EQUAÇÃO DE LYAPUNOV

1 1TT T TD PD P D V QV D V QV∞+ ∞+ − = − 

T TD PD P V QV− = −
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

, 1 , 1
1

1

0

min
m

T T
k

u k u k u k m
j j m

m
T

j

J x k j Qx k j x k j Qx k j

u k j R u k j

− ∞

∆ ∆ + ∆ + − = =

−

=

= + + + + +

+ ∆ + ∆ +

∑ ∑

∑

…

( ) ( )1 1TT
x k m V PV x k m− − + + 

T TD PD P V QV− = −
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( )1 1TT
x k m V PV x k m− − + + 

( ) ( )mz k m D z k B u+ = + ∆

( ) ( )1z k V x k−=

( ) ( )1mx k m V D V x k V B u−+ = + ∆
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FUNÇÃO OBJETIVO DO IHMPC

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1 , 1
1

1
1 1 1 1

0

min
m

T
k

u k u k u k m
j

mT Tm m T

j

J x k j Qx k j

V D V x k V B u V PV V D V x k V B u u k j R u k j

−

∆ ∆ + ∆ + − =

−
− − − −

=

= + + +

     + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ +     

∑

∑

…

( )min max, 0,1,2 1u u k j u j m≤ + ≤ = −…

( )max max, 0,1,2 1u u k j u j m−∆ ≤ ∆ + ≤ ∆ = −…

sa:

( )1 0mN D V x k N B u− + ∆ =
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MODELO OPOM

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2
0 1 2

1 2

nb
nb

P
na

Y s b b s b s b s
G s

U s s p s p s p

+ + + += =
− − −

…

…

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

0 1 2

1 2

nb
nb

P
na

b b s b s b s
Y s G s U s

s s p s p s p

+ + + += =
− − −

…

…

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 0 1 2

1 2

nb
nb

na

b b s b s b s
y t s t

s s p s p s p
−  + + + += =  − − −  

…

…
L
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MODELO OPOM

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 0 1 2

1 2

nb
nb

na

b b s b s b s
y t s t

s s p s p s p
−  + + + += =  − − −  

…

…
L

( ) 1 2
0 1 2

1a ordem

2a ordem

nap tp t p t
nas t C C e C e C e= + + + +…

�����
���������
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EXEMPLO

( ) ( )
( ) ( )( )2

1 2 1 2

1,7 0,72 0,8 0,9P

Y s s s
G s

U s s s s s

+ += = =
+ + + +

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 11 2 1,389 7,5 8,889

0,8 0,9 0,8 0,9

s
s t L

s s s s s s
− −   += = + −   + + + +      
L

( ) 0,8 0,91,389 7,5 8,889t ts t e e− −= + −
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PREDIÇÃO NO OPOM

( ) 1 2
0 1 2

nap tp t p t
nas t C C e C e C e= + + + +…

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]1 2
0 1 2

nap tp t p t
nak k k kk

y kT t P P e P e P e + = + + +  …
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PREDIÇÃO NO OPOM

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )

1 2

1 2

0 1 2

0 1 2

na

k

na

C p tp t p t
nak k k k

p tp t p t
nak k k k

y kT t P P e P e P e

C C e C e C e u k

 + = + + + + 

 + + + + ∆ 

…

…
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EQUAÇÃO ESPAÇO DE 
ESTADOS OPOM

( ) ( )

( )
11

22

0 0 0

1 1 1

2 2 2

1

1

1 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 nana

p Tp T

p Tp T

p Tp T
na na nak k

A Bx k x k

P P C

P P C ee

u kP P C ee

P P C ee+

+

      
      
      
      = + ∆
      
      
            

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯
������������� ���������� ���

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )

1 2

1 2

0 1 2

0 1 2

na

k

na

C p tp t p t
nak k k k

p tp t p t
nak k k k

y kT t P P e P e P e

C C e C e C e u k

 + = + + + + 

 + + + + ∆ 

…

…
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EQUAÇÃO ESPAÇO DE 
ESTADOS OPOM

( ) ( ) 1 2

0

1

21 nap tp t p t

na K

P

P

y k Cx k e e e P

P

 
 
 

   = =    
 
  

⋯

⋮
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Output Predictive
Oriented Module
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MODELO OPOM

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

nu

nu

P

ny ny nynu

G s G s G s

G s G s G s
G s

G s G s G s

 
 
 =
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋱ ⋯ ⋮

⋯

( ) , ,1 , ,2 , , , ,0 0
, , , ,1 , ,2 , , , , ,

1

i j i j i j na i j l

na
p t p t p t p td d d d

i j i j i j i j i j na i j i j l
l

s t C C e C e C e C C e
=

= + + + + = +∑…
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DEFINIÇÃO DO ESTADO OPOM

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]1 2
0 1 2

nap tp t p t
nak k k kk

y kT t P P e P e P e + = + + +  …

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]

1

1

0 1

1 2

2 3

1
na

k k

p t

k k

p t

k k

p t
na nak k

P x

P e x

P e x

P e x +

=

=

=

=

⋮



361

VANTAGEM DA ESCOLHA DO 
ESTADO OPOM

( ) [ ] [ ]0 1lim
k kkt

y kT t P x
→∞

 + = = 
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MODELO MIMO OPOM

0 0 0
11 12 1
0 0 0

0 21 22 2

0 0 0
1 2

nu

nu

ny ny nynu

C C C

C C C
C

C C C

 
 
 =
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

0 ny nuC ×∈ℝ
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MODELO MIMO OPOM
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⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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MODELO MIMO OPOM
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MODELO MIMO OPOM

( )
( )

( )
( )

( )
001

01

s s
ny

dd d

I Cx k x k
u k

F C F Nx k x k

     +
= + ∆     

+            

( ) ( ) ( )01s sx k x k C u k+ = + ∆

( ) ( ) ( )1d d dx k F x k C F N u k+ = + ∆
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MODELO MIMO OPOM

( )sx k

( )dx k

( ) 1 2

Ts
nyx k x x x =  ⋯

( ) 1 2 . .

Td
ny ny ny nu na nyx k x x x+ + + =  ⋯
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MODELO MIMO OPOM
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MODELO MIMO OPOM
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MODELO MIMO OPOM
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( )
( ) ( )
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m
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= + + +
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∑
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…
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FUNÇÃO OBJETIVO
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j

m
T

j

J e k j Qe k j

u k j R u k j

∞

∆ ∆ + ∆ + − =

−

=

= + + +

∆ + ∆ +

∑

∑

…

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

m
T T

j j m

e k j Qe k j e k j Qe k j
− ∞

= =

+ + + + +∑ ∑
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

m
T T

j j m

e k j Qe k j e k j Qe k j
− ∞

= =

+ + + + +∑ ∑

( ) ( )
TSP SP

j m

y k j y Q y k j y
∞

=

   + − + −   ∑
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( )
TSP SP

j m

y k j y Q y k j y
∞

=

   + − + −   ∑

( ) ( )
( )

s

dny

x k
y k I

x k
ϕ

 
 =  
    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )s d s d

ny
y k I x k x k x k x kϕ ϕ= + = +

( ) ( ) ( ) ( )
T

s d SP s d SP

j m

x k j x k j y Q x k j x k j yϕ ϕ
∞

=

   + + + − + + + −
   ∑
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( ) ( )
T

s d SP s d SP

j m

x k j x k j y Q x k j x k j yϕ ϕ
∞

=

   + + + − + + + −
   ∑

( ) ( ) ( ) ( )
0

T
s d SP s d SP

j

x k m j x k m j y Q x k m j x k m j yϕ ϕ
∞

=

   + + + + + − + + + + + −
   ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 01 1 0

2 2 1

s s s s

s s s

j x k m x k m C u k m x k m C x k m

j x k m x k m x k m

= → + + = + + ∆ + = + + × = +

= → + + = + + = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 1 0

2 2 1

d d d d d d

d d d

d j d

j x k m F x k m C F N u k m F x k m C F N F x k m

j x k m F x k m F x k m

j x k m j F x k m

= → + + = + + ∆ + = + + = +

= → + + = + + = +

→ + + = +

⋮
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( ) ( )
0

T
s d SP s d SP

j

x k m j x k m j y Q x k m j x k m j yϕ ϕ
∞

=

   + + + + + − + + + + + −
   ∑

( )sx k m+( )j dF x k m+

( ) ( ) ( ) ( )
0

T
s j d SP s j d SP

j

x k m F x k m y Q x k m F x k m yϕ ϕ
∞

=

   + + + − + + + −
   ∑



377

RESTRIÇÃO

( ) 0s SPx k m y+ − =

A parte estática, que representa 
o valor final da variável, deve 
tender ao set point
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RESTRIÇÃO EM FUNÇÃO DO 
ESTADO ATUAL

( ) 0s SPx k m y+ − =
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

2 1 1 1

3 2 2 1 2

1 2 1

s s

s s s

s s s

s s

x k x k C u k

x k x k C u k x k C u k C u k

x k x k C u k x k C u k C u k C u k

x k m x k C u k C u k C u k C u k m

+ = + ∆

+ = + + ∆ + = + ∆ + ∆ +

+ = + + ∆ + = + ∆ + ∆ + + ∆ +

+ = + ∆ + ∆ + + ∆ + + ∆ + −

⋮

…
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RESTRIÇÃO EM FUNÇÃO DO 
ESTADO ATUAL

( ) 0s SPx k m y+ − =

( ) ( )

( )
( )
( )

( )

0 0 0 0

1

2

1

s s

u k

u k

x k m x k C C C C u k

u k m

∆ 
 ∆ + 
  + = + ∆ +   
 
 ∆ + − 

…

⋮

( ) ( ) � 0s sx k m x k C u+ = + ∆
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RESTRIÇÃO EM FUNÇÃO DO 
ESTADO ATUAL

( ) 0s SPx k m y+ − =

( ) � 0
0s SPx k C u y+ ∆ − =

� 0
0se C u+ ∆ =
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VOLTANDO A SOMA INFINITA

( ) ( ) ( ) ( )
0

T
s j d SP s j d SP

j

x k m F x k m y Q x k m F x k m yϕ ϕ
∞

=

   + + + − + + + −
   ∑

( ) ( )
0

T
j d j d

j

F x k m Q F x k mϕ ϕ
∞

=

   + +
   ∑
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VOLTANDO A SOMA INFINITA

( ) ( )
0

T
j d j d

j

F x k m Q F x k mϕ ϕ
∞

=

   + +
   ∑

( ) ( )
0

T Td j T j d

j

x k m F Q F x k mϕ ϕ
∞

=

   + +   ∑

( ) ( )
0

T Td j T j d

j

x k m F Q F x k mϕ ϕ
∞

=

 
   + +    

 
∑
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VOLTANDO A SOMA INFINITA

( ) ( )
0

T Td j T j d

j

x k m F Q F x k mϕ ϕ
∞

=

 
   + +    

 
∑

TF F×

( ) ( )2 2 3 3T TT T T T TF PF F Q F F Q F F Q Fϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + +…

T TF PF P Qϕ ϕ− = −
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

, 1 , 1
1

1

0

min
m

T
k

u k u k u k m
j

mTd d T

j

J e k j Qe k j

x k m Px k m u k j R u k j

−

∆ ∆ + ∆ + − =

−

=

= + + +

 + + + ∆ + ∆ + 

∑

∑

…

( ) ( ) ( )s d SPe k j x k j x k j yϕ+ = + + + −
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

1

2 1

s sx k j x k C u k C u k

C u k C u k j

+ = + ∆ + ∆ + +

∆ + + ∆ + −…

( ) ( ) ( )s d SPe k j x k j x k j yϕ+ = + + + −

( ) 0s s

m
x I x k C u= + ∆
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) 0s s

m
x I x k C u= + ∆

T
I I I I =  …

0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0m

C

C C

C C C C

C C C C

 
 
 
 =  
 
 
  

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( )s d SPe k j x k j x k j yϕ+ = + + + −

( ) ( ) ( )1d d dx k F x k C F N u k+ = + ∆

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1 1

d j d d j

d j d

x k j F x k C F N u k

C F N u k C F N u k j−

+ = + ∆ +

∆ + + + ∆ + −…
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FUNÇÃO OBJETIVO

( ) ( ) ( )s d SPe k j x k j x k j yϕ+ = + + + −

( )   
d d

x u
x F x k F u= + ∆

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1 1

d j d d j

d j d

x k j F x k C F N u k

C F N u k C F N u k j−

+ = + ∆ +

∆ + + + ∆ + −…
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FUNÇÃO OBJETIVO

( )   
d d

x u
x F x k F u= + ∆

( ) ( ) ( )1 2
Td d d dx x k x k x k m = + + + …

2 Tm

x
F F F F =  …
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FUNÇÃO OBJETIVO

( )   
d d

x u
x F x k F u= + ∆

2

3 2

1 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

d

d

d

u

m m m d

F C N

F F C N

F F F F C N

F F F F C N
− −

  
  
  
  =   
  
  
     

⋯ ⋯

⋯ ⋮

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯ ⋯
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RESTRIÇÕES

� 0
0se C u+ ∆ =

min maxu u u≤ ≤

max maxu u u−∆ ≤ ∆ ≤ ∆
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Interface Operação
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