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1. Estrutura de Modelos

A classificação do modelo matemático na estimação de parâmetros depende de como os
parâmetros aparecem nas equações. A forma geral para modelos lineares pode ser escrita como:

y(x1, x2, ..., xn) = θ1  f1(x1, x2, ..., xn) + θ2  f2(x1, x2, ..., xn) + ... + θp  fp(x1, x2, ..., xn) (1)

onde  fi(x1, x2, ..., xn) são vetores de formas funcionais conhecidas (podendo ser não linear nos xi’s),
θi  são os parâmetros do modelo,  y é o vetor das variáveis dependentes e xi são as variáveis
independentes. Por exemplo:

y(x) = θ1 + θ2 x linear em θ e x

y(x) = θ1 + θ2 x + θ3 x
2 linear em θ e não linear em x

A forma geral para modelos não lineares pode ser escrita como:

y(x1, x2, ..., xn) = f(x1, x2, ..., xn; θ1, θ2, ..., θp) (2)

Por exemplo:

y(x1, x2) = θ1 + θ3 (θ2 x1 + x2) não linear em θ e linear em x

y(x) = θ1 exp (θ2 x) não linear em θ e x

Portanto, conhecida a estrutura do modelo, estimar os parâmetros do modelo significa
encontrar o conjunto de θi’s que faz com que o modelo reproduza os dados experimentais da melhor
forma possível.

Caso a estrutura do modelo não esteja totalmente definida, tem-se um problema de
identificação do processo associado ao problema de estimação de parâmetros, onde procura-se
também determinar a estrutura do modelo mais adequada para representar os dados experimentais.
Em um contexto mais completo, a identificação do processo consiste de um procedimento iterativo
incluindo as seguintes etapas:

• planejamento de experimentos;

• seleção da estrutura do modelo;

• estimação de parâmetros;

• validação do modelo.

O ponto de partida para a identificação do processo é a pesquisa bibliográfica, onde procura-
se acumular o conhecimento das diversas pesquisas realizadas para o desenvolvimento de modelos
do processo. Como resultado pode-se obter uma estrutura hierárquica de modelos variando desde
modelos detalhados e complexos a modelos simples usados para propósitos exploratórios e
obtenção de características qualitativas do comportamento do sistema.

O planejamento de experimentos é fundamental para a obtenção de um modelo apropriado
com um mínimo de experimentação. Por exemplo, o método da tentativa-e-erro para o projeto e
execução de experimentos além de ser de alto custo e consumo de tempo, é um método auto-
destrutivo. Para estimar os parâmetros do modelo com uma pequena região de confiabili dade, algo
mais que uma simples análise dos resultados experimentais faz-se necessário.  A Figura 1 mostra
um estratégia eficiente para experimentações, onde um modelo proporciona as bases para novos
experimentos que levarão a um novo modelo.
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 experimento

Figura 1. Estratégia de experimentação eficiente.

A seleção da estrutura do modelo depende fundamentalmente do conhecimento do sistema e
do grau de informação que se deseja obter do mesmo. Outros aspectos que devem ser levados em
conta são: a simplicidade do modelo, as características numéricas favoráveis à estimação de seus
parâmetros e a dimensão do modelo (número de variáveis e parâmetros e número de equações).

Dependendo do conhecimento prévio do sistema, a estrutura do modelo pode ser classificada
dentre os seguintes categorias:

1) Modelos “caixa-branca” : quando o modelo é conhecido perfeitamente, com base em
conhecimentos prévios e aspectos teóricos;

2) Modelos “caixa-cinza”: quando algum aspecto teórico é disponível, mas vários parâmetros
precisam ser determinados a partir de dados observados. Pode-se ainda subdividir em
modelagem teórica e semi-empírica. No primeiro caso a estrutura do modelo é construída
com embasamento teórico, e no segundo caso os sinais medidos sofrem transformações
não lineares com base teórica antes de entrar em uma estrutura “caixa-preta”.

3) Modelos “caixa-preta”: quando o modelo é totalmente empírico, mas escolhido com base
em experiências bem sucedidas em situações similares.

Os modelos “caixa-preta” lineares, que já foram abordados no módulo de identificação de
sistemas lineares, possuem a seguinte estrutura geral:
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tyqA += (3)

onde q-1 x(t) = x(t−1), e alguns casos especiais são conhecidos como:

•  modelo Box-Jenkins (BJ): A = 1;

•  modelo ARIMAX: F = 1, D = 1 − q-1;

•  modelo ARMAX: F = D = 1;

•  modelo ARX: F = C = D = 1;

•  modelo output-error (OE): A = C = D = 1;

•  modelo FIR: A = F = C = D = 1.

O preditor associado à Equação (3) pode ser escrito na seguinte forma de regressão linear:

)|(ˆ θty = θT ϕ(t, θ) (4)

onde os regressores, isto é, os componentes de ϕ(t, θ), são dados por:
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u(t−k) entradas passadas, associados ao polinômio B(q)

y(t−k) saídas passadas, associados ao polinômio A(q)

ε(t−k | θ) = y(t−k) − )|(ˆ θ− kty erros de predição, associados ao polinômio C(q)

)|(ˆ)()|(ˆ θ−=θ− ktyqAktyu saídas simuladas com u passados, associadas ao polinômio F(q)

εu(t−k | θ) = y(t−k) − )|(ˆ θ− ktyu erros de simulação, associados ao polinômio D(q).

Uma estrutura geral para os modelos “caixa-preta” não lineares tem a seguinte forma:

y(t) = g(ut-1,yt-1) + v(t) (5)

onde xt = [x(1) x(2) ... x(t)], x = u, y, são as entradas e saídas observadas, e v(t) leva em conta o fato
de que y(t) não é função somente de dados passados. Entretanto, deve-se ter uma estrutura onde v(t)
é pequeno, de modo que g(ut-1,yt-1) seja uma boa predição de y(t).

O preditor associado à Equação (5), na forma de regressão não linear, é escrito como:

)|(ˆ θty  = g(ϕ(t), θ) (6)

onde g é alguma função não linear parametrizada por θ.

Seguindo a nomenclatura usada para os modelos lineares, tem-se os casos especiais não
lineares:

•  modelo NBJ: util iza u(t−k), ε(t−k | θ), )|(ˆ θ− ktyu  e εu(t−k | θ) como regressores. Neste

caso as saídas simuladas são obtidas substituindo os regressores ε e εu por zeros;

•  modelo NARMAX: utili za u(t−k), y(t−k) e ε(t−k | θ) como regressores;

•  modelo NARX: utili za u(t−k) e y(t−k) como regressores;

•  modelo NOE: utili za u(t−k) e )|(ˆ θ− ktyu  como regressores. Neste caso, a saída do modelo

é também )|(ˆ θty ;

•  modelo NFIR: utili za somente u(t−k) como regressores.

As estruturas NBJ, NARMAX e NOE são estruturas recorrentes, pois parte do vetor de
regressão é formado por saídas passadas do modelo.

Uma maneira natural de construir o mapeamento não linear g(ϕ, θ) é através de expansão
em famílias de funções:

g(ϕ, θ) = ∑αk gk(ϕ) (7)

onde gk são chamados de funções bases. A maioria dos modelos não lineares “caixa-preta” são
estruturados com gk obtidos através de uma parametrização de uma única função base mãe, κ(x).
Nestes casos, pode-se escrever as funções bases na seguinte forma geral:

gk(ϕ) = κ(ϕ, βk, γk) (8)

onde βk e γk são parâmetros com características diferenciadas. Em geral, βk está relacionado com a
escala ou alguma propriedade direcional de gk(ϕ), e γk é um parâmetro de posição ou translação.

Na Tabela 1 são listados alguns exemplos de expansão de funções escalares, f(x), dada pela
Equação (7), quando as funções bases tem a forma gk(ϕ) = κ[βk (ϕ − γk)].
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Tabela 1. Expansão de funções escalares.

expansão κκ(x) ββk γγk ααk

série de Fourier cos(x) freqüências fases 〈 f(x),cos(x)〉  / || cos(x) ||2

constante por partes (a)
1 se 0 ≤ x < 1,

0 caso contrário
1/∆ k f(k∆)

(a) suavizada
2/2

2

1
)( xexr −

π
= 1/∆ k f(k∆)

constante por partes (b)
0 se x < 0,

1 se x ≥ 0
1/∆ k f(k∆)−f[(k-1)∆]

(b) suavizada xe
x −+

=σ
1

1
)( 1/∆ k f(k∆)−f[(k-1)∆]

Os quatro últimos exemplos da Tabela 1 utili zam funções bases locais, pois seus gradientes
possuem suporte limitado, isto é, suas variações estão concentradas em um intervalo finito. Por
outro lado, o primeiro exemplo utili za funções bases globais.

Para o caso multivariável, ϕ = [ϕ1 ϕ2 ... ϕd], as funções bases são geralmente construídas
como extensões do caso monovariável como segue:

1- Produto tensorial: gk(ϕ) = ∏ κi(ϕi, βik, γik);

2- Função radial: gk(ϕ) = κ(||ϕ − γk||βk), em uma dada norma 
kβ⋅ |||| , ex: 2||||

kβϕ = ϕT βk ϕ;

3- Função “ ridge” : gk(ϕ) = κ( T
kβ ϕ + γk).

Note que a função “ ridge” é constante para todo ϕ no subespaço {ϕ ∈  d / T
kβ ϕ = const.}.

Como conseqüência, mesmo se a função base mãe, κ, tiver suporte local, a função base gk não terá
suporte limitado neste subespaço (função base semi-global).

A Tabela 2 apresenta algumas estruturas populares de modelos nesta formulação.

Tabela 2. Exemplos de estruturas de modelos.

estrutura de modelo função base mãe, κκ(x) função base, gk(ϕϕ)

wavelets base ortonormal gjk(ϕ) = 2j/2 κ(2jϕ − k)

kernel funções em forma de sino κ[(ϕ − γk)/∆], γk = pontos no d

interpolação função pulso unitário κ(||ϕ − γk||∞), γk = centros de hipercubos

fuzzy funções membro ∏ κi[βik(ϕi − γik)]

Volterra x ∏ κ(βik ϕi)

rede neuronal sigmoidal σ(x) κ( T
kβ ϕ + γk)

RBF r(x) κ(||ϕ − γk||/σk), γk = centros da RBF

rede modelos locais lineares r(x), yL(x) = θT x r(||ϕr − γk||/σk) 
T
kθ ϕL
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As estruturas de modelos com expansão em funções bases são freqüentemente referidas
como redes, primeiro porque geralmente a função base mãe é repetida em um número elevado de
vezes na expansão; segundo porque uma ilustração gráfica da estrutura tem a forma de uma rede.

No caso de estruturas em redes de multi -camadas, a extensão é direta, bastando definir os
regressores para cada camada. Então, para a i-ésima camada, com m funções bases, tem-se:

),,()(1 i
k

i
k

iii
k

i
k g γβϕκ=ϕ=ϕ + (9)

onde ][ 11
2

1
1

1 ++++ ϕϕϕ=ϕ i
m

iii �  é o vetor de regressão para o camada i+1. A Figura 2 ilustra uma

estrutura de rede feedforward com duas camadas internas (ou escondidas - “hidden” ).

Portanto, para construir um modelo “caixa-preta” não linear, os seguintes passos devem ser
executados:

1. Selecionar os regressores ϕ;

2. Selecionar a(s) função(ões) base(s) mãe(s), κ;

3. Fazer a expansão da função base mãe no espaço dos regressores, do tipo radial, “ ridge” , produto
tensorial, ou uma outra função multidimensional específica;

4. Determinar o número de funções bases, gk, e o número de camadas da estrutura;

5. Determinar os valores dos parâmetros de dilatação e localização, βk e γk, respectivamente;

6. Determinar os parâmetros de coordenação, αk, da expansão de g(ϕ, θ).

Basicamente, há duas possibili dades para determinação dos parâmetros dos passos 5 e 6:

a) Estimar todos os parâmetros α, β e γ simultaneamente;

b) Tratar os parâmetros β e γ separadamente, como por exemplo usar valores predeterminados
como no caso das wavelets. Neste caso, a estimação dos αk é um problema de regressão linear,
para redes mono-camadas.

Figura 2. Rede feedforward com duas camadas escondidas.
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2. Notas Sobre Estimação de Parâmetros

Considerando que a estrutura do modelo esteja determinada, o problema de estimação de
parâmetros é no final das contas um problema de otimização, onde uma função objetivo deve ser
formulada.

Na técnica dos mínimos quadrados procura-se minimizar os quadrados dos desvios do
modelo em relação aos dados observados:

∑∑
==

α−
να

=ε
να

=α
α

=σ
n

i
ii

n

i
iy xfyS

1

2

1

22 )];([
1

min
1

min)(minˆ (10)

onde ν = n − p é o número de graus de liberdade, isto é, número de experimentos menos os números
de parâmetros a serem estimados. Observa-se que se o erro experimental for o mesmo para todos os

dados, então 2ˆ yσ  é uma estimativa da variança experimental de y.

No caso de se conhecer a função densidade de probabili dade, p(x,y) o problema é posto na
seguinte forma:

dydxyxpxfyxfyES ),()];([min})];({[min)(min 22 ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

α−
α

=α−
α

=α
α

(11)

A técnica da máxima verossimilhança é baseada na função densidade de probabili dade:












α−

σ
−

σπ
=α 2

2
)];([

2

1
exp

2

1
);/( xfyxyp

yy

(12)

isto é, admite-se que a variável medida y apresenta distribuição normal em torno da média, f(x). Se
os erros experimentais não estão correlacionados (eventos independentes), pode-se construir a
função de verossimilhança:












α−

σ
−

σπ
=α ∏

=

2
2

1

)];([
2

1
exp

2

1
),/( ii

y

n

i y

xfyxyP
ii

(13)

e os parâmetros podem ser estimados de forma a maximizar a função de verossimilhança, isto é,
maximizar a probabili dade de encontrar os dados experimentais obtidos. As estimativas pela
máxima verossimilhança são eficientes e portanto consistentes, contudo não são necessariamente
livres de erros sistemáticos.

Rescrevendo a função de verossimilhança na forma logarítmica:

∑∑
==

α−
σ

−
σπ

=α
n

i
ii

y

n

i y

xfyxyP
ii 1

2
2

1

)];([
2

1

2

1
ln),/(ln (14)

observa-se que maximizar P(α / y, x) em relação aos parâmetros α é equivalente a:

∑
=

α−
σα

=α
α

n

i
ii

y

xfyS
i1

2
2

)];([
1

min)(min (15)
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que pode ser visto como um problema de mínimos quadrados ponderados pela recíproca do erro
experimental. No caso em que o erro experimental é o mesmo para todos os dados pode-se obter
uma estimativa da variança experimental de y pela maximização de P(α, yσ / y, x) em relação ao

parâmetro yσ , obtendo-se:

2

1

22 1
)];([

1
ˆ y

n

i
iiy n

n
xfy

n
σ−=α−=σ ∑

=
(16)

que é uma estimativa com erro sistemático de 2
yσ .

O grande mérito da máxima verossimilhança é permitir a consideração de erros nas variáveis
independentes de forma consistente. Admitindo-se que tanto a variável medida yi quanto a variável
medida xi apresentam distribuição normal em torno de suas médias, f( ix )  e ix , respectivamente,

pode-se construir a função de verossimilhança para erros experimentais não correlacionados:












−

σ
−

σπ










α−

σ
−

σπ
=α ∏

=

2
2

2
2

1

)(
2

1
exp

2

1
)];([

2

1
exp

2

1
),/,( ii

xx
ii

y

n

i y

xxxfyxyxP
iiii

(17)

que ao ser maximizada em relação aos parâmetros  αi’s  e  ix ’s  equivale a:







î





−
σ

+α−
σα

=α
α ∑ ∑

= =

n

i

n

i
ii

x
ii

y

xxxfy
x

xS
x

ii1 1

2
2

2
2

)(
1

)];([
1

,
min),(

,
min (18)

Conclui-se então que o método da máxima verossimilhança se reduz ao método dos
mínimos quadrados quando as variáveis independentes são isentas de erro ( ix  = xi) e quando os

erros nas variáveis dependentes são constantes, com a diferença que o método dos mínimos
quadrados, não gera uma estimativa com erro sistemático para a variança experimental de y. Por
outro lado, o método da máxima verossimilhança permite valorizar mais aos dados com menores
erros experimentais.

Outras técnicas de estimação como as variáveis instrumentais (IV) e o método do erro de
predição (PEM), podem ser encontrados na literatura.

Uma estimação completa, do ponto de vista estatístico, deve fornecer além de estimativas
para os parâmetros, estimativas para suas varianças e covarianças (isto é, a matriz de covariança) e
estimativas para a variança experimental. Pois desta forma, pode-se determinar:

• se o modelo é adequado (uso do teste F e covarianças);

• os intervalos de confiança dos parâmetros (uso das varianças);

• se os parâmetros são significativamente diferentes de zero (uso do teste t);

• o intervalo de predição do modelo (análise dos erros de predição).

A matriz de covariança entre variáveis aleatórias x1, x2, ..., xN  é definida como:

}{

22
,2

2
,1

2
,2

2
2

2
2,1

2
,1

2
2,1

2
1

T

NNN

N

N

xxEV ∆∆=





















σσσ

σσσ
σσσ

=

�

����

�

�

 (19)
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onde  },var{)})({(2
, jijjiiji xxCoxxxxE ∆∆=−−=σ  e }{}){( 22

iiii xVarxxE ∆=−=σ .

Define-se também o coeficiente de correlação:

ji

ji
ji σσ

σ
=ρ

2
,

,    ,   −1 < ρi,j < 1 (20)

que corresponde a 2
, jiσ  normalizada, e a matriz de correlações C = [ρi,j]. Forte correlação entre os

parâmetros i e j são caracterizados por valores elevados de |ρi,j|, sendo que um valor negativo de ρi,j

indica que um desvio positivo no parâmetro i provoca um desvio negativo no parâmetro j, de modo
a acomodar os resultados.

Analisando o problema de estimação para um modelo genérico (não linear nos parâmetros),
admitindo que as variáveis independentes não estão sujeitas a erros, a matriz de covariança pode ser
obtida linearizando a equação do modelo em torno dos valores esperados dos parâmetros, α  =
E{ α̂ } :

α∆
∂α
∂+α≈α f

xfxf );()ˆ;(  (21)

com  ∆α = α − α̂ . Deste modo a equação de predição  y~= f(x; α̂ ) + ε~ ,  onde ε~   representa os
erros de predição, pode ser rescrita na forma:

ε+α∆
∂α
∂≈∆ ~~ f

y   ,    com    ∆ y~ = y~ − f(x; α) (22)

Como a estimação dos parâmetros equivale a minimizar a função objetivo S(α;x,y), então:

0),;ˆ( =α∇ α yxS (23)

Da mesma forma, na minimização de S( α̂ + ∆α; x, y + ∆y) tem-se:

0),;ˆ( =∆+α∆+α∇ α yyxS (24)

onde  ∆y = y − f(x; α̂ ) = ε  e portanto:

0),;ˆ(),;ˆ(),;ˆ(),;ˆ( =α∆α∇
∂α
∂+∆α∇

∂
∂+α∇=∆+α∆+α∇ αααα yxSyyxS
y

yxSyyxS (25)

Lembrando que:

),;ˆ(),;ˆ(),;ˆ( 2 yxHyxSyxS α=α∇=α∇
∂α
∂

ααα (26)

é a matriz Hessiana de S(α;x,y), e definindo:
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
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








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









∂∂α
∂

∂∂α
∂

∂∂α
∂

∂∂α
∂

∂∂α
∂

∂∂α
∂

∂∂α
∂

∂∂α
∂

∂∂α
∂

=α∇
∂
∂= α

nppp

n

n

y

S

y

S

y

S

y

S

y

S

y

S

y

S

y

S

y

S

yxS
y

G

2

2

2

1

2

2

2

22

2

12

2
1

2

21

2

11

2

),;ˆ(

�

����

�

�

(27)

tem-se então:

G ∆y + Hα ∆α = 0 (28)

ou

ε−=∆−=α∆ −
α

−
α GHyGH 11 (29)

A Equação (29) corresponde a equação do método Newton, pois ),;ˆ(),;ˆ( yxSyxG α∇=εα α .

Por exemplo, para um modelo linear do tipo:  f(x; α) = xT α, e usando o critério dos mínimos
quadrados (na forma matricial),

)()(
1

][
11

)(
1

2

1

2 α−α−
ν

=α−
ν

=ε
ν

=α ∑∑
==

XYXYxyS T
n

i

T
ii

n

i
i

tem-se:   0)ˆ(
2

),;ˆ( =α−
ν

−=α∇ α XYXYXS T    ,   XXYXHYXS T

ν
=α=α∇ αα

2
),;ˆ(),;ˆ(2   e

   TXYXGYXS
y ν

−=α=α∇
∂
∂

α
2

),;ˆ(),;ˆ( .

Portanto, ε=ε−=α∆ −−
α

TT XXXGH 11 )(   ou  simplesmente α̂  = (XT X)-1 XT Y,  pois o modelo é

linear.

Para problemas com r variáveis dependentes, a matriz G é formada por n x r colunas, onde o
j-ésimo conjunto de n colunas corresponde as derivadas do ),;ˆ( yxS α∇ α  em relação a  j-ésima

variável dependente. Pois neste caso o vetor y teria a seguinte forma:

y = [y11  y12 … y1n  y21  y22 … y2n  … yr1  yr2 … yrn]
T

A equação acima mostra como os desvios experimentais, ε, se propagam até os parâmetros
α, e:

( )( ) TTTTT HGGHGHGH )( 1111 −
α

−
α

−
α

−
α εε=ε−ε−=α∆α∆

TTTT HGEGHE )(}{}{ 11 −
α

−
α εε=α∆α∆ (30)

portanto a matriz de covariança dos parâmetros é dada por:

TT HGVGHV )( 11 −
αε

−
αα = (31)
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onde  Vε  é a matriz de covariança dos erros experimentais. Observa-se pela equação acima, que a
incerteza experimental (Vε) se transforma em incerteza nos parâmetros (Vα) após ser filt rada pela
função objetivo ( S ) e modelo ( f ) utili zados, através das matrizes das derivadas Hα  e  G. A
correlação existente entre os parâmetros e os erros experimentais pode ser observada através da
matriz de covariança entre os mesmos:

ε
−
α

−
αεα −=εε−=εα∆= VGHEGHEV T 11

, }{},{ (32)

A região de confiança dos parâmetros é a elipsóide dada por:

21 η=α∆α∆ −
αVT (33)

onde 
2

1 δ−=η t   ,  isto é,  t* tal que 
2

1
*)(

δ−=> ttp , para um grau de certeza δ.

Por exemplo, para uma região com 99 % de confiança nos parâmetros tem-se η ≈ 3. O
intervalo de confiança dos parâmetros é dado por:

iα̂  − η σi  ≤  αi  < iα̂  + η σi

desde que o parâmetro iα̂  tenha distribuição normal em torno de αi.

A matriz de covariança dos erros de predição é obtida a partir da equação de predição em
termos da variável desvio:

T
T ff

yy 




 ε+α∆

∂α
∂






 ε+α∆

∂α
∂=∆∆ ~~~~

definindo a matriz de sensitividade:

∂α
∂= f

B (34)

TTTTTTTTTT BBBBBByy εε+α∆ε+εα∆+α∆α∆=ε+α∆ε+α∆=∆∆ ~~~~)~)(~(~~

εα +α∆ε+εα∆+=∆∆= ~~ }~{}~{}~~{ VBEEBBVByyEV TTTTT
y (35)

Como os erros de predição não estão correlacionados com os parâmetros (ou, erros passados e
futuros não estão correlacionados):

0}~{}~{ =α∆ε=εα∆ TT EE (36)

e portanto:

εα += ~~ VBVBV T
y (37)

mostrando que as predições são afetadas tanto pelos erros passados, através dos erros nos
parâmetros (Vα), quanto pelos erros futuros ( ε~V ).
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3. Notas Sobre Otimização

O problema de estimação de parâmetros pode ser tratado como um problema de otimização
sem restrição, isto é, o problema que está sendo resolvido é:

)(min xS
px ℜ∈

onde x é o vetor de parâmetros a ser determinado. Os métodos existentes para a solução deste
problema podem ser agrupados em duas categorias:

1) métodos que não usam derivadas (ou métodos de busca);

2) métodos que usam derivadas (ou métodos analíticos ou métrica variável).

Como regra geral, na solução de problemas sem restrição, os métodos que usam derivadas
convergem mais rapidamente que os métodos de busca. Por outro lado, os métodos de busca não
requerem regularidade e continuidade da função objetivo e, principalmente o cálculo de derivadas
primeira ou segunda de S(x).

Os métodos de busca monovariável são, em geral, usados como métodos auxili ares para a
determinação do tamanho do passo dos métodos analíticos. Dentre os diversos métodos deste tipo,
cita-se:

	  método da seção áurea (“golden section”);
	  método de Coggins ou DSC-Powell (interpolação polinomial);
	  método da bisseção.

Os métodos de busca mulivariáveis são métodos competitivos com os métodos analíticos em
função das vantagens e desvantagens citadas acima. Como exemplo destes métodos tem-se:

	  método dos poliedros flexíveis;
	  método de Hooke & Jeeves;
	  método da busca seccionada.

Como a otimização sem restrições é equivalente a encontrar a solução do sistema de
equações não-lineares F(x) = ∇ S(x) = 0, pode-se utili zar todos os métodos disponíveis para a
solução de F(x) = 0. Por exemplo, na utili zação do método de Newton-Raphson, a matriz Jacobiana
é a própria matriz Hessiana.

Apesar da literatura referenciar somente os métodos quasi-Newton, que utili zam
aproximações para o cálculo da matriz Hessiana, como métodos da métrica variável, nestas notas o
termo “métrica variável” engloba todos os métodos que utili zam a primeira e/ou a segunda derivada
da função objetivo. Estes métodos têm como equação básica para o processo iterativo:

xk+1 = xk − αk W(xk) ∇ S(xk) (38)

onde αk  é o tamanho do passo

W(xk)  é a matriz direção (inversa da matriz Hessiana ou uma aproximação desta)

A seguir serão descritos os métodos mais conhecidos desta classe, seguidos de uma
generalização dos métodos da métrica variável.
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1. Métodos do gradiente

Utili zam somente a primeira derivada da função objetivo, caso em que W(xk) = I:

xk+1 = xk − αk ∇ S(xk) (39)

Quando αk  é escolhido de modo a minimizar:

gk(α) = S(xk − α ∇ S(xk))  , α > 0 (40)

tem-se o método da maior descida (“steepest descent” ), cujo algoritmo básico pode ser escrito da
seguinte forma.

algoritmo

1) Escolher um ponto inicial  xo,  k = 0

2) Calcular  dk = −∇ S(xk)

3) Encontrar  αk  tal que  S(xk + αk dk) = 
0

min
>α

 gk(α) = S(xk + α dk)

4) Calcular xk+1 = xk + αk dk

5) Se o critério de convergência não foi satisfeito, então  k ← k + 1 (ir para 2)

6) FIM.

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

0.005

0.01

0.015

0.02

X1

X2

Figura 3. Exemplo de otimização pelo método do gradiente.

A minimização de gk(α), também chamada de busca em linha (“ linesearch”), pode ser
realizada com o uso de qualquer método de minimização univariável. Para ilustrar esta função, a
Figura 3 mostra as curvas de níveis de uma função objetivo bi-dimensional com a trajetória do
método dos gradientes. A determinação do tamanho do passo por uma busca em linha para este
exemplo está ilustrada na Figura 4, onde mostra a função g2(α) do problema acima:

xo

g1(α)

g2(α)

S(x1,x2)
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Figura 4. Exemplo de busca em linha para a determinação do tamanho do passo.

Aproximando S(x) por uma função quadrática:

)()()(
2

1
)()()()( 1111 kkkTkkkkkTkk xxxHxxxxxSxSxS −−+−∇+≈ ++++

ou de forma similar:

k
kT

kk
kTk

k
k

k dxHddxSxSdxSg )(
2

1
)()()()( 2α+∇α+≈α+=α

que minimizando em relação a α, 0=
αd

dgk , resulta:

kk
T
k

k
T
k

kk
T
k

k
kT

k
dxHd

dd

dxHd

dxS

)()(

)(
* =

∇
−=α=α (41)

Contudo, a Equação (41) não é utili zada para o cálculo de α nos métodos gradientes, pois exigiria o
cálculo da segunda derivada da função objetivo. Neste caso, utili za-se, em geral, métodos de busca
para a sua seleção.

2. Método de Newton

Faz uso da segunda derivada da função objetivo, caso em que W(xk) = [H(xk)]-1:

xk+1 = xk − αk [H(xk)]-1 ∇ S(xk) (42)

que é resultado da minimização da aproximação de S(x) por uma função quadrática:

kkTkkkTk xxHxxxSxSxS ∆∆+∆∇+≈ )()(
2

1
)()()( (43)

onde  ∆xk = x - xk,  na direção ∆xk, isto é: 0=
∆∂
∂

k
ix

S

∆xk = −[H(xk)]-1 ∇ S(xk)

g2(α)

α
α2
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Neste caso αk  ou é um parâmetro de relaxação do processo iterativo 0 < αk ≤ 1, ou é um fator de
correção da inversa da matriz Hessiana, caso esta não seja atualizada em todas as iterações.

Em particular, quando o método de Newton é utili zado para a solução de problemas de
mínimos quadrados, ele é comumente referenciado na literatura como método de Gauss-Newton.
Sendo que uma das aplicações é a solução de sistemas de equações não-lineares, F(x) = 0,
transformados em problemas de mínimos quadrados ao procurar minimizar o quadrado dos
resíduos, isto é,

∑
=

==
n

i
i

T xfxFxFxS
1

2 )()()()(

neste caso  ∇ S(xk) = JT(xk) F(xk)   e  H(xk) = JT(xk) J(xk),  onde  
jij

i

x

f
xJ

,

)(












∂
∂

= é a matriz Jacobiana

do sistema.

3. Método do gradiente conjugado

Utili za somente a primeira derivada da função objetivo, gerando uma seqüência de direções que são
combinações lineares do gradiente:

dk+1 = εk+1 dk − ∇ S(xk+1) (44)

onde a nova direção é conjugada com a direção anterior com respeito a Hessiana, isto é:

(dk+1)
T H(xk) dk = 0 (45)

e  xk+1 = xk + αk dk ,  onde  αk  é obtido de forma similar ao método da maior descida. Para calcular
εk+1,  faz-se a aproximação quadrática de S(x), Equação (43), de onde obtém-se:

∇ S(x) = ∇ S(xk) + H(xk) (x − xk) (46)

e portanto:  ∇ S(xk+1) − ∇ S(xk) = H(xk) (x k+1 − xk) = H(xk) αk dk ,  que multiplicado por dk+1 à
esquerda, resulta:

(dk+1)
T [∇ S(xk+1) − ∇ S(xk)] = αk (dk+1)

T H(xk) dk = 0

substituindo a Equação (44) na expressão acima, tem-se:

[εk+1 dk − ∇ S(xk+1)]T [∇ S(xk+1) − ∇ S(xk)] = 0 ,

mas devido as direções conjugadas: (dk)
T ∇ S(xk+1) = 0  e  ∇ TS(xk+1) ∇ S(xk) = 0 , resultando em:

)()(

)()(

)(

)()( 1111

1 kkT

kkT

kT
k

kkT

k
xSxS

xSxS

xSd

xSxS

∇∇
∇∇=

∇
∇∇−=ε

++++

+ (47)

a última igualdade resulta do fato de  dk = εk dk-1 − ∇ S(xk) ,  que multiplicado por ∇ S(xk) à direita:

(dk)
T ∇ S(xk) = εk (dk-1)

T ∇ S(xk) − ∇ TS(xk) ∇ S(xk) = −∇ TS(xk) ∇ S(xk),

pois (dk-1)
T ∇ S(xk) = 0, pela mesma razão acima.
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algoritmo

1) Escolher um ponto inicial  xo

2) Calcular  do = −∇ S(xo) ,  k = 0

3) Encontrar  αk  tal que  S(xk + αk dk) = 
0

min
>α

 gk(α) = S(xk + α dk)

4) Calcular xk+1 = xk + αk dk   e  ∇ S(xk+1)

5) Se o critério de convergência não foi satisfeito, então FIM.

6) Calcular 
)()(

)()(
)(

11
1

1 kkT

kkT

k
k

k
xSxS

xSxS
dxSd

∇∇
∇∇+−∇=

++
+

+ ,   k ← k + 1

7) Se  k = n, isto é, realizou n direções L.I. então fazer xo = xk  e  (ir para 2)

senão  (ir para 3)

4. Métodos da métrica variável

A partir da Equação (46), pode-se tirar a seguinte relação:

xk+1 − xk = ∆xk  = [H(xk)]-1 [∇ S(x k+1) − ∇ S(xk)]

Fazendo uso de uma aproximação da inversa da matriz Hessiana:

[H(xk)]-1 ≈ ω W(xk+1) =  ω [W(xk) + ∆W(xk)]

onde  ω  é um fator de escala e  ∆W(xk) = W(xk+1) − W(xk),  resulta em:

∆xk  = ω [W(xk) + ∆W(xk)] [ ∇ S(x k+1) − ∇ S(xk)] ,

que rearranjando tem-se:

)()()()( kk
k

kk xfxW
x

xfxW ∆−
ω

∆=∆∆ (48)

onde ∆f(xk) = ∇ S(x k+1) − ∇ S(xk). Uma solução geral para a Equação (48) é dada por:

>∆<
∆

−
>∆<

∆
ω

=∆
)(,

}),()({

)(,

},{1
)(

kk

kkk

kk

kk
k

xfv

vxfxW

xfu

ux
xW (49)

onde uk  e  vk  são vetores arbitrários,

{ x, y} = x  yT  é o produto transposto (uma matriz)

<x, y> = xT y  é o produto escalar (um escalar)

Conseqüentemente, pode existir uma infinidade de métodos que utili zam a Equação (38),
dependendo da escolha de  ω,  uk  e  vk.  O parâmetro αk pode ser minimizado (“ linesearch”) ou
escolhido adequadamente.
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algoritmo

1) Escolher  xo, ω,  uk  e  vk

2) Calcular  W(xo),  k = 0

2) Calcular dk = −W(xk) ∇ S(xk)

3) Encontrar  αk  tal que  S(xk + αk dk) = min
α > 0

 gk(α) = S(xk + α dk)

4) Calcular  xk+1 = xk + αk dk  ,   S(xk+1)   e   ∆f(xk) = ∇ S(x k+1) − ∇ S(xk)

5) Se o critério de convergência foi satisfeito, então FIM.

6) calcular W(xk+1), k ← k + 1, verificar a necessidade de reset e (ir para 3)

onde  reset  é uma reinicialização de W(xk) devido a problemas de convergência. No caso do
método dos gradientes conjugados, o reset acontece a cada n iterações (n direções linearmente
independentes).

Definindo:

W = W(xk) W-1 = [W(xk)]-1

∆x = ∆xk ∆f = ∆f(xk)

d = ∆x − W ∆f d̂ = ∆f − W-1 ∆x

δ = <∆x, ∆f> δ̂ = <∆f , ∆f>

γ = <∆f , W ∆f> γ̂ = <∆x, W-1 ∆x>

A = { ∆x, ∆x} / δ Â  = { ∆f, ∆f} / δ

B = { W ∆f, W ∆f} / γ B̂  = { W-1 ∆x, W-1 ∆x} / γ̂

E = { ∆x, ∆f}

é apresentado na Tabela 3, a seguir, alguns métodos de otimização que utili zam a primeira e/ou a
segunda derivada da função objetivo. Os métodos de Greenstadt e Marquardt-Levenberg são
variantes do método de Newton, que procuram manter a Hessiana sempre positiva definida, ou pela
troca de sinal dos valores característicos (C → C) ou pela adição de β nos seus elementos da
diagonal, respectivamente.



18

Tabela 3. Métodos da métrica variável

método W(xk+1)

Steepest descent I

Newton [H(xk+1)]-1

Greenstadt D-1 C-1 D-1;  D = diag ( 2/1
,

1 || jiW− )  e  C-1 = D W D

Marquardt-Levenberg D-1 (C + β I)-1 D-1;  β > −min (valor caract. de C)

Broyden
>∆<

+
fd

dd
W

,

},{

Davidon-Fletcher-Powell
(DFP)

W + A − B

Pearson I TEBAW
xd

W 1ˆ},{ −γ−+=
δ
∆+

Pearson II BW
fWd

W −





γ
δ+=

γ
∆+ 1

},{

Newton Projetado (ou
Zoutendijk)

W − B

Greenstadt-Goldfarb I
(GGI)






 >∆<

δ
δ−∆+∆

δ
+ AdfdffdW ˆ,

ˆ
},{},{

ˆ
1

Greenstadt-Goldfarb II
(GGII) B

EWWE
W

T







γ
δ+−

γ
+

+ 1

Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS

ou GGII I) δ
+−







δ
γ++

TEWWE
AW 1

Fletcher  ou (DFP)-1
111

1 ˆˆ
1

−−−
−












δ
+−







δ
γ++ EWWE

AW
T

(BFGS)-1 [ ] 11 ˆˆ −− −+ BAW

(Broyden)-1
1

1

},ˆ{

}ˆ,ˆ{
−

−













∆
+

xd

dd
W

Goldstein-Price aproximação por diferenças-finitas
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4. Redes Neuronais

4.1 Generalidades

No Capítulo 1 foi feita uma abordagem generalizada das estruturas de modelos não lineares
tipo “caixa-preta”, usando uma nomenclatura clássica da matemática estatística. Para apresentar a
estrutura de redes neuronais nesta mesma nomenclatura, é necessário definir alguns sinônimos
freqüentemente utili zados nos textos de redes neuronais e lógica difusa:

•  estimação = treinamento (“ train” ), aprendizagem (“ learn” );

•  validação = generalização;

•  estrutura do modelo = topologia ou arquitetura da rede;

•  dados = conjunto (“set” );

•  sobre-ajuste = sobre-treinamento;

•  sensitividade paramétrica = grau de ativação do neurônio;

•  re-estimar = recordar (“ recall ” );

•  tamanho do passo = taxa de aprendizagem;

•  parâmetros = pesos, bias, níveis (“ thresholds” );

•  função base mãe, κ(x) = função de transferência;

•  função base, gk(ϕ) = κ(ϕ, βk, γk) = neurônio ou elementos de processamento;

•  regressor = padrão de entrada (“ input pattern” );

•  sobre-relaxações sucessivas (SOR) = momentum;

•  iteração = época ou repetição (“epoch” );

•  estimação recursiva = adaptação;

•  uma estrutura particular de modelo = perceptron (adequado para classificação);

•  função objetivo = função de desempenho;

•  algoritmo de otimização = professor (“ teacher” );

•  curva da função objetivo x iterações = curva de aprendizado;

•  regra da cadeia eficiente = retro-propagação.

Nos textos sobre este assunto, tem-se uma definição de rede neuronal  como:

“É um sistema de computação construído a partir de um número de nós ou elementos de
processamento, ou ainda neurônios, simples e altamente interconectados, que processam
informação pela resposta de seu estado dinâmico a entradas externas.”

Mantendo a consistência com o Capítulo 1, a definição teria a seguinte forma:

“Rede neuronal é uma classe de estruturas de modelo não linear tipo caixa-preta.”

Sendo que as funções bases são geralmente dos tipos ridge e radial. A Figura 5 ilustra a estrutura
geral destas funções bases, onde v é o vetor de entradas (regressor), wj é o vetor de pesos (parâmetro
de escala para a função ridge e de deslocamento para a função radial), bj é o bias (parâmetro de
deslocamento para a função ridge ou de escala para a função radial), κ(xj) é a função de
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transferência (função base mãe) e zj é a saída (valor da função base gj para um dado conjunto de
parâmetros e regressor). O argumento da função de transferência, xj, vai depender do tipo da função
utili zada:

xj = T
jw v + bj   (função “ ridge” ) xj = bj ||v − wj||   (função radial).

Figura 5. Função base zj = gj(v,wj,bj).

4.2 Propriedades

1. As características do sistema são distribuídas ao longo de toda a rede, com alta uniformidade.
Fazendo com que a remoção de uma função base tenha uma baixa taxa de degradação do ajuste.
Também proporciona uma maior capacidade de filt rar ruídos e minimizar os efeitos de dados
incompletos ou inconsistentes;

2. Capacidade e facili dade de reajuste dos parâmetros a novas situações sem grande investimentos;

3. Facili dade de obter informações das características do sistema através das interconexões entre as
funções bases e seus pesos associados;

4. Possuiu uma abstração automatizada típica de estruturas tipo “caixa-preta”, com pouca
necessidade de especialistas;

5. Após ajuste, possui um grande potencial de utili zação on-line devido seu baixo custo
computacional, quando comparado com modelos não lineares teóricos;

6. Por resultar de uma expansão em funções bases, possui uma estrutura naturalmente paralela, que
pode ser explorada nos sistemas de computação;

7. Estrutura MIMO;

8. Elevado número de parâmetros para serem ajustados, ocasionando um alto custo computacional
durante a estimação. É recomendado na literatura, como ponto de partida, utili zar uma rede com
duas camadas internas com 30 nós na primeira camada e 15 na segunda, o que resulta em um
modelo com 495 + 31 m + 16 n para um sistema com m entradas e n saídas;

9. Devido ao elevado número de parâmetros, é também necessário um grande número de dados
experimentais para o ajuste;

10. Por ser um modelo tipo “caixa-preta” , apresenta baixa capacidade de extrapolação, sendo,
portanto, necessário um projeto de experimento adequado ou um banco de dados com ampla
faixa de operação;

11. As estimativas dos parâmetros não estão totalmente livres de erros sistemáticos (bias) e de
soluções locais (mínimos locais);

12. A qualidade do ajuste depende fortemente do tipo de normalização dos dados de entrada e saída;

13. Modelo não linear.
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4.3 Funções bases mães

Na figura abaixo são apresentados alguns tipos de funções bases mães usados em estruturas
de redes neuronais.

Figura 6. Alguns tipos de funções bases mães.

O argumento da função base depende do tipo de construção utili zado: produto tensorial,
função radial, função ridge, etc. Este argumento é chamado de ativação total do nó na terminologia
de redes. Outros termos utili zados são a inibição e excitação do nó dependendo se o argumento
tende para -∞ ou +∞, respectivamente.
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As funções bases sigmoide e tangente hiperbólica são geralmente utili zadas nas camadas
internas das redes FNN (“Feedforward Neural Network” ) e RNN (“Recurrent Neural Network” ),
pois são funções contínuas, monótonas e finitas quando o argumento tende para ± ∞, e suas
derivadas também são contínuas. Estas propriedades são favoráveis para um ajuste mais eficiente
dos parâmetros da rede. A função gaussiana (radial) também apresenta as mesmas propriedades,
com exceção da monotonicidade, sendo muito utili zada nas camadas internas das redes RBF
(“Radial-Basis-Function Network” ). A Tabela 4 apresenta as fórmulas destas funções.

Tabela 4. Fórmulas de algumas funções bases.

função base fórmula derivada intervalo

sigmoide xe
x −+

=κ
1

1
)( )](1[)()(' xxx κ−κ=κ 0 < κ(x) < 1

tangente hiperbólica
xx

xx

ee

ee
x −

−

+
−=κ )( 2)]([1)(' xx κ−=κ -1 < κ(x) < 1

gaussiana










−=κ

2
exp)(

2x
x )()(' xxx κ−=κ 0 < κ(x) < 1

Comparando a função sigmoide com a tangente hiperbólica tem-se o seguinte:

a) a inclinação da tangente hiperbólica em torno do ponto de inflexão é muito maior que a da
sigmoide. Deste modo a tangente hiperbólica pode distinguir melhor entre pequenas variações
no valor de entrada, gerando uma resposta mais não linear. Para a região em torno da origem, a
resposta da tangente hiperbólica é aproximadamente 4 vezes maior que a sigmoide. A Figura 7
mostra estas duas funções superpostas;

b) a tangente hiperbólica tem uma resposta com o mesmo sinal do argumento, ao passo que a
sigmoide sempre tem resposta positiva.
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Figura 7. Funções sigmoide e tangente hiperbólica.
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4.4 Estrutura das redes

A estrutura (topologia) da rede refere-se a como as funções bases (nós) estão
interconectadas. Esta estrutura é formada pela organização dos nós em camadas, conectando-os e
ponderando as interconexões (combinação dos regressores com o uso de alguma construção, ex:
ridge, radial). Na Figura 8 estão ilustradas as diferentes formas de conexões: intra-camadas, inter -
camadas e recor rentes, dependendo se um regressor (entrada) de uma função base origina-se de
outra função base (saída) da mesma camada, de outra camada ou da própria função base,
respectivamente.

As conexões inter-camadas podem ainda ser do tipo feedforward ou feedback, dependendo
se o sentido da conexão é da entrada para a saída ou vice-versa, respectivamente. A Figura 9 ilustra
estas duas situações.

Figura 8. Opções de conexão em uma rede.

Figura 9. Conexões feedforward e feedback.

Uma forma de se referenciar ao tamanho da rede é através da configuração das camadas
internas (ou escondidas). Por exemplo, uma estrutura do tipo 30:20:10 está associada a uma rede
com três camadas internas, contendo 30 funções bases na primeira camada, 20 na segunda e 10 na
terceira camada, numerando da entrada para a saída.

4.5 Algun s tipos de redes

1. Redes de Classificação (RBF)

Geralmente utili zada para identificar falhas operacionais, para categorizar diferentes
características de processos estacionários ou transientes e para determinar a robustez do sistema a
perturbações. Estes tipos de problemas sugerem naturalmente o uso de funções bases radiais. A
Figura 8 ilustra a estrutura de uma rede RBF (“Radial-Basis-Function Network” ) com uma camada
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interna. Na camada de saída tem-se funções ridge com a função base mãe na forma de tangente
hiperbólica.

Figura 8. Rede RBF com N entradas e M saídas e com uma camada interna.

2. Redes Feedforward (FNN)

Muito util izada para predizer valores de variáveis relacionadas com o desempenho de um
processo, através de um conjunto de variáveis operacionais provenientes de dados de planta ou de
laboratório. Combinadas com métodos estatísticos, pode ser também utili zada para aplicações de
controle de qualidade na identificação das principais variáveis operacionais e suas regiões de
operação na otimização do desempenho do processo. Outra aplicação importante é a construção de
“software-based sensors” (ou “soft sensors” ). A Figura 2 ilustra a estrutura de uma rede FNN. Este
tipo de rede é também conhecida, equivocadamente, como rede de retro-propagação, pois este
termo está relacionado com o método utili zado para a estimação dos parâmetros.

3. Redes Recorrentes (RNN)

Também são redes utili zadas para predição, mas com uma estrutura modificada, usando
laços feedback ou recorrentes, para manipular dados dependentes do tempo. Este tipo de rede utili za
valores passados de entrada e saída da rede para predição da resposta do sistema para determinadas
condições de operação. A Figura 9 ilustra a estrutura de uma rede RNN discreta.

As redes recorrentes de Grossberg/Hopfield  possuem um estrutura similar a da Figura 9,
mas representam as dinâmicas de entrada e saída das funções bases por meio de equações
diferenciais ordinárias de primeira ordem.



25

Figura 9. Rede RNN para processos transientes.

4.6 Normalização

A normalização dos dados de entrada e saída de uma rede é uma fator fundamental para a
qualidade da estimação dos parâmetros. Isto se torna ainda mais vital com o uso de funções bases
localmente limitadas, como é o caso das funções sigmoide e tangente hiperbólica, pois elas perdem
a sensibili dade a valores elevados em seus argumentos. Além disto, quando usadas na camada de
saída, limitam os valores de saída para o seus domínios (0, 1) e (-1, 1), respectivamente, o que torna
estes valores dependentes da normalização utili zada.

Os tipos de normalização mais utili zados são (ilustrados nas páginas seguintes):

1. Intervalo [0,1] absoluto: 
max,

,
i

i
normi x

x
x = (50)

2. Intervalo [0,1] relativo: 
min,max,

min,
,

ii

ii
normi xx

xx
x

−
−

= (51)

3. Intervalo [-1,1] relativo à média: 
max,

,
,

i

avgii
normi R

xx
x

−
= (52)

onde   ),max( min,,,max,max, iavgiavgiii xxxxR −−=   e  xi,avg é o valor médio de xi.

O problema da primeira normalização é que, quando o valor mínimo de xi > 0, ela não utili za
todo o intervalo de variação significante da função base. Por outro lado, a interpretação dos
resultados fica mais direta, sem a necessidade de transformações dos dados. A última normalização
pode resultar em um ajuste mais rápido dos parâmetros, pois se o valor médio corresponder a uma
condição normal de operação, e ambos os dados de entrada e saída usarem o mesmo tipo de
normalização, então os parâmetros serão ajustados para compensarem os desvios dos valores
nominais.
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4.7 Estimação do s parâmetros da rede

Para exempli ficar o processo de estimação dos parâmetros de uma rede, é mostrado  a seguir
o método do gradiente aplicado a uma rede FNN com uma camada interna (Figura 10) e com
funções ridge, onde fica claro o uso eficiente da regra da cadeia (referenciada como retro-
propagação).

Figura 10. Rede FNN com uma camada interna (sem a representação do bias).

Usando o método dos mínimos quadrados, a função objetivo tem a forma:
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De modo a facilit ar o entendimento, sem perda de generalidade, será considerado somente
um vetor de entrada (N = 1), eliminando assim o índice k da Equação (53), e v = 2 para ser
cancelado no cálculo do gradiente. Com isto, a função objetivo se transforma em:
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Apesar do bias da função base não ter sido representado na Figura 10, ele será tratado como
um parâmetro a ser estimado na forma implícita:

gic = κc(xic).   ,  1,
0

−
=
∑= ck

s

k
kicic gwx (55)

onde o índice c refere-se ao número da camada;
o índice i refere-se à função base;
o índice k refere-se às “s”  entradas da função base;
quando k = 0 tem-se w0ic = bias e g0,c-1 = 1;
xi1 pode ser tratado como o próprio ui, ou como uma fórmula de normalização do mesmo;
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Usando o método do gradiente para o ajuste dos parâmetros, tem-se:

wh+1 = wh − ηh ∇ S(wh) (56)

onde ηh  é o tamanho do passo na h-ésima iteração (ver Capítulo 3 para sua determinação).

Aplicando a regra da cadeia para o cálculo do gradiente da função objetivo em relação aos
parâmetros resulta em:
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onde δij é a função delta de Kronecker (δij = 1 se i = j  e  δij = 0 se i ≠ j).

Utili zando a Equação (56) do método do gradiente tem-se:
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O termo “retro-propagação do erro através da rede”, utili zado na terminologia de redes,
resulta deste aumento gradual de termos devido à regra da cadeia (carregando os erros de predição)
a medida que se caminha no sentido da saída para a entrada. É comum também chamar os termos
abaixo, ξ, que multiplicam os regressores da respectiva camada, de equações do erro LMS (“Least-
Mean-Squares”).
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Por outro lado, pela Equação (27) tem-se:
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que mostram a direção da correção dos erros de predição.
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Os gradientes das saídas em relação às entradas, ou matriz de transferência do processo (e
matriz dos ganhos do processo para o estado estacionário), também pode ser obtida usando a regra
da cadeia, resultando em:
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onde o valor de 
i

i

du

dx1  vai depender da definição de xi1 (fórmula de normalização).

Como todo método iterativo, a estimação dos parâmetros destes modelos não lineares
necessita de uma estimativa inicial. Como em uma estrutura de rede convencional todas as funções
bases de uma dada camada tem os mesmos regressores, então uma estimativa inicial dos parâmetros
com uma distribuição uniforme seria muito natural. Contudo, este tipo de distribuição pode não ser
muito eficiente, pois como todas as funções bases iniciam com o mesmo grau de importância, a
velocidade de convergência para uma solução, geralmente com pesos diferenciados entre estas
funções, provavelmente será baixa. Outras alternativas mais eficientes são distribuições não
uniformes regulares (como por exemplo a gaussiana) ou completamente aleatórias, em geral dentro
do intervalo [-1, 1].

Outra observação sobre a estimação dos parâmetros diz respeito a reformulação da função
objetivo. Uma prática usada em redes neuronais é a penalização da função objetivo com a grandeza
dos parâmetros, conhecida como regular ização, que modifica a função objetivo ponderando a
média dos quadrados dos parâmetros, isto é:
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onde ω é conhecida como razão de desempenho e wj é o vetor de todos os p parâmetros da rede.
Esta regularização resulta em uma rede com parâmetros menores (em valor absoluto), suavizando a
resposta da rede e reduzindo a possibili dade de sobre-ajuste em detrimento da qualidade do ajuste
aos pontos observados.
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5. Redes de Modelos Locais

(artigos [6,7] + Maurício)
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