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1. Estrutura de Modelos

A clasdficagédo do modelo matematico na estimacdo de parametros depende de como os
parametros aparecem nas equacdes. A forma geral para modelos lineares pode ser escrita @mMo:

Y(X1, X2, ...y X%n) = 01 f1(Xa, X2, ..., Xn) + 02 To(Xq, Xo, ..y Xn) + ..+ Bp fo(Xe, X2, ...y Xn) (1)

onde fi(Xy, X2, ...,Xn) SA0 vetores de formas funcionais conheddas (podendo ser n&o linear nas X' s),
0, sdo os pardmetros do modelo, y é o vetor das varidveis dependentes e x; S0 as variaveis
independentes. Por exempl o:

y(X) =081 + 6, X linear em 6 e x

Y(X) = 01 + B, X + B3 X linear em 6 e ndo linea em x

A formageral paramodelos ndo lineares pode ser escrita @mo:

Y(X1, X2, ...y Xn) = (X1, X2, ..., Xn; 01, B2, ..., 0p) (2
Por exemplo:
Y(X1, X2) = 01 + B3 (2 X1 + Xp) ndo linea em 6 elinea em x
y(X) =81 exp (62 X) ndo linea em B ex

Portanto, conheada a estrutura do modelo, estimar os parametros do modelo significa
encontrar o conjunto de 6;"s que faz com que o model o reproduza os dados experimentais da melhor
formaposdvel.

Caso a estrutura do modelo ndo estgja totalmente definida, tem-se um problema de
identificac® do proces® asciado a0 problema de estimac® de paréametros, onde procura-se
também determinar a estrutura do modelo mais adequada para representar os dados experimentais.
Em um contexto mais completo, aidentificac® do pocess consiste de um procedimento iterativo
incluindoas sguintes etapas.

* plangjamento de experimentos;
* selec® da estruturado modelo;
* estimacga de parametros;

» validacé® domodelo.

O porto de partida para aidentificagéo do poces é apesquisa bibliogréfica onde procura-
se awmular o conhecimento das diversas pesquisas reali zadas para o desenvolvimento de modelos
do proces. Como resultado podk-se obter uma estrutura hierarquica de modelos variando desde
modelos detalhados e cmplexos a modelos smples usados para propdésitos exploratorios e
obtencdo de caaderisticas qualitativas do comportamento dosistema.

O plangjamento de experimentos € fundamental para aobtencdo de um modelo apropriado
com um minimo de experimentac&®. Por exemplo, 0 método da tentativa-e-erro para 0 projeto e
exeaucd de experimentos além de ser de dto custo e mnsumo de tempo, é um méodo auto-
destrutivo. Para estimar os parametros do modelo com uma pequena regiao de confiabili dade, algo
mais que uma simples andlise dos resultados experimentais faz-se necessrio. A Figura 1 mostra
um estratégia eficiente para experimentagdes, onrde um modelo proparciona & bases para novos
experimentos que levardo a um novomodelo.
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experimentagdo

analise dos resultados,

projeto do — .
experimento revisdo do(s) modelo(s) ,

novo planejamento.

modelo(s)

Figura 1. Estratégia de experimentacao eficiente.

A selecd da estrutura do modelo depende fundamentalmente do conhedmento dosistema e
do grau de informacd que se desgja obter do mesmo. Outros aspectos que devem ser levados em
conta sdo: a simplicidade do modelo, as caraderisticas numéricas favoraveis a estimaca de seus
parémetros e adimensdo domodelo (nUmero de variaveis e parametros e nimero de eguacoes).

Dependendo doconhecimento prévio dosistema, a estruturado modelo pock ser clasdficada
dentre os seguintes categorias:

1) Modeos “caixa-branca’: quando o modelo é conheddo perfeitamente, com base en
conhedmentos prévios e aspectos tedricos;

2) Modeos “caixa-cinza”: quando agum aspedo tedrico € disponivel, mas varios parametros
predsam ser determinados a partir de dados observados. Pode-se anda subdvidir em
modelagem tedrica e semi-empirica No primeiro caso a estrutura do modelo € cnstruida
com embasamento tedrico, e no segundo caso cs s$nais medidos Dfrem transformagdes
ndo lineares com base tedrica antes de entrar em uma estrutura “caixa-preta”.

3) Modelos “caixa-preta”: quando omodelo é totalmente empirico, mas escolhido com base
em experiéncias bem sucedidas em situagdes smil ares.

Os modelos “caixa-preta” lineares, que ja foram abordados no méduo de identificacdo de
sistemas lineaes, posuem a seguinte estrutura geral:

_ B(a) C(a)
AQ) YO = O + 5 el ©
onde gt x(t) = x(t-1), e dguns casos espedais s conheddaos como:
* modeo Box-Jenkins (BJ): A=1;
« modelo ARIMAX:F=1,D=1-q%
e moddo ARMAX:F=D =1,
* moddoARX:F=C=D=1,
*  modelo output-error (OE): A=C=D =1,
* modedoFIR:A=F=C=D=1.

O preditor associado a Equacéo (3) pock ser escrito na seguinte forma de regressio li near:
y(t16)=6"o(t, 6) (4)

onde 0s regresores, isto €, as componentes de ¢ (t, 8), sdo dados por:
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u(t-k) entradas passadas, associados ao pdindmio B(q)

y(t—K) saidas passadas, asociados ao pdindmio A(Q)

e(t-k |0) =y(t-k) — y(t—k|8) errosde predicdo, associadas ao pdinémio C(q)

Vo (t—k|6)=A(q)y(t-k|6) saidas smuladas com u passados, asociadas ao pdinémio F(q)
eu(t=k|0) = y(t-K) - y,(t—k|6) errosdesimulagdo, associados ao pdindmio D(q).

Uma estrutura geral para os modelos “ caixa-preta” ndo lineares tem a seguinte forma:

y(t) = g(uy™) + v(t) ()

onde X' = [x(1) x(2) ... x(t)], X = u, y, S30 as entradas e saidas observadas, e v(t) leva en conta o fato
de que y(t) ndo é funcd somente de dados passados. Entretanto, deve-se ter uma estrutura onde v(t)
é pequeno, de modo que g(u**,y"™!) sejaumaboa prediczo de y(t).

O preditor associado a Equacéo (5), naforma de regressio ndo linear, é escrito como:
y(t16) =9(o(t), 6) (6)

onde g é dgumafuncdo ndo linea parametrizada por 6.

Seguindo a nomenclatura usada para os modelos lineares, tem-se 0s casos espedais ndo
lineaes:

» modelo NBJ: utiliza u(t-k), e(t-k | 8), y,(t—k|06) e e (t—k | 6) como regressores. Neste
caso as sidas sSmuladas sdo oltidas substituindo s regresorese e g, par zeros,

* modelo NARMAX: utili za u(t-k), y(t—K) e g(t—k | 8) como regressores;

* modelo NARX: utili za u(t-k) e y(t—-k) como regressores,

» modelo NOE: utilizau(t-k) e y, (t —k|6) como regressores. Neste caso, a saida do modelo
étambém y(t|0);

* modelo NFIR: utili za somente u(t—k) como regresores.

As estruturas NBJ, NARMAX e NOE s&o estruturas recorrentes, pas parte do vetor de
regressao é formado pa saidas passadas do model o.

Uma maneira natural de construir o mapeamento néo linear g(¢, 6) € dravés de expanséo
em familias de fungdes:

9(¢, 6) = 2 ok a(9) (7)

onde gk sdo chamados de fungbes bases. A maioria dos modelos néo lineares “caixa-preta” sao
estruturados com gy ohtidos através de uma parametrizagdo de uma Unica funcdo base mée, K(x).
Nestes casos, pade-se escrever as fungdes bases na seguinte forma geral:

a(®) = K(d, Bk Vi) (8)

onde Bk e Yk SAo0 parédmetros com caracteristicas diferenciadas. Em geral, Bk estd reladonado com a
escda ou alguma propriedade diredona de gk(d), e yk € um parametro de posi¢éo outranslacéo.

Na Tabela 1 sfo listados alguns exemplos de expansdo de fungdes escdares, f(x), dada pela
Equacd (7), quandoas fungdes bases tem aforma gu(®) = K[Bk (¢ — v)].
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Tabela 1. Expansdo de fungdes escdares.

expansao K(X) Bk Yk Ok
série de Fourier cos(x) freqiéncias| fases | [i(x),cos(x)0 || cos(x) |
1se0<x<1,
constante por partes (a) . VA k f(ka)
0 caso contrario

(a) suavizada r(x) = e /2 UA k f(kA

on (ka)

b Ooex<0, 1 k f(kA)~f (k
constante por partes A —f[(k-1)A
por partes (b) Leex>0 (kA)-f(k-1)A]

) 1

(b) suavizada o(x) = 11 1A k f(kA)—f[ (k-1)A]

Os quatro dtimos exemplos da Tabela 1 utili zam funcbes bases locais, pas us gradientes
possuem suparte limitado, isto €, suas variagdes estdo concentradas em um intervalo finito. Por
outro lado, o pimeiro exemplo utili za funcdes bases globais.

Para 0 caso multivariavel, ¢ = [¢1 ¢2 ... ¢g], as funcles bases 0 geramente construidas
como extensdes do caso monovariavel como segue:

1- Produo tensorid: ge(®) = [ Ki(di, Bk YiK);
2- Funcéo redial: g(¢) = K(llo — yilgd), em umadadanorma ||Cjg, , ex: [[$ ||§k =¢" B O;

3- Fung@o “ridge’: gu(®) = K(Bk ¢ + Vi).

Note que afuncép “ridge” é constante para todo ¢ no subespaco {¢ 0 5¢ /BI(I) = const.}.

Como conseqiiéncia, mesmo se afuncdo base méae K, tiver suporte locd, a funcéo base gy ndo terd
suparte limitado reste subespaqo (funcéo base semi-global).

A Tabela 2 apresenta dgumas estruturas popuares de model os nesta formulagéo.

Tabela 2. Exemplos de estruturas de model os.

estrutura de modelo funcéo base méae, K(x) funcao base, gk(¢)
waveets base ortonarmal gi(®) = 22 k(29 - K)
kernel fungdes em formade sino K[(¢ - y)/A], yi = portosno 5 ¢
interpolac@® funcd puso untério K(lo — Yilk), Yk = centros de hipercubcs
fuzzy funcBes membro [ Ki[Bik(di — V)]
Volterra X [T K(Bik i)
rede neuronal sigmoidal o(x) K(BE & + Vi)
RBF r(x) K(|l¢ — ylVow), Yk = centros da RBF
rede modelos |ocais lineaes r(x), y.(x) =0" x r(|lr - vdlow) 8f oL
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As estruturas de modelos com expansdo em fungdes bases sdo frequentemente referidas
como redes, primeiro paque geramente afuncdo base mée érepetida en um ndmero elevado e
vezes na expansdo; segundo paque umailustracd® gaficada estruturatem aformade umarede.

No caso de estruturas em redes de multi-camadas, a extenséo € direta, bastando definir os
regressores para cada camada. Entdo, para ai-ésima canada, com m funcdes bases, tem-se:

ot =gi (@) =k (9 ,Bi. Vi) 9)

once ¢ =17 oL ... $!*1] é o vetor de regressio para o camadai+1. A Figura 2 ilustra uma
estrutura de rede feedforward com duas camadas internas (ou escondidas - “hidden™).

Portanto, para construir um modelo “caixa-preta” ndo linea, os fguintes pass devem ser
exeatados:

1. Seledonar osregressores ¢;
2. Seledonar a(s) funcdo(des) base(s) méae(s), K;

3. Fazer a expansdo dafuncéo base maeno espag das regresores, dotipo radial, “ridge”, produo
tensorial, ou umaoutra fungcd multidimensional espedfica;

4. Determinar o nimero de funcdes bases, gk, € 0 nimero de camadas da estrutura;
5. Determinar os valores dos parametros de dil atagéo e localizac, [k € Yk, respedivamente;
6. Determinar os parametros de @mordenagéo, ai, da expansdo de g(¢, 0).

Basicamente, ha duas posshili dades para determinacéo dcs parametros dos pass 5 e 6:
a) Estimar todcs os parametros a, 3 e y sSmultaneamente;

b) Tratar os parametros 3 e y separadamente, como pa exemplo usar valores predeterminados
como nocaso das wavelets. Neste cao, a estimacd das ax € um problema de regresséo linea,
para redes mono-camadas.

Input laye: Hidden layers Ohutput layar
'_F'\_-_ F . - ’ S S o
T __'i: 1 o o I\:
B |‘x
St T = g L & l -FEH\._ -
T h&ywi |_ -4 ._I
."-f }.‘ e ‘_I- -\.\. -

Figura 2. Rede feedforward com duas camadas esconddas.



2. Notas Sobre Estimacao de Parametros

Considerando qe aestrutura do modelo estgja determinada, 0 problema de estimacéo de
parémetros € no final das contas um problema de otimizac&, onde uma fungé oljetivo deve ser
formulada.

Na témica dos minimos quadrados procura-se minimizar os quadrados dos desvios do
modelo em relacéo aos dados observados:

. 12 .13 _
=minS(a) = min- zl &f =min= zl [y; - f(x;00]° (10)

ondev =n - p éo nimero de graus de liberdade, isto € nimero de experimentos menos os nimeros
de parametros a serem estimados. Observa-se que se 0 erro experimental for o mesmo paratodcs os

dadas, entéo 6§, € uma estimativa da varianca experimental dey.
No caso de se wnhecer a funcéo densidade de probabili dade, p(x,y) o problema éposto ma
seguinte forma:

00 00

minS(a) = minE{[ y - f (x0)]%} = min [ [Ty~ 1 (x,0)]1% p(x, y)dxdy (12)

A témicada maxima verossmil hanca ébaseada na funcéo densidade de probabili dade:

o(y/xa)=—* expgri[y—f(x-u)]zg (12)
’ \/Etoy 520§ ’

isto & admite-se que avaridvel mediday apresenta distribuicd namal em torno da média, f(x). Se
0S erros experimentais ndo estdo correlacionados (eventos independentes), pode-se @nstruir a
fungéo de verosamil hanca

n U

1 expr—L [~—f(x-'a)]2E (13)
i':llx/E[C 5 2062 ! "

P(a/y,x) =

e 0s parametros podem ser estimados de forma amaximizar a funcé de verossmilhanga, isto €,
maximizar a probabilidade de encontrar os dados experimentais obtidos. As estimativas pela
maxima verossmil hanca so eficientes e portanto consistentes, contudo réo séo necessariamente
livres de aros ssteméticos.

Rescrevendoafuncédo de verossmil hancanaformalogaritmica

'”P‘a’y’x):i;'%z—ic —;2015 [y — £ (%;a)]? (14)

observa-se que maximizar P(a /'y, X) em relacéo aos parametros a € equivaente a

mmS(cx) mlnz —[yI - f(x;0)]? (15)
yl



que pock ser visto como um problema de minimos quadrados poncderados pela reciproca do erro
experimental. No caso em que 0 erro experimental € 0 mesmo para todcs os dados pode-se obter

uma estimativa da varianca experimental de y pela maximizacé de P(a,0/y, X) em relac® ao
parémetro o, obtendo-se:

1

li [y = (g2 =" 2o (16)

3

gque éuma estimativa mm erro sistemético de of,.

O grande mérito da méxima verossmilhanca épermitir a mnsideragcdo de erros nas variaveis
independentes de forma consistente. Admitindo-se que tanto a variavel medida y; guanto a variavel
medida % apresentam distribuicd namal em torno de suas medias, f(X;) e X;, respedivamente,

pode-se @nstruir afungéo de verossmil hangapara aros experimentais ndo correlacionadas:

L ot L (- f (POt exit L (4 -%)2C (1)
H 2 2 H 2

yl T[O Xi E

P(a,X/y,x) = H\/Z‘[O
i=1

que a ser maximizada em relagéo aos parametros a;’'s e X;'s equivale a

mlnS(a X) = mlnDn —[yI - f(x,,a)]2+z—(X =X )2%
. o2 .

(18
a,X a,X g 5 o2

Conclui-se entdo que o método da méxima verossmilhangca se reduz a0 méodo ds
minimos quadrados quando as variaveis independentes 5o isentas de aro (X, = x) e quando G
erros nas variaveis dependentes 0 constantes, com a diferenca que o método de minimos
quadrados, ndo gera uma estimativa com erro sistemético para avarianca perimental de y. Por
outro lado, ométodo ch méxima verossmilhanca permite valorizar mais aos dados com menores
erros experimentais.

Outras témicas de estimacdo como as variaveis instrumentais (IV) e o méodo doerro de
predicéo (PEM), podem ser encontrados naliteratura.

Uma estimac@® completa, do porto de vista estatistico, deve fornecer aém de estimativas
para os parametros, estimativas para suas variangas e avariangas (isto é, a matriz de mvarianga) e
estimativas para avarianca experimental. Pois desta forma, pode-se determinar:

* se 0 modelo é alequado (uso doteste F e mvariangas);

* osintervalos de mnfiancados pardmetros (uso das variangas);

* Se 0s parametros 0 significaivamente diferentes de zero (uso dotestet);
* ointervalo de predicd domodelo (andli se dos erros de predicéo).

A matriz de mvarianga entre varidvels aleaorias xi, Xp, ..., Xy € definida como:

Bo'f 0-]?,2 O%N Ul
2 2
v=Pe 92 o gy 19
0 D
fN OE,N Uﬁl H



onde of; = E{(% —%)(x; —X;)} = Covar{Ax ,Ax;} e of = E{(% —%)°} =Var{Ax} .

Define-se também o coeficiente de orrelagéo:

2
Oij

0;0

Pi,j = , ~1<pjj<1 (20)

j
que rresponck a o7
parametros i e ] sdo caraderizados por valores elevados de |p;j|, sendo que um valor negativo de p;;
indicaque um desvio pasitivo no @rametro i provocaum desvio negativo no @rametro j, de modo
a aomodar os resultados.

normali zada, e amatriz de arrelagdes C = [p;;]. Forte mrrelacd® entre os

Andisando o poblema de estimaca para um modelo genérico (ndo linear nos parametros),
admitindo que & variaveis independentes ndo estdo sujeitas a aros, a matriz de mvarianca pode ser
ohtida lineaizando a equacéd¥ do modelo em torno dcs valores esperados dos parametros, o =
E{a}:

f(x;a)=f(xa) +%Aa (21

com Aa =a — &. Deste modo a equacéd de predicdo y=f(x;a) + €, once € representa 0s
erros de predicdo, pock ser rescrita naforma:

of

oy = —
y da

Aa+€ , com Ay =Yy —f(xa) (22

Como a estimac@® das parametros equivale aminimizar afungdo oljetivo Ja;x,y), entéo:
O0aS(6;%,y) =0 (23)
Damesmaforma, naminimizacé® de §(a + Aq; X, y + Ay) tem-se;
O, S(a +Aa; x,y+Ay) =0 (24
once Ay =y —-f(x;a) =¢ eportanto:
04 S(6 +Aa; x, y +Ay) =0,S(a; X, Y) +aiDaS(6(;x, y)Ay+%DaS(d;x, y)Aa =0 (25
y
Lembrando qLe:
%DGS(d;x,y):DSS(G;X,y)=Ha(a;X,y) (26)

€ amatriz Hessana de Sa;x,y), e defininda



E 0°S 9°s %S E
[pa0y; 00,0y, 0010y,
5 Jo's  9's 0 o's E
G= a—yDaS(O‘i X Y) = a0y, 00,0y, 00t L0y, [ (27)
o : o C
0 a%s 9°s 9% E
o ,0y; 00,0y, 0a L0y, £
tem-se entdo:
GAy+HqAa=0 (29)
ou
Aa=-H;'GAy =-H 'Ge (29)

A Equacd (29) corresporde aequagdio dométodoNewton, pas G(4; X, y) € = 0, S(Q; X, Y) .

Por exemplo, para um modelo linea do tipo: f(x; a) = x' a, e usando ocritério dos minimos
guadrados (naformamatricial),

S(@) =y 3. & =y 3 b =X o == Xa)T (V= Xa)

2
v

2

temse: 0,S(6;X,Y)=-=XT(Y=-X8)=0 , O23S(@;X,Y)=Hy(a;X,Y)==XTX e
\Y

9 0 _S(@:X,Y) =G X,Y) = -2 X7
oy vV

Portanto, Ao = -H;'Ge = (X T X)X Te ou simplesmente 6 = (X" X)* X" Y, pds o modelo é
linea.

Para problemas com r varidveis dependentes, amatriz G é formada por n x r colunas, once o
j-ésimo conjunto de n colunas corresporde & derivadas do U, S(0;x,y) em relagd a j-ésima

variavel dependente. Pois neste cao o \etor y teria aseguinte forma:

Y=[Y11 Y12 o Yin Yo Yoz oo Yon oo Vi1 Yz oo Vel
A equacdo acima mostra mmo s desvios experimentais, €, se propagam até os parametros

a, e
nata” = (- Hilee - Hitee) = H lGeeT 6T (HZYT
E{AaAa"} = H 'GE{ee"}GT (H D) (30)
portanto a matriz de mvarianca dos parametros € dada por:

Vg =Hg'GV,GT (Hgh)' (31)
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onde V; é amatriz de mvariangados erros experimentais. Observa-se pela equacéd adma, que a
incerteza experimental (Ve) se transforma an incerteza nos parametros (Vq) apés < filtrada pela
funcd oljetivo ( S) e modelo ( f ) utilizados, através das matrizes das derivadas Hy, e G. A
correlac® existente entre 0s par@metros e 0s erros experimentais pode ser observada dravés da
matriz de cvarianca entre 0s mesmos:

Vg ¢ = E{Aa,e} =-H;'GE{ee"} =-H'GV, (32)
A regido de confiancadaos parametros € aeli psoide dada por:
Aa'VAa =n? (33

oncen=t;_5 , istog t*tal que p(t>t*) :?, paraum grau de crtezad.
2

Por exemplo, para uma regidgo com 99 % de mnfianga nos parametros tem-se n = 3. O
intervalo de mnfiangcados pardmetros é dado por:

a, -no < a <a; +no;

desde que 0 pardmetro @; tenhadistribuigdd norma em torno ce a;.

A matriz de mvarianga dos erros de predicdo € obtida apartir da equacd de predicdo em
termos da variavel desvio:

AJAYT = @%Aa +§é|§%m +§§

definindoa matriz de sensiti vidade;

B=— (34)

AYAYT =(BAa +E)(Aa" BT +&7)=BAaAa BT + BAGE" +EAa BT +EE"
Vy = E{AYAY'} =BV, B" + BE{AaE '} +E{EAa}B" +V¢ (35)

Como os eros de predicédo ndo estdo correlacionados com 0s parametros (ou, erros passados e
futuros ndo estdo correladonados):

E{AaE"} =E{EAa"}=0 (36)
e portanto:
Vy =BV, B' +V; (37)

mostrando que a predicdes 90 afetadas tanto pelos erros passados, através dos erros nos
parametros (Vy), quanto pelos erros futuros (Vz ).
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3. Notas Sobre Otimizacao

O problema de estimacé@® de parametros pode ser tratado como um problema de otimizacé
sem restricéo, isto é, o problema que esta sendoresolvido é

min S(X)
xaoP

onde x é o vetor de parédmetros a ser determinado. Os métodcs existentes para a solucdo deste
problema podem ser agrupados em duas categorias.

1) métodas que ndo usam derivadas (ou métodas de busca);

2) métodas que usam derivadas (ou métodaos analiti cos ou métricavariavel).

Como regra gera, na solugdo de problemas sm restricdp, s méodos que usam derivadas
convergem mais rapidamente que os métodas de busca. Por outro lado, s métodas de busca ndo
requerem regularidade econtinuidade da funcéo oljetivo e, principamente o cdculo de derivadas
primeira ou segunda de §x).

Os métodos de busca monovaridvel sdo, em geral, usados como métodas auxili ares para a
determinacéo dotamanho do s des métodaos analiti cos. Dentre os diversos métodos deste tipo,
Cita-se:

= método chsecd aurea(“golden section”);

= método e Coggins ou DSC-Powell (interpaacéo pdinomial);

= méodo chbisecd.

Os métodos de buscamulivariavels 50 métodos competitivos com os métodaos analiti cos em
funcdo das vantagens e desvantagens citadas adma. Como exemplo destes métodaos tem-se:

= método d padliedrosflexives,

= método e Hooke & Jeeves,

= método b buscasecdonada

Como a otimizac@® sem restricdes € auivalente a encontrar a solucdo do sistema de
equagdes ndo-lineares F(x) = 0OSX) = 0, pae-se utilizar todos os métodacs disponiveis para a

solucdo de F(x) = 0. Por exemplo, ra utili zac® dométodo de Newton-Raphson, a matriz Jacobiana
€ apropriamatriz Hesgana.

Apesar da literatura referenciar somente os métodcs quasi-Newton, que utilizam
aproximagdes para o cdculo da matriz Hessana, como métodos da métricavariavel, nestas notas o
termo “métricavariavel” englobatodas os métodos que utili zam a primeira ou a segunda derivada
dafuncéo oljetivo. Estes métodos tém como equacao bésica parao process iterativo:

X = XK — o WO OS(x) (39)

onde akx €otamanho dopasso
W(X) é amatriz direc#® (inversadamatriz Hessana ou uma groximac® desta)

A seguir serdo descritos os métodos mais conheddos desta dasse, seguidos de uma
generalizacdo dos métodaos da métrica variavel.
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1. Méodos do gradiente

Utili zam somente aprimeira derivada da funcéo objetivo, caso em que W(X) = I:
X = 3K — o O (39)
Quandoay €é escolhido de modoaminimizar:
g () = X~ a OS(XY) ,a>0 (40)

tem-se 0 méodo ch maior descida (“stegpest descent”), cujo algoritmo bésico poce ser escrito da
seguinte forma.

algoritmo
1) Escolher um portoinicia x°, k=0
2) Calcular dy = -0

3) Encontrar ay tal que S(X + o dy) = mig g(a) = X+ o d)
o>

4) Calcular X1 = X + o di
5) Se o critério de mnvergénciando foi satisfeito, entdo k — k+ 1 (ir para?2)
6) FIM.

S(X1,%2) 01(a)
0.02} N 1
0.015} ]
0.01} ]
0.005 | ;
“go(01)

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Figura 3. Exemplo de otimizac& pelo método do gadiente.

A minimizac® de gg(a), também chamada de busca en linha (“linesearch”), pode ser
redizada cm o uso de qualquer método de minimizac&® unvaridvel. Para ilustrar esta fungéo, a
Figura 3 mostra & curvas de niveis de uma funcdo oljetivo hi-dimensional com a trgjetéria do
método da gradientes. A determinacdo do tamanho do @s por uma busca an linha para este
exemplo estail ustrada naFigura 4, onde mostra afuncéo gy(a) do problema aéma:
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g2(a)

a

Figura4. Exemplo de busca an linha para adeterminacéo dotamanho do @s.

Aproximando §(x) por umafuncdo quadrética:
S(Xk+l) ~ S(Xk) + DT S(Xk)(xk+l _ Xk) +%(Xk+l _ Xk)T H (Xk)(xk+l _ Xk)
ou ceformasimilar:

gy (@) = S(xK +ad, ) = S(x¥) + a0’ S(x*)d, +%a2d,1 H(x¥)d,

d& =0, resulta:

gue minimizandoem relacé® aa,
_OTs(xydy _ dy dy

o* =Uyg =
dg H(x)dy  dy H (% )dy

(41)

Contudo,a Equaca (41) ndo é utili zada para o calculo de o nos métodos gradientes, pas exigiriao
cdculo da segunda derivada da funcéo oljetivo. Neste caso, uili za-se, em geral, métodas de busca

para asua selecéo.

2. Méodo e Newton

Faz uso da segunda derivada da funcéo okjetivo, caso em que W(X) = [H(X)] ™
Xk+1 — Xk - O [H(Xk)] -1 quk)

que éresultado daminimizacd da groximacd® de S(x) por umafungéo quedratica:
S(x) = S(x¥) + 07 S(x*)axk +%(Axk)T H (x¥)axK

onde AX*=x- X, nadirecéo AX, isto & ask =0
aAXi

AXE = —[HEO] ™ DS

14
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Neste cao ax Oué um parametro de relaxac® do pocess iterativo 0 < ag < 1, ou é um fator de
correcéo dainversa damatriz Hessana, caso esta ndo seja duali zada em todas as iteragdes.

Em particular, quando o método ce Newton € utilizado para asolucéo de problemas de
minimos quadrados, ele € omumente referenciado na literatura cwmo método e GaussNewton.
Sendo que uma das aplicagdes € a solucdo de sistemas de equagdes ndo-lineaes, F(X) = 0,
transformados em problemas de minimos quadrados ao procurar minimizar o quadrado dcs
residucs, isto &,

S0 =FT(OF(0 =S 20
=1

O
neste cao OIS(X) = J'(X) FOX) e H() = I"(X) I, onde J(x) = g?rj(‘m é amatriz Jambiana
=g

do sistema

3. Méodo dogradiente mnjugado

Utili za somente aprimeira derivada da func& oljetivo, gerando uma seqiiéncia de diregdes que séo
combinagdes lineares do gadiente:

Oir1 = €1 Ok — Ds(xk+1) (44)
onde anovadirecd é mnjugada com adirecdo anterior com respeito aHessana, isto &
(k1)  H4) k=0 (45)

e XM=+ ok di, once ok éobhtido e forma similar a0 método da maior descida. Para cdcular
&1, faz-se a proximacd quedréticade Sx), Equacéo (43), de onde obtém-se:

OS(x) = OS(X) + H(X) (x - X9 (46)

e portanto:  OIS(XY) — OS¢) = HEE) (x ¥ = %) = HK) o de, que multiplicado pa ds &
esquerda, resulta:

(Ohen) " [OSXY) = OSX9] = 0tk (her) HOX) b= 0
substituindoa Equacé (44) na expressio acima, tem-se:
[eke Ok — OS] T [OS(KY) - OS] =0,
mas devido as diregdes conjugadas: (d)" 0S¥ =0 e 0" O(X<) = 0 , resultandoem:

€1 =7 T k T Ty k k
d, OS(x") 0" S(x™)OS(x™)

(47)

aUltimaigualdade resultado fato de di = & dq — O, gue multi plicado pa O adireita
(A" OS(X) = & (dher) " OS(X) =~ OTSXY) OS(X) = -07S(x) DK,
pais (1) " OS(X) = 0, pela mesma razéo adma.
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algoritmo
1) Escolher um portoinicial x°

2) Calcular d,=-09x°, k=0

3) Encontrar ay tal que S(X + o dy) = mi(r)1 g(a) = X+ o dh)
o>

4) Calcular Xt =3¢+ o di e DK<Y

5) Se o critério de cnwvergénciando foi satisfeito, entdo FIM.

T of okl k+1
6) Calcular dy,; = ~0S(x*™) +d, = f(x k)DS(Xk ) , ke k+1

O S(x™)OS(x™)
7) Se k=n, isto & redizoun diregdes L.I. entdofazer xX° = X< e (ir para2)

sendo (ir para3)

4. Métodos da métricavariavel

A partir da Equacé (46), pode-setirar a seguinte relacéo:
X=X = A = [HEO)? [0S - OS]
Fazendo w80 de uma goroximacga dainversadamatriz Hesgana:
[HOO ™ = 0 WX) = 00 [WIX) + AW(X)]
onde w éum fator de escda e AWX) = WXY) — W(XY), resulta em:
X = 0 [WE) + AWK] [OS(x Y — OS] ,
gue rearranjandotem-se:

k Ky _ XK k k
AW (xK) = = -W(x)af (x4) (49)

onde Af(X) = O(x**Y) — 0S(x). Uma solucéo geral para aEquacao (48) é dada por:

aw(xky=1 {AXK U W(x)Af (x) v

(49
w<uf Af(xK)>  <vkaf(xK) >

onde U* e ¢ sdo vetores arbitrarios,
{x,y} =x Y éo produo transposto (uma matriz)
<x,y> =Xy éo produo escdar (um escdar)
Conseqientemente, pock eistir uma infinidade de métodcs que utilizam a Equacéd® (38),

dependendo da escolhade w, u¢ e V. O pardmetro oy pode ser minimizado (“lineseach”) ou
escol hido adequadamente.
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algoritmo
1) Escolher x°, @, U* e \¥
2) Calcular W(X°), k=0
2) Cacular d = “W(X) O(x)

3) Encontrar ay tal que S(X + o dy) = m'rg gd0) = XK+ a dy)
a>

4) Calcular X =X+ opde , SXY) e Af(K) = DY) - 09X
5) Se o critério de mnwvergénciafoi satisfeito, entdo FIM.
6) cacular W(X'), k — k + 1, verificar a necesddade dereset e (ir para3)

onde reset é uma reiniciaizac® de W(X) devido a problemas de mnvergéncia. No caso do

método des gradientes conjugados, o reset acontece a cada n iteragdes (n direcBes linearmente
independentes).

Definindo:
W= W(X) W= (W)™
Ax = AX¢ Af = Af(X)
d = Ax - WAf d = Af - W' Ax
3 = <Ax, Af> 5= <Af, Af>
y = <Af , W Af> ¥ = <ax, W Ax>
A={Ax AX | & A ={Af, A} 18
B ={WAf, WA} / y B ={W'Ax, W'AX} / §

E = {Ax, Af}

€ gresentado ma Tabela 3, a seguir, alguns métodas de otimizagd que utilizam a primeira dou a
segunda derivada da funcéo oljetivo. Os métodcs de Greenstadt e Marquardt-Levenberg sdo
variantes do método e Newton, que procuram manter a Hessana sempre positiva definida, ou Ela

troca de sina dos valores caracteristicos (C — C) ou pela aicédo de B nos ®us elementos da
diagonal, respectivamente.
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Tabela3. Méodos damétricavariavel

método WOE
Stegest descent I
Newton [HXY]?
Greenstadt

D-l Q-l D-l; D= d|ag (lW—l |1/2

7y eC'=DWD

Marquardt-Levenberg

(GGI)

D (C+ B1)'DY B>-min(vaor caad. deC)
{d.d}
B W+
royden <dAf >
Davidon-Fletcher-Powell W+A-B
(DFP)
Peason| W+{d’6AX} =W+A-yB1ET
Peasonll W+{d’WAf} :%+§§V—B
Y Y
Newton Projetado (ou W-B
Zoutendij k)
Greenstadt-Goldfarb |

w+2Hdaf +af dy - 2<af d> A
50 5 c

Greenstadt-Goldfarb I1
(GGlII)

Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS
ouGGlIl)

n

W+ EW+WE _%é%
y y

+WE'T

Y _Ew
W+§L+6§L\ .

Fletcher ou (DFP)™

-1
0 y ETw1+w?eO
w0+ YHA- 0
O o0

B 0 B
(BFGS) W+ A-g[*
Aa 1
(Broyden)™ %N‘l + {Ej .} B
| {d.Axt 5
Goldstein-Price

aproximac® pa diferencas-finitas
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4. Redes Neuronais

4.1 Generalidades

No Capitulo 1foi feita uma dordagem generalizada das estruturas de model os ndo lineares
tipo “caixa-preta”, usando uma nomenclatura dassca da matemética estatistica Para gresentar a
estrutura de redes neuronais nesta mesma nomenclatura, € necessrio definir alguns snénmos
frequentemente utili zados nos textos de redes neuronais e | 6gica difusa:

* estimacd = treinamento (“train”), aprendizagem (“learn”);

 validacé® = generalizac®;

 estruturado modelo = topdogia ou arquitetura da rede;

» dados= conjunto (“set”);

» sobre-gjuste =sobre-treinamento;

* sensitividade paramétrica =grau de aivagdo do reurénio;

* re-estimar = recordar (“reall”);

* tamanho do s = taxade grendizagem;

e pardmetros = pesos, bias, niveis (“threshads’);

» funcéo base méae Kk(x) = funcdo de transferéncia;

» funcéo base, gu(®) = K(d, Bk Yk) = neurdbnio ouelementos de processamento;
* regresor = padréo de entrada (“inpu pattern”);

» sobre-relaxagdes sicessvas (SOR) = momentum;

* iterac® = épocaou repeticéo (“epoch”);

* estimacd reaursiva =adaptaca;

* uma estrutura particular de modelo = perceptron (adequado para dassficacéo);
» fungéo oljetivo = funcéo de desempenha

» agoritmo de otimizac&® = profesor (“teacher”);

» curvadafuncdo oljetivo x iteragbes = curvade grendizado;

* regradacadeia diciente = retro-propagacao.

Nos textos hre este asaunto, tem-se umadefinicdo de rede neuronal como:

“E um sistema de computagdo construido a partir de um ndmero de nés ou elementos de
processamento, ou ainda neurdnios, simples e dtamente interconedados, que processam
informaca pelaresposta de seu estado dnéamico a entradas externas.”

Mantendoa mnsisténcia mm o Capitulo 1,adefinico teria aseguinte forma:
“Rede neuronal é uma dasse de estruturas de modelo néo linear tipo caxapreta.”

Sendo ge & fungdes bases sdo geramente dos tipos ridge e radial. A Figura 5 ilustra aestrutura
geral destas fungdes bases, once v € 0 vetor de entradas (regressor), w; € o vetor de pesos (parametro
de escda para afuncéo ridge e de deslocamento para afuncéo radia), b € o bias (parametro de
deslocamento para a fungéo ridge ou dce escda para a fungdo radia), k(x) € a fungdo de
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transferéncia (funcéo base mae e z é asaida (valor da funcéo bese g; para um dado conjunto de
parametros e regressor). O argumento da funcao de transferéncia, x;, vai depender dotipo dafuncéo

utili zada:
Xj = WJ-TV+ by (funcéo “ridge”) X =by|v—w| (funcéo radial).
b,
W, i ‘
H"\\\\ . S
_ W - ‘.i/ \\
Va2 - SRS z-::{.’r]. ) >
W ) |
zh____/
Vio Wi -

Figura5. Funcdo base z = g;(v,w;,b).

4.2 Propriedades

1.

As caaderisticas do sistema sdo dstribuidas ao longo de toda arede, com ata uniformidade.
Fazendocom que aremocéo de umafuncdo base tenha uma baixa taxa de degradacéo dogjuste.
Também proparciona uma maior capacidade de filtrar ruidos e minimizar os efeitos de dados
incompletos ou inconsistentes;

2. Capaddade efadli dade de regjuste dos parametros anovas stuagdes £m grande investimentos;

3. Fadli dade de obter informagdes das caracteristicas do sistema dravés das interconexdes entre &

funcdes bases e seus pesos asociados;

Posaiiu uma @strac® automatizada tipica de estruturas tipo “caixa-preta”, com pouca
necessdade de espedalistas,

ApGs guste, posui um grande potenciad de utilizacd® online devido seu baixo custo
computadonal, quando comparado com model os ndo li neares tedricos;

Por resultar de uma expansdo em fungdes bases, pasali uma estrutura naturalmente paralela, que
pode ser explorada nos gstemas de computacao;

7. EstruturaMIMO;

8. Elevado nimero de parametros para serem gustados, ocasionando um alto custo computadonal

durante aestimac®. E reamendado raliteratura, como porto de partida, utili zar umarede cm
duas camadas internas com 30 né ha primeira canada e 15 na segunda, 0 que resulta en um
modelo com 495+ 31 m+ 16 n paraum sistema @m m entradas e n saidas;

Devido a0 elevado nimero de parametros, é também necessario um grande nimero de dados
experimentais para o g uste;

10.Por ser um modelo tipo “caixapreta’, apresenta baixa caacidade de etrapoacé, sendo,

portanto, necessario um projeto de experimento adequado ou um banco de dados com ampla
faixa de operacéo;

11.As estimativas dos parametros ndo estdo totalmente livres de erros ssteméticos (bias) e de

solugbes locas (minimos locas);

12. A qualidade do gjuste depende fortemente do tipo de normalizac® dos dados de entrada esaida;

13.Modelo ndo linea.
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4.3 FuncOes bases méaes

Na figura aaixo sdo apresentados alguns tipos de fungdes bases méaes usados em estruturas

de redes neuronais.

a
Al

_ﬂ—pu III

e
a = hardlimin)

Hard Limit Transfer Function

s

a = havdiimsin)

Symmetric Hard Limit Trans. Funct.

a = logsig(n)

Log-Sigmoid Transfer Function

i = poslingn)

Positive Linzar Transfer Funct.

a = purelinin)

Linear Transfer Function

a = radhasin

Radial Basis Function

L e

d = mibasim)

Triangular Basis Function

a = sarfinm)

Satlin Transfer Function

i = sarlingi)

Satling Transfer Function

i = fansizin)

Tan-Sigmoid Transfer Function

Figura 6. Algunstipos de funcbes bases maes.

O argumento da funcd base depende do tipo de @nstrucdo uilizado: produo tensorial,
funcéo radial, funcéo ridge, etc. Este agumento é dnamado ce ativacdo total do né raterminologia
de redes. Outros termos utili zados 80 a inibicdo e excitagcdo do ndé @pendendo se o argumento
tende para-o ou+oo, respedivamente.
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As funcbes bases sgmoide e tangente hiperbdlica sdo geramente utili zadas nas camadas
internas das redes FNN (“Feedforward Neural Network”) e RNN (“Recurrent Neural Network™),
pos s0 funcbes continuas, mond&onas e finitas quando o argumento tende para £ o, e suas
derivadas também sdo continuas. Estas propriedades s8o favoraveis para um guste mais eficiente
dos pardmetros da rede. A func@ gaussana (radia) também apresenta & mesmas propriedades,
com excecd® da monaonicidade, sendo muito utilizada nas camadas internas das redes RBF
(“Radial-Basis-Function Network”). A Tabela 4 apresenta & formulas destas fungdes.

Tabela4. Formulas de dgumas funcoes bases.

funcdobase formula derivada intervalo
1
sigmoide K(X) = ——— K'(X) = K(X)[1-K(x)] O0<k(¥) <1
1+e™*
tangente hiperbdli _e'-e”
gente hiperbdlica K(X) = K'(X) =1—[K(X)]2 -1<k(X) <1
eX +e—X
2
gaussana K(X) = ex X_E K'(X) = =XK(X) O<k(X)<1

Comparandoafuncéo sigmoide com atangente hiperbdi catem-se o seguinte:

a) ainclinac® da tangente hiperbdlica en torno do poto de inflexdo € muito maior que ada
sigmoide. Deste modo a tangente hiperbdlica pode distinguir melhor entre pequenas variagdes
no valor de entrada, gerando uma resposta mais néo linear. Para aregido em torno da origem, a
resposta da tangente hiperbdlica é groximadamente 4 vezes maior que asigmoide. A Figura 7
mostra estas duas fungdes superpaostas;

b) a tangente hiperbdlica tem uma resposta @wm o mesmo sina do argumento, a0 pasL que a
sigmoide sempre tem respaosta positi va.

1

o8l - - - - S L SR e s
ool A
02f - - T AN o SR

0:7?/?, Sl oy [ oo

02F - - - - R N e - -

04f - - - - - - se- /- - R R

—— hyperbolic tangent

R o S — sigmoid | ]

08F- - - - - L Co S . SR

Figura 7. Funces sgmoide etangente hiperbdlica
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4 .4 Estrutura das redes

A estrutura (topologia) da rede referese a como as funcbes bases (nds) estéo
interconedadas. Esta estrutura éformada pela organizac@® dos nés em camadas, conectando-os e
ponderando as interconexdes (combinacd dcs regresores com o0 uso de dguma @nstrugéo, ex:
ridge, radia). Na Figura 8 estéo il ustradas as diferentes formas de @nexdes. intra-camadas, inter -
camadas e recorrentes, dependendo se um regressor (entrada) de uma funcdo bese origina-se de
outra funcdo base (saida) da mesma camada, de outra camada ou da prépria funcéo base,
respedivamente.

As conexdes inter-camadas podem ainda ser do tipo feedforward ou feedback, dependendo
se 0 sentido ca wnexdo é da entrada para asaida ou vice-versa, respedivamente. A Figura 9 ilustra
estas duas stuagdes.

TR TN 5 T . T A N TN Ty
5 .--"'-I L o s e .__I::*-_--' o _ LA N
T ) 1.‘; S /
T ;"v_'\ [ ¢ FEn I.."‘--"“x }‘- _H‘H P
"": | | | | ™ ! h | |
W SR B L R " 1‘*-- .
£ A o T
¥ — T -~ _— N ra 'ﬂ'_.
- - *’ T -~ = ':-\.. .l ""-,_ -~ 3 "'-\..\. 4
k1 o :
r - ¥ l_.l' -~ - '\\.- ' ., ; _ -._ .__J.
intralaver nterlaver i
Figura 8. Opgdes de mnex&o em umarede
r - e _'-\-.__ yERY
I :{ 3 |r ll 'lr H“'
A, el A N A
'. i — o _
."'-- Z e § ""'. -H”\, P H_.a-—-\g e '-».Hl
m— *-?"' S [ —_— — ¥ 3 io  —
-\._.J | B, ,1 o M o A
s e i O
I"M_ - _-"'. L"\_ = _J.I | Y I.\ﬂ {—',\ A !
feedforward feedback

Figura 9. Conexdes feadforward e feedback.

Uma forma de se referenciar ao tamanho da rede éatravés da configuracado das camadas
internas (ou esconddas). Por exemplo, una estrutura do tipo 3020:10 esta asociada auma rede
com trés camadas internas, contendo 30funcdes bases na primeira camada, 20 na segunda e 10 ra
terceira camada, numerando da entrada para asaida.

4.5 Alguns tipos de redes

1. Redes de Classficacd (RBF)

Geralmente utilizada para identificar falhas operadonais, para categorizar diferentes
caracteristicas de procesns estadonarios ou transientes e para determinar a robustez do sistema a
perturbactes. Estes tipos de problemas sugerem naturalmente o uso de funcdes bases radiais. A
Figura 8 ilustra aestrutura de uma rede RBF (“Radial-Basis-Function Network”) com uma camada
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interna. Na canada de saida tem-se fungdes ridge com a funcdo base méae na forma de tangente
hiperbdlica

output classification pattern

Y Y o
L ? L |
A A &
N ™ e output layer
- ] N ] 5 I 1 1]
}__, b l | 2 & @ [ 3% | Lanl
g ol b ! Lransfer fanchon
& ; {/’-- o
N a S e T e - . wistghils w ;
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E . 3] . ", - il lransier netian
'.-/ " = ',_," T o S
. L M et \ A owerghle e
N e : / k.
/ *, ¢ il by
f ] ]
h | I.‘. i @ L ] ] \ J ihired
- i . -
Y b vy 3 Irinsier funclion
bt X

inpul pattern

Figura 8. Rede RBF com N entradas e M saidas e @™m uma canadainterna.

2. Redes Fealforward (FNN)

Muito utilizada para predizer valores de variaveis relacionadas com o desempenho de um
proces9, através de um conjunto de variaveis operacionais provenientes de dados de planta ou de
laboratério. Combinadas com métodos estatisticos, poce ser também utili zada para glicagdes de
controle de qualidade na identificagdo das principais varidveis operacionais e suas regides de
operacdo na otimizac@® do desempenho do pocessn. Outra glicagdo importante € a onstrugéo de
“software-based sensors” (ou “soft sensors”). A Figura 2 ilustra aestrutura de umarede FNN. Este
tipo ¢k rede é também conhecida, equivocadamente, como rede de retro-propagacé®, pds este
termo estareladonado com o método uili zado para a etimacdo dcs parametros.

3. Redes Rerrentes (RNN)

Também sdo redes utili zadas para predi¢cép, mas com uma estrutura modificada, usando
lagos feedback ou recorrentes, para manipular dados dependentes do tempo. Este tipo ce rede utili za
valores passados de entrada esaida da rede para predi¢cdo da resposta do sistema para determinadas
cond¢oes de operacdn. A Figura9 ilustra aestrutura de umarede RNN discreta.

As redes rerrentes de Grosderg/Hopfield pasuem um estrutura similar a da Figura 9,
mas representam as dindmicas de entrada e saida das funcbes bases por meio de ejuaches
diferenciais ordinérias de primeira ordem.
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Figura9. Rede RNN para process transientes.
4.6 Normalizacao

A normalizac® dcs dados de entrada esaida de uma rede € uma fator fundamental para a
qualidade da estimac@® dos parametros. Isto se torna anda mais vital com o uso de fungdes bases
locdmente limitadas, como é o caso das funcdes sgmoide etangente hiperbdlica, pas elas perdem
a sensibili dade avalores elevados em seus argumentos. Além disto, quando wsadas na camada de
saida, limitam os valores de saida para o seus dominios (0, 1) e (-1, 1), respedivamente, 0 que torna
estes valores dependentes da normalizaga utili zada.

Ostipaos de normaliza¢@ mais utili zados 0 (il ustrados nas paginas seguintes):

1. Intervalo[0,1] absoluto: X; norm S (50
i,max
S _ X _Xi,min
2. Intervalo [0,]] relativo: X norm = (51
Xi max ~ X, min
e X~ X avg
3. Intervalo[-1,]] relativo amedia X noym = ——=——— (52
Ri,max

onte R max = MaXX max = Xi.avgs Xi.avg ~ Xi,min) € Xiavg €0 valor medio de x;.

O problema da primeiranormaliza¢cé é que, quando o \alor minimo de x; > 0, elando uili za
todo ointervalo de variac® significante da funcd base. Por outro lado, a interpretacéo dcs
resultados ficamais direta, sem a necessdade de transformagdes dos dados. A Ultima normalizacé®
pode resultar em um gjuste mais rgpido das parametros, pas s o valor médio corresponcer a uma
condcd namal de operacdo, e anbos os dados de entrada e saida usarem o mesmo tipo ce
normalizac®, entdo os parametros seréo gjustados para mmpensarem 0s desvios dos valores
nominais.
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4.7 Estimagéo dos parametros darede

Para exemplificar o proces de estimacd dacs parametros de umarede, € mostrado a seguir
o método dogradiente glicado a uma rede FNN com uma camada interna (Figura 10) e com
funcOes ridge, orde fica claro o w0 €ficiente da regra da caleia (referenciada wmo retro-

propagacao).

nput hidden output
layer layer layer

Figura 10. Rede FNN com uma camada interna (sem arepresentacé dobias).

Usando ométodo da minimos quadrados, afuncédo oljetivo tem aforma:

an

S(W) __zzskl =

ViEia

N n
> > [Vki = Yiei (W))? (53
i=1k=1

<k

De modo a facilitar o entendimento, sem perda de generalidade, sera cnsiderado somente
um vetor de entrada (N = 1), eliminando assm o indice k da Equacdo (53), e v = 2 para ser
cancelado nocaculo do gadiente. Com isto, afungéo oljetivo se transforma am:

Sw) =S ¢ %z - G W2 (54)
k—l k=1

Apesar do bas dafuncéo base ndo ter sido representado ra Figura 10, ele sera tratado como
um parametro a ser estimado maformaimplicita:

s
Oic = Ke(Xic): » Xic = Zwkicgk,c—l (59)
k=0

onde oindicecrefere-se @ numero dacamada;
o indicei refere-se afuncéo base;
oindicek refere-se &“s’ entradas dafuncéo base;
quandok = 0 tem-se wyic = biasegoc1 = 1;
Xi1 pock ser tratado como o roprio u;, oucomo uma férmula de normalizagd® domesmo;

Yk = Oka-
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Usando ométodo dogradiente para o gjuste dos parametros, tem-se:
Wt =w" - n, DWW (56)

onden, éotamanho do @s nah-ésimaiteracé (ver Capitulo 3 para sua determinagéo).

Aplicando a regra da cadeia para o cdculo do gradiente da funcéo oljetivo em relagéo aos
parametros resulta em:

aS 0 Oy, Ox dk ox
3 =-) & ayk 3 K3 :‘Sp—d 3 Jj2 3 k3 =01p0j2 (57)
Wip3 Xk3 OWjp Xp3 Wip3
oS N dy, & Oxg 99j2 OX)2 N odk dk
==Y g~ =12 IS =S e w20 _5q9|1 (58)
W2 (o O3 509)2 0Xj2 OWgp 5~ dXa3 dXgo aW|q2
onde §; € afuncdo deltade Kronecker (&; =1sei=j e §; =0sei #}j).
Utili zandoa Equacé® (56) do método do gadiente tem-se:
dk :
W?J%zw';p3+nh%pw(—39jza , 1=0,1,..r e p=12,...n (59
P2 b
htl _  h = Ok dk,

Wigs = Wigo T NpEY Ex W3 Oi1 , 1=0,1,..m e q=1,2,..r (60)
. . = X a dXgo IH]

O termo “retro-propagacdo do erro através da rede”, utilizado ra termindogia de redes,
resulta deste aumento gradual de termos devido aregra da caleia (carregando s erros de predicéo)
amedida que se caminha no sentido ch saida para aentrada. E comum também chamar os termos
abaixo, &, que multiplicam os regressores da respediva camada, de equagdes do erro LMS (“Least-
Mean-Squares’).

dk
Sp3 =Ep dx33 - WT;%:WTpS"'nh(Epngz)h (61)
p
I dk dk
Eq2 = Zsk dx: Wok3 dxq2 - V\’irc]rzl = Wigz +rlh(§q2 gil)h (62
k=1 3 2

Por outro lado, pela Equacéo (27) tem-se:

9°S dks h+l _ . h _9°s H
= oo owiiE=wh o 63
09,03 dXog 9i2 i3 = Wips T Mhp ayp aw s 63
92s dK 5 dK , hel _ E(Z ~9°s H
- = Wok3 Oi1 — Wig2 = Wgo tNy (64)
0y OWigqo  dX3 a dXy2 ! “ Iq 6 6 Wig2 51

gue mostram adirecé da crrecdo dcs erros de predicéo.
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Os gradientes das saidas em relacéo as entradas, ou matriz de transferéncia do proces (e
matriz dos ganhos do proces para o estado estadonério), também pode ser obtida usando a regra
da caleia, resultandoem:

OYk _ Yk « 0%z 99j2 C O0Xj2 00q1 Xy _ dK3 o dk» dky dxig
S = szka Wij1
U OXy3 /5002 0Xj2 &5 00q1 OXg OU;  dXes 5 dxj, T dxg du

(65)

oncke o valor de % vai depender da definic¢éo de X, (formula de normali zac®).

Como todo método iterativo, a estimac® dos pardmetros destes modelos ndo lineaes
necessta de uma estimativainicial. Como em uma estrutura de rede cnvencional todas as funcbes
bases de uma dada camada tem 0s mesmos regresores, entdo uma estimativainicial dos parametros
com uma distribuicdo unforme seria muito netural. Contudo, este tipo ce distribuicéo pock ndo ser
muito eficiente, pas como todas as fungdes bases iniciam com 0 mesmo grau de importancia, a
velocidade de mnwvergéncia para uma solucéo, geramente @wm pesos diferenciados entre estas
fungbes, provavelmente serd baixa. Outras aternativas mais eficientes sdo dstribuicbes ndo
uniformes regulares (como pa exemplo a gaussgana) ou completamente deatérias, em geral dentro
dointervalo [-1, 1].

Outra observac@® sobre aestimacd dcs parametros diz respeito a reformulacdo da funcéo
objetivo. Uma prética usada em redes neuronais € a penalizagdo da funcéo oljetivo com a grandeza
dos parametros, conhedda como regularizacdo, que modifica afuncd oljetivo pondrando a
média dos quadrados dos parametros, isto é

N n
sw) =2 3> ek + (-0 ﬁwj? (66)
(=1 k=1 P =

once w é mnhecida omo razéo de desempenho e w; € o vetor de todos os p parametros da rede.
Esta regularizagdo resulta en umarede cm parametros menores (em valor absoluto), suavizandoa
resposta da rede ereduzindo a posshili dade de sobre-gjuste an detrimento da qualidade do gjuste
aos pontos observados.
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5. Redes de Modelos Locais

(artigos[6,7] + Mauricio)
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