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FORMAS QUADRATICAS

Em R? a expressao geral das formas quadraticas é:

&y 2 8 2

cujas derivadas parciais sao:

of (%, x of (%, X
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62f(x1,x2)_ Cof (X, %) of (X, %) azf(xl,xz)_
— 5  — &1 = =, 6 ——o——=ay.
0% 0% OXy OX, 0% OX5

Esta forma quadrada pode ser reescrita em forma matricial, segundo:
f(x,%)=c+(b bz).[:l}ré.(xl xz)(:“ alzJ.(XlJ , OU seja, definindo:
2

4, 8 ) (X

X a, a. . ..
x=[ 1}@)&’2 ,b:(bljeinz e Az[ 1 12Je932“ [ matriz simétrica], tem-se:
Xz 2 &, ap

f(x)=c+b' ~x+%~xT CA-X

0
definindo o operador diferencial vetorial : V= al (operador gradiente) , tem-se:
S
of (4, %;)
OX . ~
Vf(x)= ' |=b+A-x (vetor gradiente de uma funcéo escalar f) e
of (X, %)
Xy
of (x4, %)
ox 2 2
V2t (x)= o 9] ! _9 f(le,x2)+6 f(le’xz):all+a22=tr(A)
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(Laplaciano de uma funcéo escalar).

Define-se também a matriz Hessiana por:

0 D2 (X, %) 0% F (X, %)
H (%)= o [af(xl,xz) af(xl,xz)j_ %% o, |
0 % X 2E(x, %) 02 f (X, %)
X Xy 0% 8%x,
Estas definicGes podem ser generalizadas para R", segundo:
X by a3 &y - &y
X b a, a a . s
x=| 7 ]eR" b=| ?|en"e Az 7 Z " le®™ [ matriz simétrica], tem-se:
Xn bn Qn 8 ot Ay
l n 1 n n
f(x)=c+b' ~X+E-XT ~A~x:c+2bi X +EZZaij XX
i=1 i=1 j=1
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of (x)
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v (x)= E =b+A-X,
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H(x)=| 0%, |- =| OX,0x 2 OX,0%, |= A
) N ( O Xq ] . a.xz LT
9 2t(x) *f(x) ()
Xy OXO% 0%, 0%, %X,
2 2
Hij(x):a 1) _9 f(x)iji(x) [matriz simétrica].

oXioXj  OX;OX
Note que caso a matriz A ndo seja simétrica, redefinem-se seus elementos na forma:

8ij velha + &ji velha L 1 .
8jj velha = [f ou, em termos matriciais, A, = E-(A,e,ha + A,elha)

A forma quadratica acima pode ser simplificada, através de um translacdo do
eixo, tal que o termo b'x desapareca, assim sejam as novas coordenadas (Y1 , Y, ..., Yn)
tais que: x=y+d assim: b’ -x=b"-y+b'.d e

X' -A-x=(yT +dT)-(A~y+A-d): y - Ay+y -Ad+d A y+dT-Ad=y -A-y+2.d"-A-y+d'-A-d
pois: y"-A-d=d"-A-y [ Aé simétrica], logo:

f(y)=c+b"-y+b' -d +%yT-A-y+dT-A-y+%dT.A.d
Identificando: f(d)=c+b' -d Jr%-dT -A-d =¢ e definindo b=b+A-d, tem-se

f(y)=¢+b' ~y+%~yT .A-y, adotando d tal que: b=b+A.d=0=d=A"-b, se A for ndo
singular, assim chega-se a:
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f(y):6+%-yT-A-y,em que: x=y+d,d=A"-b e é="f(d)=c+b" -d +%~dT~A-d , nesse

of(y)
oy

a1 (y)
novo sistema de coordenadas tem-se: Vf(y)=| Jy, |=A-y, sendo o vetor gradiente

21(y)
Yy
em y=0(a nova origem) nulo e f(y)|y=0 =¢. Essa condigéo, vf(y)=0, € uma condicéo

necessaria para o ponto ser um extremo da funcdo (maximo ou minimo) e é chamado de
ponto critico, este ponto sera um ponto de minimo se para qualquer vizinhanca de y=0,
isto é: |ly|<s,afuncéo € f(y)>f(0)=¢ €, ouseja: y'-A-y>0, sendo assim a matriz A
¢ chamada de positiva definida. Caso em toda vizinhanca de y=0 a funcdo
f(y)<f(0)=¢ a origem é um ponto de maximo, e: y'-A-y<0, sendo a matriz A

negativa definida. Em qualquer outra situacdo, o ponto ndo é nem de maximo nem de
minimo (ponto de sela) e a matriz A é dita ndo definida.

A forma quadratica pode também ser reescrita em sua forma candnica, de forma
analoga a apresentada no processo de diagonalizacdo de matrizes, assim considerando
y=P-z, em que P é a matriz cujos vetores coluna sdo 0s vetores caracteristicos
normalizados de A (considerados n vetores caracteristicos linearmente independentes e

ortogonais entre si, isto € 0s valores caracteristicos sdo todos reais e distintos - matriz A
¢ simétrica), tem-se assim:

I . 1. .13 2 N :
f(z)=C+=z' -(P'-A-P|-z=C+=z -D-z=C+—- -Z5, como a origem =0

n
correspondente também a z=0, tem-se z=0 como ponto de minimo se Z/i,-~zi2 >0
i=1
para todo o dominio em que z#0 Se 4 >0 paratodoi =1, --- ,n; z=0€ um ponto de

n
maximo se z/ii-zﬁ <0 para todo o dominio em que z=0 Se 4 <0 paratodoi = 1, - ,n
i=1

n

e z=0¢ um ponto de sela se ndo ha vizinhan¢a de z=0 na qual 2/11- .z% ndo muda de
i=1

sinal o0 que ocorre se alguns 4 <0 e 0s demais sdo 4 >0.

Em %2, a forma canonica assume a forma: f(z,z,) =6+%(ﬂi-zf+/12~222), e a forma das
curvas de nivel caracterizam as seguinte cdnicas, de acordo com o sinal de A = det (A) =
ay -8y —a5 =4 -4y, assimcom A >0 : elipse; A <0 : hipérbole e A =0 : parabola .

(@) Elipse: neste caso os valores caracteristicos ttm o mesmo sinal, sendo z=0 um
ponto de minimo se ambos forem positivos e um ponto de maximo se ambos forem

positivos. O tamanho do eixo z; é %[K—é] e do eixo z, e %[K—é], em que

K=1f(z,2,) [verificando-se que z=0 € um ponto de minimo quando
K>=>4>0e4,>0 € que z=0 € um ponto de maximo quando

w
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K<é=A4<0el,<0. Nos dois casos: %[K—6]>o e %[K—é]>0]. A seguir,

representam-se a superficie f(z,z,)e as correspondentes curvas de contorno:

.
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(32
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f(Z1!Zz):le+(5'22)2

(b) Hipérbole: neste caso os valores caracteristicos tém os sinais distintos, sendo
z=0um ponto de sela Abaixo, representam-se a superficie f(z,z,)e as correspondentes

curvas de contorno

7

i
ik

f(z,,2,)=2"-(5-2,)

(c) Parabola: neste caso um dos valores caracteristicos é nulo e, portanto, a matriz A é
singular, ndo sendo possivel fazer a translacéo de eixo para eliminar o termo b"x. Entdo
neste caso a rotagdo dos eixos é aplicada diretamente as variaveis (x,x,), isto é:

x =P .z, obtendo-se: f(z,z,)=c+b -z +b, 2, +%.z12, considerando: 4, =0.

Verificando-se que a condi¢do necessaria nao € obtida, pois:
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o (2,2,)
oz 0, + A+ 2 . x
Vi (z)= LB ﬂi ' | 0 segundo componente é sempre nao nulo. Como um dos
o (z,2,) b,
0z,

componentes do vetor gradiente € uma constante ndo nula, ndo ha valores de z ez, que

anulem o vetor gradiente, ndo existindo assim um ponto de m&ximo ou de minimo.
Abaixo, representam-se curvas de nivel para este caso.

0 15
I
0.5 1

0.57

curvas de nivel (um dos val. caract. =0)
H21.29) “251 2211 5(2)
(lezz/ Tt ezt \21>
O comportamento das formas quadraticas subsidiam o estudo de extremos de funcdes
X
~ . -, . X
escalares néo lineares de n variaveis: f(x),emque:x=| "7 [eR"ef: R" > R.

Xn

of (x)
0%
of (x)
O gradiente de f(x):Vf(x)=| ox, |, eamatriz Hessiana :
of (x)
X,
’f(x) % f(x)  9*f(x)
%% %O, %, OX,
’f(x) 2% f(x)  9*f(x)
H(X)=| o%0%  o°x, OXy0X,
() P’ 9°f(x)
OX, 0% OX,0%, %X,
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A expanséo em série de Taylor da fungdo f(x) em torno de um ponto % no qual a
funcdo e suas derivadas sdo continuas é expressa, desprezando-se 0s termos de ordem
superior a dois, por: f (x)= f (%)+[Vf (%) -(x->‘<)+%-(x—>“<)T TH(X)]-(x=%).

Considerando o ponto x como sendo um ponto critico, tem-se: vf(X)=0 e adotando

y = x—X como nova variavel independente, resultante da translacdo dos eixos, tem-se:

f (y):6+%~ y'-A-y,emque ¢=f (%) eA=H(X), de forma anéloga a analise aplicada as
formas quadraticas, tem-se:

(i) x um ponto de maximo se em uma vizinhanga de x=% ou de y=0=|y|<s, se a
funcdo f(y)>f(X)=¢,ouseja: y'-A-y>0= A é positiva definida;

(i) x um ponto de minimo se em uma vizinhanga de x=% ou de y=0=|y|<s, se a
funcdo f(y)<f(X)=¢,ouseja: y'-A-y>0= A é negativa definida.

Em qualquer outra situacdo o ponto ndo é nem de maximo nem de minimo, e no caso da
matriz ser ndo definida tem-se o chamado ponto de sela. Caso a matriz A seja semi

definida (positiva ou negativa) nada se pode afirmar sobre a natureza de x devendo ser
analisadas derivadas de ordem superiores.




