a— : -
Iteracdo i+2: X 2

a

a:
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METODO DE FIBONACCI

Adotando a notagéo: p, =i e o :i, em que L, :(b—a)micial, resulta a:

Forma Recursiva:  p, =p,,+p,, parai= 0,1, -+, N-2 (1-a)
ou Py=p+p,, parai=12, -, N-1 (1-b)
A esta equacdo se associa a condicao de contorno (CC1): po =1 (2-a)

Este esquema recursivo pode ser representado no diagrama abaixo, no qual sdo

mostradas trés iteragfes sucessivas:
< ; Pi

v

A

Iteracéo i Pi
< Pi :

v

v

lteracdo i+1: e X
— Pt —»

— Pt —— .

 —— Pz ——»

% %
A distancia entra a e Xy, que € igual a distancia entra b e x, é, na iteracao i, dada
por:
d=p_,—p parai= 1, ---,N (3)
A distancia entra x; e X, €, na iteracdo i, dada por:
A =p—-d=2-p—-p_, parai= 1, ---, N 4)
essas duas distancias sdéo mostradas abaixo:

I
»

dteracdo i Di

-0 e

X1 Xz -

d
v

Somando as Egs.(3) e (4), resulta:

d+A =p, parai= 1, ---,N (6)

B 4
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Mas, de (1-b): p,,=p,+pP.,; = P,,— P, = P, que de (3) éigual a d;, assim:

d=p, parai= 1, ---,N (7)
Substituindo (7) em (6), resulta: A, =p,— p,, , mas de (1-a): P, =Py =P -
resultando em:

A =p,, parai= 1, ---,N (8)

Duas hip6teses podem se associar a segunda condicdo de contorno da equacéo
recursiva (1):
1* Hipotese: a distancia entre x; e X, na Ultima iteracdo, iteracdo N, é igual a §,
traduzido por:

Ay=2-Py =Py =8= Py =2py -8 ©)
ou, de acordo com (8), por:

Ay =Py =8= Py, =8 (10)
2° Hipdtese: a distancia entre a e x;, que € igual a distancia entra b e x,, na ultima
iteracdo, iteracdo N, é igual a 6, traduzido por:

dy=Pys—Py=0=pPy, =Py +90 (11)
ou, em acordo com (7), por:

dy = Py =08= Py, =8 (12)
Critério de Parada: O valor de N é calculado tal que:

Py <2:0 € py,>2:0 (13)

Isto é: N é o primeiro valor do indice de p; em que p; € inferior a 2-5.
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FORMA RECURSIVA DE RESOLUCAO DO PROBLEMA
1% Hipétese: p,_, =2-p, — 5

Aplicando (1-b) para i=N-1, tem-se: py_, = Py, + Py =3- Py —2-95.
Aplicando (1-b) para i=N-2, tem-se: py ;= Py, + Py =5"py —3-5.
Aplicando (1-b) para i=N-3, tem-se: p,_, = Pys+ Py, =8-py —5'5.

Permitindo concluir, por indugéo, que:

Pvk =Fa-Py—F.,-6 parak=1, 2, ---, N (14)

Em que: Fy € 0 k’ésimo nimero de Fibonacci definido pela

FormaRecursiva: K =F_,+F_, para i=23, ---:com F=F=1 (15)

Diferentes propriedades dos nimeros de Fibonacci sdo apresentadas no Apéndice I.
K+1=N+1-j

Adotando em (14): j = N—ktem-se: k=N-j — J , assim:
k—=1=N-1-j

Pj = FN+1—j Py~ FN—l—j -6 para j=0,1,2, ---,N-1 (16)

Permitindo calcular:

comj =0=p,=1=F,,,-py—Fy,d
e
com J =1 :>p1:|:N'pN_FN—2'8
Resultando em:
17
p — 1 +i6 ( )
N
I:N+1 N+1
e
F F,-F,.—-F,.,-F
p1: I:N + N N—lF N+1 N-2 8
N+1 N+1

Mas, das propriedades dos nimeros de Fibonacci, F -F, ,—F,.;-Fy, = (—1)N+l, logo:

N+ (18)
N+1 N+1

O valor de N, numero de iteracdes necessarias, € o primeiro valor inteiro de j

.1 Fy L
para o qual a fungdo: —+——-8 <2-9,isto €:
j+1 j+1
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i+M-8 >2-8ei+i-6 <2-5 (19)

I:N I:N I:N +1 I:N +1

2° Hipdtese:  py_, = Py +0

Aplicando (1-b) para i=N-1, tem-se: p, , =Py 1+ Py =2-Py +9.
Aplicando (1-b) para i=N-2, tem-se: py ;= Py o+ Pyy =3Py +2:5.
Aplicando (1-b) para i=N-3, tem-se: p,_, = Pys+ Py, =5 Py +3:9.
Permitindo concluir, por inducéo, que:

Py =F -py+F_,-0 parak=1, 2, ---, N (20)
Adotando em (20): j = N-ktem-se: k=N—-j e k—=1=N-1-j, assim:

p,=F; Py+tFy,;-dparaj=0,12, ---,N-1 (21)
Permitindo calcular:

comj=0=p,=1l=F,-p,+F,, 3

e
comj=1=p=F_ -py+F, 0

resultando, finalmente, em:

1 kg (22)
NT -6
FN FN
(5]
2
p, = FN 1 I:N 'FN—Z (FN—l) 5
' FN FN

Mas, das propriedades dos ntimeros de Fibonacci: F, -F, _, —(FNfl)2 = (—1)N , logo:

Fua (_1)N .5 (23)

O valor de N, nimero de iteracbes necessarias, € o primeiro valor inteiro de j

.1 F L
para o qual a funcéo: F_I; -0 <2-9,istoe:

] J

L Rossosel _Fuascrs (24)
I:N—l FN—Z I:N I:N
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RESOLUCAO DIRETA DA EQUACAO DE DIFERENCAS DO PROBLEMA

Forma Recursiva: p=p,+p,, parai= 0,1, ---,N-2 1)

com: po =1

1% Hipdtese: a distancia entre x; e X, na iteracdo N € igual a 3,
Py, =0 (10)
Identificando os valores caracteristicos associados a equacéo de diferengas (1)
como as raizes do polinémio:

l=r+r’=r’+r-1=0

(\/§+1J
h=- =—p
o 2 . (\/§+lj
isto é: , em que: p = .
[\/5—1] 1 2
r,=——|=—
2 p

Identificando: b, +r,=-1; r,-r,=-1 er,—1, = J5

Desse modo, a solucdo de (1) [equacdo de diferencas linear, de segunda ordem e
homogénea] é dada por:

p, = A-r/ +B-r,, onde as constantes A e B sdo determinadas a partir das condigbes de

contorno associadas ao problema.

rN+2 _6
CCl: p, = _ A=< T
. .pO—A+B—1 r, -,
Assim: N+2 Ni2 _ g , logo
CCZ:pN+2=A'rl +B-r2 =9d §—rN+2
B=—3 : N+2
r —h
p B r2N+2_8 'ri+ 8_qN+2 .ri
i r.2N+2 _riN+2 1 r2N+2 _r1N+2 2 (25)

2% Hipdtese: a distancia entre a e x, que € igual a distancia entra b e x,, na iteracdo N é
igual a &

P =6 (12)
Desse modo, a solucédo de (1) é dada por:

p.=A-r' +B-r], onde as constantes A e B sdo determinadas a partir das condicdes de

contorno associadas ao problema.
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rN+1_8
A=—2%2
: CCl:p,=A+B=1 L
Assim: N+1 N+1 = , logo:
CC2:py =Ar"+B-1r, =8 -t
B: rN+1_rN+1
2 1
b :(ﬁj.m( 5N ].ri (26)
i + + 1 + + 2
er l_rlN 1 er l_rlN 1

METODO DA SECAO AUREA
Na primeira hipdtese considerada no método de Fibonacci o valor do passo a ser

considerado na primeira iteracéo é dado por:

N+1 18)
) (
N
I:N+1 I:N+1

Na segunda hipdtese considerada no método de Fibonacci o valor do passo a ser
considerado na primeira iteracéo é dado por:

N 2
I:N I:N

P, =

Porém para valores elevados de N, verifica-se que:

! ! ~0 e Fy = Fus z\/§+1=p, deste modo o valor de p; independe da
I:N I:N+1 FN+1 I:N 2

J5-1

hipdtese considerada e € igual a: PR, permitindo calcular os valores de p; de
p

forma recursiva segundo:

Pi=P,— P, Paral= 2,3, ---,N
B (24)
com: p,=1¢e p :1:@
p 2
Resultando no denominado Método da Secdo Aurea.
Assim, aplicando (24) para:

. 1
i=2= pzzpo—plzl—g;

: 2
1=3=p,= p1_p2:_(1_gj

: 3
I=4=p, = p2—p3:2—g
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. 5
I=5=p5 =p3 P4 :_(S_EJ

. 8
1=6= p, = p4_p5:5_5

Permitindo concluir, por inducéo que:

pi:(—l)i-(ﬁz—ij parai= 2,3, --,N
p

com: p,=1 e plzl_E )
p
Critérios Alternativos de Parada:
1-) O valor de N ¢é calculado tal que :
Py <26 € py,>2:8 (26)

Tal critério corresponde a considerar que a distancia entre a e X, (igual a distancia entre
b e x;) na iteracdo N &, pela primeira vez, inferior a 2..
2-) O valor de N é calculado tal que :

Py SO € Py, >0 (27)
Tal critério corresponde a considerar que a distancia entre x; e X, na iteracdo N &, pela
primeira vez, inferior a d.
3-) O valor de N é calculado tal que :

Pn.a <8 € py>d (28)
Tal critério corresponde a considerar que a distancia entre a e x; (igual a distancia entre

b e x,) na iteracdo N é, pela primeira vez, inferior a d.



C0OQ897- OTIMIZACAO DE PROCESSOS
Meétodos de Fibonacci e da Sec¢do Alrea

APENDICE |
NUMEROS DE FIBONACCI

Forma Recursiva: F=F,+F_, parai= 1,23, - (1-1)

com:F,=F =1

Aplicando a forma recursiva acima, chega-se a:

i F i F i F i F
0 1

1 1(6 1311 14416 1597
2 2|7 2112 233 (17 2584
3 3/8 3413 37718 4181
4 5/9 55| 14 610 (19 6765
5 810 8915 987 |20 10946

Identificando os valores caracteristicos associados a equacdo de diferengas (I-1) como
as raizes do polinémio:

r’=r+l=r’-r-1=0

2

I :(\/54_1]:9

isto é: ,emque:r+r,=1;r-r,=-1 erz—rlzx/g

2

Desse modo, a solucdo de (I-1) [equacdo de diferengas linear, de segunda ordem e

homogénea] é dada por: F, = A-r; +B-r,, onde as constantes A e B so determinadas a

partir das condicGes de contorno associadas ao problema.

r -1 1
A= ——_1
. [CCl:F,=A+B=1 r,—r 5
Assim: = , logo:
CC2:F=Arp +B-r, =1 nr-1 r,
B= ==
rhL-n \/g
i-1_ il (|_2)
F L -h parai=0,1, 2,...
5
1  Razdo entre dois numeros de Fibonacci sucessivos
Definindo-se: g, :% parai= 0,1, 2, ---, tem-se: q, :i =1, em vista de (I-2),
i 0
i=1+h parai= 1, 2,3, ---, identificando: qi_l:i eq.,= Fis , tem-se a:
Fl—l i-1 I:i—l i-2
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Equacéao Recursiva: 4 :1+i parai=1, 2, 3, -- (1-3)
i-1
com o =1
A equacdo (I-3) é uma equacdo de diferengas ndo linear de primeira ordem que pode ser

resolvida recursivamente, dando origem a:

i Qi [ Qi i Qi i Qi

01

1|2 6 |1.61538462 11|1.61805556 16 (1.61803381
2|15 7 11.61904762 12|1.61802575 17/1.61803406
311.66666667 8 [1.61764706 13|1.61803714 18|1.61803396
4116 9 [1.61818182 1411.61803279 19/1.61803400
511.625 10(1.61797753 15|1.61803445 20]1.61803399

Ou, em forma gréfica:

2, 2 1.0000003-p
9 -\ == Qi
— 151 — XHKK
p_ _p___.1.618034
A, 1 | | .99999986- p
0 2 4 6
i 6 15

A Equacéo (I-3) apresenta os pontos de equilibrio que s&o as raizes da equacao:

Iy —%<O
=
Ueq =1+qi =0y~ —1=0=>0,, = 1+\/2§ , identificando na equagdo
. A, = 5 =p>0

recursiva (1-3) a funcdo iteragéo: f,, (q) = 1+i , em que:
q

o St fier (0y) Parai= 1, 2, 3, -, tem-se:

G
fit’er(}\‘l):_iz:_ 1 :_(3+\/§]:> fn’er(xl)‘:3+\/g>1
f’ (q)—_i: }\’l 1+7L1 2 2
iter 2
q 1 1 3_\/5 3_\/5
fier (A2) = =37 =~ 7=~ fr (0 )| = 1
Iter( 2) 7\.2 1+7\,2 ( 2 ]j |ter( 2)‘ 5 <
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1-+5
2

Dessa forma, conclui-se que o ponto ©, no qual q=A, = , € um ponto de

1+«/§
2

equilibrio instavel da Equacéo (I-3) e o ponto @, no qual g=A, = =p, € um

ponto de equilibrio estavel da Equacdo (I-3). Isto permite concluir que:

l+\/§_

2

p|, conforme indicado nas figuras da pagina anterior!

limqi :qoo:7\'2:

2  Determinagdode S,=F,,-F, ,-F-F,; parai =0,1,2, -

Parai=0tem-se: S,=F-F,-F,-F,=1.2-1.3=-1.

Com i genérico: S, =F, -F,,-F-F_,

e substituindo: i »>i-1=S, ,=F-F,,-F -F

i+2 !
Assim: S, +S_, =F,,-(F,,—F_)+F (F. —F,;), mas, em vista de:

F.=FR+F,=>FkR,-F,=FReFk,=FR,+F,=>F,,-F;=-F,, tem-se:

i+1 i

S,;+S.,=F.,-F+F(-F,,)=0=>S,=-S_, parai = 1,2, --- comS; =1, isto é

S,=+1;S,=-1;S,=+1;---, logo: Si:(—l)i+1 para i =0, 1, 2, ---

3 Determinagdode T, =F -F,, —(F

i+1

)2 parai = 0,1,2, -

Parai=0tem-se: Ty =F,-F,—(F)" = 1.2-1=+1 .
Com i: genérico: T, =F, - F,,, —(F..,)’
e substituindo: i »i-1=T,_, =F_-F, —(F )2 ,

Assim: T,+T_ =F,,-(F,-F.,)+F(F.,—F), mas, em vista de:

Fi+1 = F| + Fi—l = Fi—l - Fi+1 = _Fi € Fi+2 = Fi + Fi+1 = Fi+2 - Fi =F

i+1?

tem-se:

Ti +Ti—l = Fi+1 '(_Fi)+ Fi ’ Fi+1 E0:>Ti =_T'—1 parai = 1,2, --- com To =+1, isto &

T,=-1,;T,=+1;T,=-1; ---, logo: T.:(—l)i para i =0, 1, 2, -

10



