EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QuUIMICA
PERIODO 1/2009
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 6

Integracdo Numerica

Vimos nos capitulos 2 e 3 que entre 0s motivos para 0 uso de polindmios na
aproximacdo de funcdes esta a facilidade de calculos de derivadas e integrais. Neste capitulo
aplicaremos as aproximagoes polinomiais para a integracdo numeérica de funcdes, ou seja:

b

j (x)dx = j p, (x)dx

a

Esta aproximagéo, quando escrita na forma:
b n
| =j f(x)dx= Y af(x)
a i=0

é chamada de quadratura numérica.

6.1 Método tipo Newton-Coates

Adotando o polinémio interpolador de Lagrange para representar pn(X):
P () =2 £,(x) (%)
i=0

E sabendo que o erro de truncamento da aproximacao de f(x) = pn(x) + Rn(X) € dado por:

()
(n+D)! |

Entdo a integral de f(x) no intervalo [a, b] pode ser escrita da seguinte forma:

| _j =3 (x)f(x)dx+j B o

E uma aproximagc&o para o calculo desta integral é:

R, (X) = H(x x) com & e [Xo, Xnl.
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a

:.Tf(x)dx~ (jz (x)def(x) Zayf(X)

b
onde g, = Ifi (x)dx e o erro desta aproximacéo da integral é:

a

Erro, = 1)'I f D [&,(x)]H (x—x)dx

Quando os pontos x;, i =0, 1, ..., n, estdo igualmente espacgados, ou seja, Xi =Xo + h -1,
temos as formulas de Newton-Coates. Estas formulas sdo ditas fechadas quando xo = a e
Xn=Db, com h = (b — a) / n, e abertas quando X, e X, estdo dentro do intervalo [a, b], com
h=(b-a)/(n+2).

As férmulas fechadas para n = 1 e n = 2 também s8o conhecidas como regra do
trapézio e regra de Simpson, respectivamente.

Paran =1temos Xo = &, X, = b, h =b — a e o polinémio interpolador p1(x):

(x=x) ¢ (X=%) ;
(%~ )(O)( Xo)()

% S X—X1:a+X0—X1
h h h
podemos escrever p;(x) em termos de o

Pu(a) = 1=0) (%) +a f(x)

Como x = a equivale a o = 0 e para x = b temos a = 1, a integracéo de f(x) no intervalo [a, b]
em termos desta nova variavel resulta em:

p(x) =

. . X .
Aplicando a mudanca de variavel: o = =a—1,poisx;—X=he

[f(Xo)+ f(%)]
2

Tf(x)dx hjf(xomh)da hjpl(a)d

que é igual a area do trapézio de base h e altura média [f(xo) + f(x1)] / 2. O erro desta
aproximacdo é dado por:

Erro, = %]: FIE)](X = % )(X— %) dx = h?zi f[E(x, +ah)]oa(a-1)da

Como a (a0 — 1) ndo muda de sinal no intervalo (0, 1), o teorema do valor médio da integral
pode ser aplicado:

Erro, < o1 "(@ ja( “1)da hsfl”@ -0,083h°F"(5) . comte(ab)

Paran=2temos xo=a,Xx;=a+h,x,=b, h=(b-a)/2e o polinbmio interpolador
P2(X):

_ (x— Xl)(x Xz) (X_Xo)(x_xz) f (X_XO)(X_Xi) f
P = e T =10 T )0 =x) D g x| O
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Em termos da variavel o

pa(0) = E=H=D 1) —a (0-2) £ () + HE

F(x)

Neste caso, x = a equivale a o = 0 e x = b equivale a o = 2 e a integracdo de f(x) no intervalo
[a, b] resulta em:

b

:jf(x)dx:hif(x0+ah)da;hjpz(a)da:%[f(xo)+4f(x1)+ f(%,)]

a
que € a regra de Simpson para o célculo de integrais.
O erro desta aproximacéo é dado por:

Erro, = %T FTE)](X =X ) (X =X )(X = X,) dx = %4'2[ f"[E(X, +ah)]o(o—1) (a—2)da,

porém como joc(oc—l) (—2)da =0, e necessario utilizar o proximo termo do residuo da
0

aproximacéao de f(x) para o calculo do erro (este efeito ocorre sempre quanto n for par):
b 3 52
Erro, = %j F ORI T (x—x) dx = %j fO[E(x, + oh)]a (o —1) (o — 2)(o.—3) d
a i=1 "0

Observe que neste caso a(o — 1)(o. — 2)(a — 3) muda de sinal no intervalo (0, 1), entdo o
teorema do valor médio da integral ndo poderia ser aplicado. Contudo, pode-se mostrar que
aproximando f(x) por série de Taylor em torno de x; até o termo de quarta ordem e integrando
no mesmo intervalo [a, b], obtém-se resultado equivalente a:

L f “ (é)

Erro, :%ia(a_n (a—2)(a—3)da = ~-0,011h°f @ (¢)

0

A tabela abaixo mostra as formulas fechadas de integracdo de Newton-Coates para diferentes
ordens.

n Ney | Nc | Neg | Ne | NCf | Nep [ Ney Erro da Integracéo Erro da Integragdo

1) 2| 1 | 1 | Trapézio -0,083-(b-a)’- f"(&)| -0,083-h*-f"(¢)
2| 6| 1| 4 | 1 | Simpson -3,472:10%-(b-a)’ - f¥(&)| -0,011-h°>- £V (¢)
3) 8/ 1|3 |3 |1 ~1,543-10%-(b-a) - f" ()| -0,037-h°-f"(¢)
4) 90| 7 |32 |12 | 32| 7 -5,167-107 -(b—a) - ¥ (£) | —0,0085-h"-f*(¢)
51288 19 | 75 | 50 | 50 | 75 | 19 -2,91.107-(b-a)’ - f" ()| -0,023-h"- 1" (&)
6| 840| 41 | 216 | 27 | 272 | 27 | 216 | 41 | —6,379-107%° (b a)9 Tl (é:) ~0,00643-h° - ¥ (£)

b

f(x)-dx;nTh-ZNC}”) -t (xj)z%-z NC- £ (x,
j=0 j=0
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Sendo h:b;na e x;=a+j-hparaj=0,1 --n

e GO (T
N _j!(n—j)!J-H(a da

0 1=0,i%]

Exemplo:a=0;b=12,n=6 e f(x) =¢

0,0
0,2
0,4
Assim: h=%=0,2 e X, =0,2-j paraj=0,1,2,3,4,5, 6 resultando em: x=| 0,6
08
1,0
12

Da tabela:
1,2
jex Sdx = %-(41- e’ +216-e%%2+27-e% +272.e%% +27.e%% + 2160 + 41. e“) =2,320116929

0

12
Valor exato: J-eX .dx =e"? —1=2,320116923 [ER(%) = -2,61-107 % , EA = -6,055-107 ]
0
A formula aberta para n = 0 é conhecida como regra do ponto médio (ou regra do
retdngulo). Neste caso, os pontos nodais xi=Xo+h -i(i=0,1,..,neh=(b-a)/(n+ 2)),

sdo internos ao intervalo [a, b] e define-se x; = a € Xp«1 =b. Para n = 0, o polindmio
X=X, .

interpolador po(X) = f(xo) e h = (b —a) / 2. Aplicando a mudanca de variavel o =

D C— T

f (x)dx = hj f(x, +ah)da= th' P, (a)do = 2h f(x,)

.l ]
O erro desta aproximacéo é dado por:
Erro, = %T FIE)I(X—X,) dx = hzj' f'TE(X, +ah)]ada, mas como j ada =0 é necessario
utilizar o p?éximo termo do residuc;lda aproximacéo de f(x) para o cé]::ulo do erro (como nas
férmulas fechadas, este efeito ocorre sempre quanto n for par):
Erro, = %T fTEX)](X = X, )(X — %) dX = h?sjl fTE(X, +oh)] o (a—1)da = %ia(a—l)da

3gn
Erro, =% =~0,333h°f"(¢) , comé e (a, b).
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Algoritmo do Método de Simpson em Subintervalos (Regra de Simpson Composta)
ETAPA 0: Especificacdo pelo usuario de a, b, N (numero inicial de parabolas, N > 0), 6
(critério de convergéncia) e & (menor valor do passo de integracdo, hmin).

ETAPA 1: Célculo da primeira integral numérica (com N parabolas):
So < f(a)+ f(b)

b=

impar <—Z fla+(2j-1)-h]

=t

N-1
SeN >1entdos  « > f(a+2j-h), sendo Spar «— 0

j=1

h
I3 {(So+4-Syper +2-S )
ETAPA 2: Processo Recursivo:

Faca

lvelho < |

N« N+N

h <—D

2

Spar <~ Spar + S|'mpar
N

Simpar < 2, F[a+(2j-1) ]
-1

h
Rt (So+4+Sippar +2-Sar )

impar

Enquanto | I — lyeno | >0 €| h|>¢

ETAPA 3: Célculo final da integral numérica (extrapolacdo de Richardson):

| « 16-1 - Ivelho
15

Imprima o valor de I.

FIM
: . : h*f @ (&) ..
Como o erro em cada subintervalo e dado por Erro, (i) = e 0 erro total é:
h5 (b-a) _(b-a),,4
Erro :__ (4) — N f(4) — (4) _ h f(4)
: Z (&)= 8= ~90 2n &= 180 (9

com & e (a, b), segundo o teorema do valor intermediario.
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llustracdo do método de Simpson recursivo

12

Computo de
0

f(x)-dx

com precisdo de 10°. Assima=0;b=1,2, f(x) =e*e §=10°

Comecando com N = 2 (duas parabolas) e estabelecendo 0 hyin = 10° — ¢ = 10°.
ETAPA 1: Calculam-se: Sp = f(a) + f(b) = ® + e*? = 1+3,320117 = 4,320117 e
h=(b-a)/(2N)=0,3

Processo Recursivo

N h Simpar Spar IveIho I | - Ivelho|
2 0,3 3,809462 1,822119| 2,32022022
4 0,15 7,704798 5,631581 | 2,320220220 | 2,320123431 9,68-10°
8 0,075| 15,452955| 13,336378|2,320123431|2,320117330 6,10-10°
16 0,0375| 30,927643| 28,789333|2,320117330|2,320116948 3,82.10”
Iexato = 2,320116923 = Iexato - I = _2,55'10_8
Extrapolacdo de Richardson:
| exrapolado = 16'1% =2,320116923 = lexato— lextrapolado = —1,36-10™

Notas sobre a extrapolagéo de Richardson

Se Iy e Ey séo, respectivamente, a integral numérica com N subintervalos e o seu erro,
entdo o valor exato da integral é dado por:

I =1y, +Ey =1y, +Ey,
Como E, o« N™"f™(€), se considerarmos que f™ (g, )= f™ (¢, ), entéo:
EN2 =(N1/N2)m ENl

e, deste modo, pode-se obter uma boa estimativa para E, em funcdo das integrais numéricas

Iy, € Iy,:
Ele—INZ_INl _

1_(N1/N2)

Resultando na férmula de extrapolagéo de Richardson:
=1 + IN2 _INI . IN2 _(N1/N2)m IN1
N m m
1_(N1/N2) 1_(N1/N2)
161, -1y

Por exemplo, paraN, =2N;em=4: | = 1
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6.2 Métodos tipo quadratura de Gauss

Método de quadratura de Gauss com 2 pontos internos

1
Considerando a integracao: | =j f (x)~dx a ser computada com a maior precisdo possivel
0

por: Inum = f(X1)+a)2 : f(Xz)

Esta expressdo é a formula de quadratura de Gauss de | sendo m1, wy, X1 € X, respectivamente,
0s pesos e as abscissas do método de quadratura. Para calcular esses parametros, a funcao

1
teste f(x)=x* € utilizada, cujo valor exato da integral é: I:ka-dx:ﬁ e o
+
0

correspondente valor numérico é: 1 =, - X+, -X; . Construindo-se a tabela:

k I Inum
0 1 o, + 0,
1 E Wy - X T @, X,
2
2 2
2 1 @, X; + @, - X
3
3 3
3 E Wy - X+ @, X,
4
4 4
4 1 Wy - Xy + @, - X,
5

Para assegurar a maior precisao possivel do método numérico proposto, impdem-se as
equacoes:

o +o,=1 (1)
1
a’l'x1+0)2'X2:§ (2)
2 21
DX + 0, % zg 3
3 51
a)l'x1+a)2'X2:Z 4)

Para resolver o sistema algébrico ndo-linear acima se considera que as abscissas da
quadratura [x1 < X;] sdo0 as raizes do polindmio: p,(x)=(x—x)-(x—=%,)=x*—-b-x+c,
assim:
b=X+X,, C=X,-X,, Po(X)=x>=b-x, +¢c=0, p,(x,)=x2-b-x, +c=0.

Subtraindo da equacéo (3) a equacgéo (2) multiplicada por b e somando ao resultado a equacéo
(1) multiplicada por c, obtém-se:
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a)l-(xf—b-x1+c)+a)2 (x§ ~-b-x, +c):%—g+c, porém:

X’ —b-x,+c=0e x,—b-x,+c=0, assim: %—g+c=0:> 3-b-6-c=2|

Subtraindo da equacéo (4) a equacéo (3) multiplicada por b e somando ao resultado a equacao
(2) multiplicada por c, obtém-se:

a)l'Xl'(Xf —b-x1+c)+a)2 - X, -(x22 —b-x2+c)=%—%+%, porém:

x’—b-x,+c=0e x,—b-x,+c=0, assim: 1 bic oo ap6c=3
4 3 2

3.b-6.c=2 |b=1
=< 1, deste modo:
4.b-6.c=3 |C=7

Dando origem ao sistema algébrico linear: {
6

pz(x):xz—x+%

Cujas raizes sao:

X, = l[1—ij =0,211325

ZANNINE]
X, =1(1+i] =0,788675
2" 3
Os valores de @, e w, sdo a seguir calculados de (1) e (2), assim:
o +m,=1 X —
O ok T P
oal-x1+c02-x2:5 X, =% 2 2

Dando origem, finalmente, ao método de quadratura de Gauss com dois pontos internos:

1
J’ f (X)-dx - f (0,211325); f (0,788675)

0

Que é exata para funcbes polinomiais em x de grau ndo superior a 3. Em vista desta
propriedade e também possivel concluir que:

(i) J.pz(x)'dXZ pz(Xl)'; pz(Xz) ~0: (ii) j.X- pz(x)-dx: lez(Xl)-;szz(Xz):O o

(iii) J:XZ : pz(x)~dx:i(x2 —x+%). p, (x)-dx =i[p2(x)]2 -dx

1 1 2 _
J.xz'pz(X)-dx:I oyt X gyt 1,1 _36-45+10 1
J J 6 5 4 18 180 180
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As propriedades (i) e (ii) revelam que o polinémio p,(x) é ortogonal no intervalo [0, 1]
com relacdo a funcao peso w(x) = 1, isto é:

1
Iw(x)-xk~pn(x)~dx:0 k=0,1,2,..,n-1
0

O polindmio que tem esta propriedade € o Polindmio de Jacobi, P“?(x), que é ortogonal no
intervalo [0, 1] com relagdo a funcdo peso w(x)=(1-x)“x". Neste caso o = B = 0. Por
exemplo, as raizes de P{®%(x) sdo x; = 0,211325 e x, = 0,788675, que so as raizes obtidas

para pz(x) na quadratura de Gauss, por isto ela também é referenciada como quadratura de
Gauss-Jacobi. Também existem as quadraturas de Gauss-Legendre, Gauss-Hermite, Gauss-
Chebyshev, Gauss-Laguerre, etc., em funcdo da escolha do intervalo de integracdo e da
funcdo peso para o célculo da integral.

Quando a funcdo peso é diferente de w(x) = 1, as férmulas de quadratura devem ser
aplicadas da seguinte forma:

D ey T

f (0= [w(0- g00dx= Y ag(x)

onde f(x) = w(x) - g(x), a; sdo 0s pesos da quadratura e x; sdo as raizes do polindmio ortogonal
de grau n no intervalo [a, b] e fungéo peso w(x). Os pesos da quadratura podem ser obtidos da
forma como descrito na secdo anterior, com o uso do polinémio interpolador de Lagrange

n b
pn_l(x):ZEi(X)g(xi), ou seja: a, =Iw(x)€i(x) dx. Porém, tanto os pesos da quadratura
i=1 a

guanto as raizes dos polinbmios ortogonais encontram-se tabelados. Estas quadraturas sdo
exatas quando g(x) € um polindmio de grau inferior a 2 n, que é o nimero de pardmetros a
determinar (pesos e abscissas) do método de quadratura.

Calculo da expressao do erro do método de quadratura de Gauss com 2 pontos

Como a integracdo € exata até a terceira poténcia em x, pode-se inferir o residuo (para
um intervalo de integracdo h = 1) no cobmputo de uma funcao qualquer f(t), no intervalo entre
0 e h, pelo célculo da integral:

Tf(tti)-(ttz)-{l el

) 41 dt* 41 dt’

}dt_id“f(t)

Expressando esta ultima integral em termos de x = % —=t=h-x, resulta:

h 1 1 hS
t?(t—t,)-(t—t,)-dt=h"- [ x*(x=x)-(Xx=%,)-dx=h°- | xX*- p,(x)-dx =—.
t:[) ( 1)( 2) X__[O ( 1)( 2) X'[O pZ() 180
| he d*f(t) ; h
JErmo=— 21U  Erro= [ £t)-dt——-[f(x,- ).
Finalmente: | Erro = - == . Sendo: Erro !f(t) dt > [f(x,-h)+ f(x,-h)]




10 6. INTEGRACAO NUMERICA

Exemplo: Calcule a integral | :J.e‘xsen(x)dx por quadratura de Gauss-Jacobi com dois
0

pontos internos.
Aplicando a mudanca de variavel: t = x / &, dx = = dt, para normalizar o intervalo:

1
| =nfe™ sen(mt)dt > f(t)=e " sen(nt)

0

| = 7 [o1 f(t2) + @2 f(t2)] = = [0,5 - f(0,211325) + 0,5 - f(0,788675)] = 0,579563

lecato = %(e‘" +1) =0,521607 > Erro=0,521607 - 0,579563 = —0,057956
d*f (t d*f (t
S 4( ) : 4( ) = —4An'*e ™ sen(nt), cujo maio valor absoluto ocorre em
4320 dt* | dt

5 m

AT asen| ™ | = 0,001352.
20 4

t=arctg(l)/m=1/4,istoé: |Erro|<

6.3 Integrais multiplas

Meétodo de Simpson para computo de integrais duplas

x=b y=d
Considerando a integracdo: | = I If(X. y)-dy-dx o valor numérico desta integral &
x=a y=c

computado segundo o procedimento:

h.h N M [f(XZi—Z' yzj—2)+4' f(XZi—l’ Y2j—2)+ f(szyzj—z) +
loum = X9 : ZZ +4[f (XZi—Z'ij—l)+4' f(XZi—lvij—1)+ f(XZi'ij—l)]+
i=1 j=1
J [f(xzi-zv)’2j)+4' f(XZi—11y2j)+ f(XZivYZj)]

Sendo: h, :(Bj; h, :(u]; x, =a+k-h parak=0,1,..,2N e
2-N 2-M

Yy =c+k-h, ,parak=0,1,..,2-M.

6.4 Integrais improprias

Integrais improprias sdo aquelas onde a funcdo ndo é limitada no intervalo de
integracdo (apresenta singularidade), ou pelo menos um dos limites de integracéo é infinito.



6.4 INTEGRAIS IMPROPRIAS 11

No primeiro caso, quando a func¢do ndo é limitada ao aproximar-se dos extremos do
intervalo, por exemplo, se houver uma singularidade no extremo inferior:

¢ dx _(b-a)”
-!:(x—a)p_ T p (0O<p<1)

b
e f(x)= x _(X))p com g(x) analitica em x = a, entdo o cOmputo da integral | :j f (x)dx

pode ser realizado da seguinte forma:

.li g(X) dX:j-g(X)_pn(X)dX_’_b pn(x) dx

> (x—a)° (x—a)’ > (x—a)°

onde pn(x) é o polindmio de Taylor de grau n resultante da expansdo de g(x) em torno do
ponto x = a. A segunda integral do lado direito pode ser calculada exatamente, resultando em:

P 4 3 97 k1p
oea) O Zika 1o

Para a primeira integral do lado direito, remove-se a singularidade definindo a funcao:

g(x) = Pa(X)
G(x)={ (x—a)°
0 sex=a

sea<x<b_

Entdo o computo da integral j G(x)dx pode ser aproximado por quadratura.

1 x
Exemplo: Calcular a integral 1 :j €

2 VX

polindmio de Taylor de grau 4.
Neste caso g(x) = e* e a =0, cuja expansdo em série de Taylor resulta em:

X2 3 X4
X)=1+X+—+—+—
P.(x) = 2 6 24
1 1
Portanto, jmdx=[2\/§+3ﬁ+ \/—+—J—+—J_} ~ 2,9235450
N 3 108
e’ — P,(X)
——=* se0<x<l1
A funcédo G(x) é definida por: G(x) = Jx <
0 sex=0

Que integrada pela regra de Simpson Composta com N = 2 resulta em:

1
:—2_,\? :% € _[G(X)dx5g[G(O)+4G(0,25)+2G(0,5)+4G(O,75)+G(1)]:0,0017691
) 0
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Entdo, a integral | =

1 1
dx = IG(x)dx +J' P, (X) dx =2,9253141. O erro desta aproximacao
0 0

1 ex
I W
esta associado a primeira parcela e é dado por: Erro= —% h*G™ (&). Como o maior valor

de G™(x) ocorre em x = 1, cujo valor é 0,04664, temos: | Erro | < 1,0122:10°°.

Quando a integral impropria envolve limite infinito: I:jf(x)dx, aplica-se a
a

mudanca de variavel t=x" = x=t" e dx=-t"dt, resultando na integral:

1/a
I It‘zf(%jdt, que apresenta singularidade em t = 0, podendo ser tratado como no
0

primeiro caso.

. T 1 .
Exemplo: Calcular a integral | =jx‘3’2sen (—jdx com a regra de Simpson Composta com
X
1

N =2 e um polindmio de Taylor de grau 4.
‘ ¢ sen(t)

Aplicando a mudanca de variavel t=x": | =—jt‘1’zsen(t)dtzj N dt, que apresenta
t=1 0

singularidade em t = 0.
Neste caso g(t) = sen(t) e a = 0, cuja expansdo em série de Taylor resulta em:

t3
)=t——
P, (t) 5
1 1
Portanto, [ P () dt:[zx/t—S —i\/ﬂ} ~0,61904761
Lt 3 21 |,
i e M- PO oot
A funcgéo G(t) é definida por: G(t) = Jt
0 set=0

Que integrada pela regra de Simpson Composta com N = 2 resulta em:

1
h:kz)_—lj:% e J'G(t)dx;g[G(O)+4G(O,25)+ZG(O,5)+4G(0,75)+G(1)]:0,0014956
) 0
{sen() o [ P.()
Entdo, a integral | = dt = | G(t)dt + | —4=~dt =0,6205432. O erro desta
w0z o0y

aproximacdo esté associado a primeira parcela e é dado por: Erro= —% h*G® (&). Como

o maior valor de G)(t) ocorre em t = 1, cujo valor é 0,03623, temos: | Erro | < 7,8632:107".
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Lista de exercicios

1. O fluxo, q(4,T)dA, com que a energia radiante é emitida da superficie de um corpo
negro com comprimento de onda entre A e A+dA é dada pela equacéo de Planck:
2
q(AT)-da=— 27N dA

ool 5

Sendo: c: velocidade da luz: = 2,997925-10" cm/s;

h: constante de Planck = 6,6256-10%" erg. s

k: constante de Boltzmann = 1,38054-10° erg /K

T: temperatura [K];

A : comprimento de onda [cm].
Calcule o fluxo total da energia emitida [em erg/cm?/s] de um corpo negro entre 0s
comprimentos de onde: A; = 3933,666 Angstrom e A, = 5895,923 Angstrom as temperaturas
de 2000 e 6000 K.

2. Em um trocador de calor de casco e tubo, vapor saturado é alimentado ao casco visando
aquecer uma corrente de um fluido que escoa no tubo, de acordo com o diagrama abaixo:
Vapor saturado

Fluido frio | U Fluido aquecido
Tentrada_> — Tsaida

l Vapor condensado
L

Y

>
<

O comprimento do trocador é obtido através da integracdo do balanco de energia do
sistema dando origem a:

w [ e
o] e

entrada

Sendo:

L: comprimento do trocador;

W: vazdo massica do fluido do tubo;

D: didmetro do tubo;

cp : calor especifico do fluido do tubo;

h: coeficiente de transferéncia de calor entre o tubo e o casco.
O coeficiente h é dado através da correlacdo empirica:

h(T) = 0’023'k(T),[ 4-W J“ .[M]M

D Tc-D-;,L(T)

Sendo:
k: coeficiente de condutividade térmica do fluido do casco;
w: viscosidade do fluido do casco.



14 6. INTEGRACAO NUMERICA

Calcular o comprimento do trocador para cada um dos casos tabelados abaixo:

CASO A CASO B
Fluido CO, - em fase gasosa Etileno glicol liquido
W (Iby/h) 22,5 45000
Tentrada (OF) 60 0
Tsaida °F) 280 e 500 90 e 180
Tyapor (°F) 550 250
D (polegadas) 0,495 1,032
cp[BTU/Ibw/°F] 0,251+3,46-10°. T—14400/(T+460)* 0,53+0,00065-T
K[BTU/W/ft/°F] 0,0085(32°F)  0,0181(392°F) 0,153 (constante)
0,0133(212°F) 0,02228(572°F)

u [Ibm/ft/h] 0,03z T 460 0,935 242(0°F) 30,5(100°F) 5,57(200°F)

' 460 82150°F) 12,6(150°F)

3. Um foguete € lancado do solo sendo sua aceleracdo registrada nos 80 primeiros segundos
apos seu langamento. Estes valores estdo tabelados abaixo

| ts) | o | 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 |
| a(m/s®) | 30,00| 31,63| 33,44| 3547| 37,75| 40,33| 43,29| 46,69| 50,67 |

Baseado nos valores tabelados calcule a velocidade e a altura do foguete ao cabo dos 80 s.

4. Determine x; e x, de modo que a féormula de quadratura abaixo apresente a maior ordem
de precisédo possivel:

[ 100 x= 2 (102 1) +3- 1)

-1
5. Deseja-se desenvolver uma formula de quadratura do tipo:
h

[ ()-ox :g[f(o)+ F(n)]+a-h2[f'(0)— f'(h)]+ %
0
Calcule a constante a e a ordem do residuo R .

6. Determine as abscissas e pesos da formula de quadratura tipo Gauss:

j\/;. f(x)-dx =, - F(x)+ o, f(x,)

7. Determine as abscissas e pesos da férmula de quadratura tipo Gauss:

iln(%) f(x)-dxza-f(x)+a, f(X)

8. Determine os valores de a1, a» € s na formula de quadratura:
1

[f(x)- Iz f(-1)+0, Q)+, fa)
-1
Sendo o um nimero entre -1 e +1.
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Teste seu resultado para a fungdo f(x)= 1/5' X2+ B e u=0,1.

9. Deseja-se desenvolver uma férmula de quadratura do tipo Lobatto:
1

jf(x)-dx =, - [f(-1)+ fQ)]+ o, [f(-a)+ f(a)]+ o, - T(0)

-1
Calcule o valor da constante o e de w1, @, € @w; de modo que o método apresente a maior
ordem de preciséo possivel.

10. Determine as abscissas e 0 peso da formula de quadratura tipo Chebyshev:
I )-dx = w-[f(x)+ fF(x,)+ f(x;)]

11. Determine as abscissas e 0s pesos das férmulas de quadratura tipo Radau:

(I)I )-dx =, - F(0)+a, - f(x)+w, f(x,)

(||)J )-dxz - f(x)+ o, f(x,)+ o, f(1)
Confronte as precisoes das férmulas de quadratura dos exercicios 10 e 11.

12. Determine as abscissas e pesos da formula de quadratura tipo Gauss para o computo de
integrais duplas:

11
J- jf(x, Y)'dy’dxE @y - f(X1'y1)+a’1,2 ’ f(X1'y2)+a)2,1' f(xz’yl)"'a’z,z ) f(Xz’ yz)
x=0 y=0

13. Calcule a integral impropria: J(le
0

2J-dx com uma precisdo de quatro algarismos
+X

significativos.

. . LT 1 - .
14. Calcule a integral impropria: J'( J~dx com uma precisdo de quatro algarismos
o\ve' +X
significativos.

15. Calcule a integral impropria: J'(e’x-ln(x))-dx com uma precisdo de cinco algarismos

}dx.

x+1
17. Calcule a integral impropria: J'e [ Xj-dx com uma precisdo de quatro algarismos
0

significativos.

16. Calcule numericamente as integrais improprias: I[ } dx e J'{

significativos.

sen (<)

18. A funcéo Si(x) é definida por: S| I[ j d&. Calcule, com quatro algarismos
0

1 .
N _ Si(
significativos, a integral: J.(
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19. O Método de Monte-Carlo pode ser aplicado para calcular integrais definidas. Tal método
b

aplicado ao cémputo de: jf(x)~dx (sendo: para a<x<b=0< f(x)< f_,) consiste
em sortear simultaneamente N pares de valores de x entre a e b e de y entre zero e fmax.
Apbs os sorteios calcula-se f(x),se f(x)<y faca k « k+1(iniciando-se com k <—0)

e parta para novo sorteio; caso contrario, isto é: f (x) >y nada faca e parta para novo
b

sorteio. Ao cabo dos N sorteios calcule: v[f(x)-dXz(%j-(b—a)-fmax. Aplique o

1
- , . _y2 .
procedimento para o calculo da integral: je * .dx, compare o valor obtido com o valor

0
1

exato da integral que é: Je‘xz -dx = %-erf (1) [erf é a fungéo erro].
T

0



	Integração Numérica
	6.1 Método tipo Newton-Coates
	6.2 Métodos tipo quadratura de Gauss
	6.3 Integrais múltiplas
	6.4 Integrais impróprias


