PROBLEMA VARIACIONAL - EQUACAO DE EULER

Seja F(x,y,z)uma fungdo continua com derivadas primeiras e segundas continuas em relagdo a todos seus
argumentos. Entéo, entre todas as fungbes y(x) que séo continuamente diferencidveis no intervalo a<x<b

e que satisfazem as condicdes de contorno: y(a)=Aey(b)=B, determine a funcdo y(x) para qual a
x=b

funcional: J [y(x)]z j F[x,y,y']-dx apresenta um extremo fraco.

X=a

A Equacéo de Euler: ZC (?x [25] 0| estabelece uma condigdo necessaria para que J [y(x)] apresente

um extremo em y(x)
Casos Particulares:
1) F[x,y,y'] nado depende explicitamente de 'y, isto é F[xy,y]=F[xy], desse
modo: ﬁ=0:>i o* =0,; — oF
dx \ oy’ ay

explicitamente de y;
2-) F[x,y,y'] ndo depende explicitamente de x, isto &: F[x,y,y']=F[y,y'], assim:

E(M] ZE[MJ.Q_Fi(aF (y' y')].ﬂ = O°F (y' y') Y+ (y y ) -y", obtendo-se:
dx oy’ oy oy’ dx oy’ oy’ dx oyoy' 6y

oF d(oF)_oF (&°F ) , (0°F - L « ) . _
— Y- y"=0, multiplicando essa Ultima equacdo por Yy’ obtém-se:
ay Cdx 6y 6y oyoy oy

y/a_F_(a_Fj(y')z [a ijy d [F y aFJ 0:[%jﬂ_|: —C que é uma EDO de primeira

g(x y')=C que é uma EDO de primeira ordem que ndo depende

oy \ oyoy' oy dx oy dx

ordem na variavel y.

3-) F[xy,y] ndo depende explicitamente de y’, isto é: F[x,y,y’]:F[x,y]e?:O, assim
Yy

F(xy) _g[am. y)]:fﬂx. Y)

=g(x,y)=0 que é uma fungéo algébrica em duas variaveis.

oy dx oy %

[y, ¥]=f(xy)1+(¥') = F[xy,y]-dx= f (x,y)-/(dx)* +(dy)* = f(x,y)-ds, nesse caso
obtém-se:

aF -2 Jl F= Ly

1+(y')2—&
d £6Fj (f,+yf ) Y L+(y) y,,:(fx+y"fy)'y'+f ! y’
) ) T (v T (Pt

&F d( J—f 1+(Y')2—(fX+y,.fY).y'— ry 1 {f—f.y’— Ly }zo
o o) N T R 7

> =0 que ¢ uma EDO de segunda ordem na variavel y.

Ouseja: f —f,-y'—


Casa
Note
estes es un ejemplo, que es el de la braquistócona.  en el que la raíz es la distancia verewmos 


O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA

Tempo que leva um sélido de massa m para ir de um ponto A (O h ) a um ponto B

7 Vinicial

(L,hﬁna,),send00<hfinal <N.a @apenas sob a acdo da gravidade, partindo do repouso. Assim:

ds :ﬁx)2+(dy)2 dy) dx
=—5—= - - = 1+(—] -—, da conservagéo da energia:

dt dt dx/) dt
2
2. 1+ y'(x
l.m.yz :m'g'(hinicial _h):m.g.ijz [2.9-y, logo: 9 dt=dr = de
2 L y(x)
x=1 1 , 2
Resultando na busca do minimo de: T = I % -dx com as condigdes de contorno:
y(x
x=0

em x=0 tem-se y=0;

Y(1) = hiiciar = Niinat = Yiina =0 extremidade fixa

emx=1
W) =0 extremidade livre
dx x=1
1+(y'(0)’
Identificando: F [y, y’] = T que ndo depende explicitamente de x (caso 2), assim a equacdo de
y(x
Euler apresenta a forma: F _dy Ok Cy -
dx oy’
Sendo: a—F' S S que pode ser reescrita na forma:
n2

i dy F :dy F 5 , assim: F_d_y.ﬁ:F. 1- dx = F =C,,

= C
"d " od d ' 2 2 0
e T ()
dx dx
as: F > = ! =Cy=>Cy-,|Y- 1+[ﬂ
(o) (8 i
1+ — y- 1+ =2
da expressdo acima, tem-se:

2 —_ 2 . 2 .
2oy |1+ L7 =1l= Yy _ =%y = |So¥ dy = dx , integrando membro a membro de x=0 a x > 0,
0 2 2

dx dx CyY l1-c5-y

2
J } =1, elevando ao quadrado ambos os membros

ser | Ly 2oy Y 2 ia:
tem-se: 2 y 2 [arcsen(z -y 1)Jy:O = X ,0U seja:
y 2 1 2 T .
-y - arcsen(2-c; -y—1)+— |=x, adotando:
¢’ 2-03[ (2:c5-y-1) 2}

0:{arcsen(2-c§~y—1)+%}:>cos(o9)=1—2-c§~y e sen(d)=-2-c /Clz—yz , obtém-se:
0


Casa
Note
el eje y está considerado positivo para abajo.

Se adimenxionaliza la ex por ej x adim es x/L, y/L, t/tau.ojo en la llave falta un h en el denomin.

hay 2 tipos de probelmas: cuando el punto final es dado o es libre, son bien diferentes. lo mismo cuando optimizamos el final de un reactor, puede estar fijo o dado por requierimientos de claidiad


{X(e):“[‘g‘sen(m em que: = ——
y(0)=r-[1-cos(0)] - 2a

Note que em x=0 e y=0tem-se: =6, =0
Primeiro Problema: extremidade final fixa, isto é: y(1)=Ynna para determinar o valor de r e de & , deve-se
resolver o sistema de equagdes:

1=r-| 6, —sen(O
r [ ; —sen( f)] [1_003(@ ):|_yfinal .[gf —sen(0, )]:o com 6, >0, apbs a determinagdo de

Yiina =T '|:1_COS(‘9f ):|
& deve-se calcular r segundo: r = ﬁ e 0 valor de Tp,n, pode ser entdo calculado tendo em vista:
6. —sen( @

\/{1{%]2%)(:\/[(:_2]2{%]} 46 = r-[1-cos( ]2+[Sen(9)]2~d9:,

=r-J2:[1-cos(0)]|-do = /2-r-y(0)-do = F|y,y|dx=~2-r-d@

Resultandoem: T, =v2-r-6,

=0, para determinar o valor de r e &, deve-se

x=1

dy(x)
dx

Segundo Problema: extremidade final livre, isto é:

resolver o sistema de equagdes:
dy(x)| _dg| dy() do

_ 1
dx dx ae |, Vg

resen(6,)=0=0, =r; r—[gf —sen(efﬂ_

dx

x=1 x=1

Y final :r'[l_cos(gf )J:—e T \/_ 0, \/—

POR QUADRATURA DE GAUSS-RADAU

1+ X .
Buscar o minimo de: T = () —————"2.dx com as condi¢Bes de contorno:

y()
em x=0, y=0;

Y1) = Y4 =0 extremidade fixa

em x=1
) =0 extremidade livre
dX x=1
Adotando na integral acima a mudanca de variavel dependente:
2
1+(y'(0)° 1 \/1+(x~u’(x)+u(x)) )
y(x)=x-u(x)= y'(x)=x-u(x)+u(x)=> ,[—————-dx=— -dx, assim:

2
) (por quadratura de Gauss-Radau), em

+(x-u'(x)+u(x)) o 1+(x;-u'(x;)+u
IIJl (o) | 'dXNZ”"'J | .

j=1

aue: u(x) =u®) (x) = Z' U2l = Yy €U08) = ZAk u,.



1
X; sd0 as raizes de Pn(

n+1

Ou seja: T (u) = E ;- = > Ay

j=1 k=1
Assim o problema transforma-se em determinar os valores de u; paraj= 1, ---, n com u,, =Yg, Sea
extremidade final for fixa, ou determinar os valores de u; paraj= 1, ---, n+1 se a extremidade final for

livre, que minimizam a funcéo algébrica T (u).





