EXEMPLOS ILUSTRATIVOS DO METODO DE PONTRYAGIN

Exemplo 2.6.3-P4g. 59-Schechter:
Considere 0 esquema de reagdo: A= B —C a ser conduzida em um reator tubular com fluxo

empistonado e sem difusdo. Os balancos dos componentes A e B podem ser expressos por (forma
adimensional):
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obtém-se:
_ () 2
Balango de A: —>=[u(t)] -x, (t)—u(t)-x (t) comx (0)=1
obtém-se: dt .
Balanco de B: dxd—t(t):u(t) -3-[u(t ] %, (t) comx, (0)=0

O objetivo é obter u(t) que maximiza X, 4, = X, (t)|t:1 , tinai=1 (fixo).
O Hamiltoniano é entéo:

HEx(0.0(0) 0] = A -S4 2y B0 = (2, =4) % 0+ (A =3:2) %, 07

dA _ oH _
— u-(h=4)—>A4(1)=
Sendo: dt axi
Yo 2 (3.4-4) > ()=
O valor 6timo de u € o valor que minimiza H [x(t),u(t),i(t)] , assim:
oH _ _ (A-4&)x
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Devido a linearidade das variaveis adjuntas, utiliza-se uma nova variavel:
_AM _dn) 1 dh A dA o e g _
n(t)—ﬂ?(t): ot L 2 d =u-(n-1)-u*-n-(8-n7)—>n(1)=0
_ (=%
eu_2-(77—3).x2

Note que, em vista de:

(A —A) % +2:(4—=3-24) X -u=0=(4,—4) X -Uu+2:(4 —3-4) X, -u* =0, identificando:
H=(4-4) % -u+(4-34,) X, -u’ecomo dd—:l=0, resulta:

2 d 2 d d dx, d
H=~(4=3-4) % U = [ (4-3-4) % ]=o:u-[(d—?—s.d_‘;j.u.xz+ui-3.zz>-[u.d_xt+z.xz.d_l;ﬂ:o
[(A=%)=3-u-(3:-4,-4) ] v? 'X2+(’11_3'/12).(uz'(X1_3'U'X2)+2'X2.((jj_Ltjjzo

(ﬂi_’lz)‘uz‘xz+(%—3'ﬂz)'(u2~xl+2.xz'?j_l:]:0

Dando origem ao sistema algébrico linear e homogéneo:



(A=) % =2:(4=3-4) % u=0
(Al_ﬂz)'uz'xz+(ﬂ1_3'lz)’[u2'xl+2'xz'z_l:J:O

Que so apresenta solugdo nao trivial se:

xl'(uz«x1+2«x duj+2u X5 _0:>d—u=—u2o e WL ]
dt dt 2:% X

Considerando que a variavel u esta sujeita as restrigdes: 0 <u <1, resulta na operagao descrita por:

dx, (t

%:xz(t)—xl(t) com x, (0) =

d t para 0<t< tchaveamento
(0 (1)-3-%,() com, (0) 0
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= [u (t)]z % (t)—U(t)~ Xl(t) com Xl(tchavemento): X

dx, (t
(zjt( ) =u (t) -3 |:U :| X com XZ (tchavememo) = X; para tchaveamento <t<1
)| -x (t
du (t) = _|:U( ):| Xl( ) com u(tchavemento) =1
dt 2-%, (1)

Buscando-se por um procedimento de busca o valor de tehayeamento qUE Maximize x, (1)

Problema 2.6.3-P4g. 67-Schechter:

Considere 0 esquema de reagdo: A— B —>C a ser conduzida em um reator tubular com fluxo
empistonado e sem difusdo. Os balancos dos componentes A e B podem ser expressos por (forma
adimensional):
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Balango de A: % = {kl,o e T(z)}. x (2)
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Considerando que: t = z, [kz,o e’ ]=[k110 e J e u(t)=k,-e ", obtém-se:

Balanco de B dx;t(t) —u(t)x () =[u(t)T %, (t) comx,(0)=0

O objetivo é obter u(t) que maximiza X, .4, = X, (t)|l:1.
O Hamiltoniano é entéo:

H[x(t),u(t),l(t)]:ﬂl-c;—?+ﬂg-%Zz—ﬂi-u-lerﬂQ~[u-x1—u2-xz}:(ﬂz—ﬂl)-xl-u—ﬂfxz-u2

di _ oH
e u-(4=24) > 4(1)=
Sendo: az axlaH
== A o A (1)=1
O valor 6timo de u € o valor que minimiza H [x(z),u(z),i(z)} , assim:
B 0-(4- ﬂi)xl—zwz.xz-u:u:%e(ﬂz—ﬂl)-xi'u=2-ﬂz-xz-u2.

Entdo: H = 4,-X,-u® e como %—T:O,tem—se:



u (% X, -U+ 4, dditz u+2-4,-x, z—l:j =0, substituindo as expressdes das derivadas, resulta:
) ) du ) du .
UP Ay Xy Ut Ay (X —U-X, ) UP 424, - X, o (u X +2-X, -EJ:O, ou seja:
du__u'-x
dt 2.
Na realidade a varidvel u esté sujeita as restriges: 0 <u <1, resultando em uma operagéo descrita por:
By (1) comx, (0)=1
dt para 0 <t< tchaveamento
dx, (t)
il (t)—x,(t) comx,(0)=0
e
dx, (t .
(lj,f ) =-u (t) : Xl (t) com Xl (tchavemenlo ) = Xl
dx, (t 2 .
# =u (t) ’ Xl (t) B |:U (t):| ’ X2 (t) com XZ (tchavemento) = X2 para tchaveamento <t<1

2
du(t) _ [u(t)] -x(1)
dt 2-%, (1)
Buscando-se por um procedimento de busca o valor de tehayeamento qUE Maximize x, (1)

Problema 2.7.2-Pag. 79-Schechter:

A funcéo objetivo de um sistema de reacdo quimica com reciclo é definida por:
z=1

I = [uz + x2] -dz , sendo x a concentracéo adimensional do reagente que € descrita por:

comu (tchavemento ) =1

z=0

d
(1+ r)# =u(z)—x(z), sendo: r a razdo de reciclo (adimensional). Considerando o balanco global
z

do reagente: (1+r)-x(0)=1+r-x(1), determine u que minimiza a funcéo I.

z=t

Considerando que: t =z, x (t)=x(z) ex,(t)= J-[u2 +x* |- dz= dxé—t(t) =[u (t)]2 +[x1(t)]2, obtém-se:
e 2y ) (1) com (101) x (0) =175 (1)
) [y [ 0] com, (0)

O objetivo é obter u(t) que minimiza X, .., = X, (t)L:l, tina=1 (fix0).

O Hamiltoniano é entdo:

L0404 A (fu(T <[ 07T

1+r
a4, oH A4
i L L S N I
dt ox,  1+r %%
d4, __oH _

i 054 (1)=1= 4 (t)=1

Adotando: 4, (t)=A(t), tem-se o sistema:



dx, (t)

(1+r) dt =u(t)—x(t) com (1+r)-% (0)=1+r-x (1)

d [ )] +[x(t)]" comx,(0)=0
dA(t) _A(1)
Tz 2RO
Hx(0,0(0),4(0)] = A(1) [ )% J[u ()T +[x (0T . entéc

LMo .o 20
A condicéo relativa a variavel A(t) é (1+r)-A(1)=r-1(0).

O problema também poderia ser resolvido eliminando a variavel /l(t) derivando-se em relagdo ata

expressio: %+ 2-u(t)=0=2- dL:jEt) = —11 - d/ZEt) = —1i - [fitr) —2-x1(t)J =1+ir[u(t)+ X (t)]
Ou seja: dud_Et) = ﬁ[u (t)+x(t)]. dando origem ao sistema:
dx;t(‘) - “(t’r‘l(t) com (L+1)-x (0)=1+7-x (1)

B[y o5 0 comx(0)-0
du(t) u(t)+x(t)

dt 1+r
A condicéo inicial & variavel u(t)=u, é o valor que minimiza X, ;.. =X, (t)|

t=1"



