Curso de Métodos Heurísticos de Otimização

1ª lista de Exercícios

Aluno: Marcelo Farenzena

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

1) Escreva um texto (400 a 500 palavras) sobre as diferenças entre métodos determinísticos e estocásticos de otimização.

Métodos determinísticos de otimização permitem prever seu comportamento a cada iteração, conhecendo seu valor inicial. A utilização destes métodos, a partir do mesmo ponto inicial, sempre levará ao mesmo ponto extremo. 

Já métodos heurísticos têm um caráter aleatório, não permitindo que seu comportamento seja mapeado. Por disso, diferentes execuções de um mesmo algoritmo heurístico, mesmo partindo do mesmo valor inicial, provavelmente convergirão para diferentes valores.

Métodos determinísticos utilizam o conhecimento da derivada (fornecida ou determinada pelo método) para convergência ao valor extremo. Os mais comuns são os métodos de Newton, que utilizam o conhecimentos das matrizes Jacobiana e Hessiana (derivada primeira e segunda, respectivamente) para busca do extremo da função.

Métodos heurísticos não tem um padrão de busca definido, comum a todos os algoritmos. Os mais populares se baseiam em comunidades naturais para fazerem a busca, tais como formigas, enxames ou seleção genética. Estes métodos não possuem uma base teórica, fundamentam-se na experiência dos autores que utilizaram tal algoritmo para uma determinada classe de problemas, apresentando resultados satisfatórios.

Em ambos os casos não há garantia de convergência para o máximo ou mínimo global da função. Entretanto, devido a aleatoriedade dos algoritmos heurísticos, há uma maior probabilidades destes convergirem para um “melhor” máximo ou mínimo que os algoritmos determinísticos, porém a velocidade de convergência é geralmente muito mais lenta para algoritmos heurísticos..

Recomenda-se a utilização de algoritmos de busca aleatória em casos de otimização global ou otimização combinatória. No caso de otimização local recomenda-se a utilização de algoritmos determinísticos. 

Devido ao maior esforço computacional empregado, deve-se evitar ao máximo os algoritmos aleatórios, porém, num momento de desespero e na falta de melhores alternativas, estes podem ser utilizados. Atualmente, a utilização destes algoritmos tem sido facilitada devido ao crescimento da capacidade de processamento dos computadores pessoais. 

Minha experiência na utilização de algoritmos aleatórios é pequena. Utilizei uma vez num problema de estimação de parâmetros utilizando mínimos quadrados, problema muito sujeito a mínimos locais, o método de Enxame (swarm). Só parti para esta alternativa, pois os métodos de otimização determinísticos eram muito dependentes do chute inicial, evidenciando a existência de mínimos locais. Verifiquei que este método heurístico chegava próximo a pontos de mínimo com relativa rapidez (poucas iterações), porém sua convergência ao valor final era muito lenta. Então, para agilizar o processo, calculava uma série de candidatos a mínimo global, utilizando o algoritmo aleatório e os melhores resultados obtidos eram alimentados num algoritmo tipo Newton (BFGS) para convergência para o ponto final, isto é, utilizei um método híbrido para o cálculo dos parâmetros. Verifiquei que obtive novos pontos cujo resultado era melhor que a utilização de apenas algoritmos determinísticos, seu desempenho computacional foi pouco deteriorado em relação a estes algoritmos, porém foram muito mais ágeis que a simples utilização do algoritmo heurístico.

2) Empregue o método determinístico de sua preferência para encontrar o mínimo das funções abaixo. Verifique graficamente as soluções encontradas e comente sucintamente as diferenças entre os dois problemas.
Utilizou-se o software comercial Matlab 5.3 e sua biblioteca de otimização (optimization toolbox). A função utilizada foi fminunc, que determina o mínimo de funções contínua, sem restrições. Este método de otimização determinística é do tipo Newton e algoritmo de atualização da matriz Hessiana é do tipo BFGS.

Utilizou-se como chute inicial para o par (x,y), (1,1). 

Observa-se que o método converge facilmente para o ponto (0,0). A Figura 1 mostra o comportamento da função.
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Figura 1: Mapeamento da função f(x,y)
Observa-se, a partir da Figura 1, que a função é convexa, sendo uma tarefa fácil para o método de otimização. Visualmente observa-se que o ponto de mínimo é próximo ao encontrado.

Para ratificar a escolha do método, calcula-se analiticamente o ponto de mínimo da função.
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Verifica-se que o método de otimização convergiu para o mínimo (neste caso global) da função.

A segunda função a ser otimizada é a mesma que o caso anterior, porém sujeita a uma restrição de igualdade. Este problema pode ser resolvido de duas formas diferentes:

· Resolver um problema de otimização com duas variáveis de decisão (x e y) utilizando um algoritmo de otimização com restrição.

· Utilizar a restrição diretamente na função objetivo de forma a torná-la uma função de apenas uma variável.

Entretanto, para ambas as proposições deve-se atentar para uma nova restrição que surge:
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Para a primeira proposta, utilizou-se o algoritmo fmincon, que utiliza uma programação quadrática seqüencial.

Observa-se que o algoritmo migra para a restrição da variável independente x (x = 1) e y = 0. Para ratificar a solução obtida calculou-se analiticamente o ponto de mínimo.

Substituindo-se a restrição 
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na função objetivo, obtém-se uma função apenas de x:
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Derivando a função e igualando-a a zero, obtém-se os pontos extremos.
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As raízes de tal equação são:
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Não tendo valor real, evidenciando a inexistência de pontos de máximo ou mínimo.

Se construirmos um gráfico da função f(x), veremos que esta possui um ponto de inflexão em x = 0,67, porém não possui ponto de máximo ou mínimo.
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Figura 2: Mapeamento da função f(x)
A Figura 2 mostra que a função não tem um ponto extremo, apenas uma inversão de concavidade, justificando o insucesso dos algoritmos.

Cabe ressaltar que esta análise só é valida para valores de x maiores que a unidade. Neste intervalo a função é monotonamente crescente, ratificando o resultado obtido pela função fmincon. 

3) Use o software Microsoft Excel. Gere 20 números randômicos entre 0 e 1, com distribuição uniforme. Construa um histograma e verifique se os números gerados são realmente uniformemente distribuídos. Repita o teste com 100 pontos.
Inicialmente gerou-se 100 números aleatórios no Excel, utilizando o comando ALEATÓRIO. Para a análise do histograma da função, os dados foram divididos em 5 intervalos iguais (espaçamento 0,2), para valores de zero a um (0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 e 1).

A Figura 3 mostra o histograma para um conjunto de 20 pontos.
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Figura 3: Histograma para o conjunto de 20 pontos

A partir do gráfico da Figura 3 observa-se que os dados não são uniformemente distribuídos, visto que para o intervalo de valores maiores que 0,4 e menores que 0,6 há apenas 2 valores, enquanto que para valores superiores a 0,8 há sete valores. Entretanto, como o intervalo de dados é pequeno esta consideração pode ser precipitada. A análise posterior, com um conjunto de 100 pontos é mais representativa. A Figura 4 mostra o histograma para esta análise.
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Figura 4: Histograma para o conjunto de 100 pontos

A partir da Figura 4, verifica-se que a distribuição é uniforme, visto que os valores que tiveram menor freqüência de aparição ocorreram 19 vezes, enquanto que os valores que possuíam a maior, ocorreram 21 vezes.

Entretanto, a partir de apenas uma observação pode-se obter conclusões tendenciosas. Vamos repetir o mesmo teste novamente por 10 vezes. A Tabela 1 mostra a freqüência dos valores para cinco intervalos.

Tabela 1: Análise dos números randômicos gerados pelo Excel

Geração
0 < x < 0.2
0.2 < x < 0.4
0.4 < x < 0.6
0.6 < x < 0.8
0.8 < x < 1

1
21
28
14
21
16

2
20
23
29
21
7

3
17
20
23
15
25

4
25
15
14
18
28

5
19
14
23
18
26

6
23
20
17
21
19

7
19
20
18
19
24

8
19
23
13
17
28

9
22
22
27
11
18

10
18
24
16
28
14

A partir da Tabela 1 podemos ver que os números aleatórios uniformes gerados pelos Excel para um conjunto de cem pontos não é tão aleatório assim. Para gerações, por exemplo a 9, para o intervalo de valores entre 0,6 e 0,8 há menos de 50% dos valores dos intervalos cujos valores de x são inferiores a este. 

4) Imagine que você dispõe de um gerador de números aleatórios inteiros entre 0 e 2500. Como poderia (usando esse gerador) criar números reais uniformemente distribuídos entre 0 e 1? E para gerar números normalmente distribuídos com média 0 e desvio padrão 1?
Para gerar dados uniformemente distribuídos entre zero e um (y), deve-se aplicar um operador linear aos dados do gerador uniforme (x). Exemplo:
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Supondo a geração de dois números x1 e x2.
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Para gerar dados normalmente distribuídos, deve-se aplicar um operador do tipo 
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a partir de um gerador de dados uniformes.

A partir dos dados do gerador uniforme (x), faz-se uma contração de escala para     (-5,5), (y).
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Posteriormente, em aplica-se o operador da função normal a y


[image: image15.wmf](

)

2

exp

2

1

y

z

-

=

p


obtendo-se o número aleatório z, uniformemente distribuído.

5) E se você dispusesse de um gerador [0,1], como faria para sortear uma das cidades em um problema do caixeiro viajante com 278 cidades?
Supondo que eu disponha de um gerador de números aleatórios uniformes (x) de (0,1) com uma quantidade considerável de algarismos significativos, eu poderia criar um novo operador y, de forma que:
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A cidade escolhida seria o maior inteiro posterior a cada valor escolhido. Sendo que o número de cidades decresceria à medida que uma nova fosse escolhida.

6) Medite sobre a resolução do problema do caixeiro viajante. Com a informação de que você dispõe hoje, como você encontraria um bom trajeto para percorrer 15 cidades? Proponha um algoritmo heurístico-determinístico para resolver o problema.
Eu acho que um bom trajeto pode ser escolhido através de várias formas, supondo que a cidade de partida e retorno seja a mesma e conhecida. 

· O mais simples (e tosco) seria utilizar um algoritmo semelhante ao proposto na questão anterior: geram-se números aleatórios uniformes inteiros entre 1 e o número de cidades que ainda faltam percorrer. Numeram-se as cidades e sorteia-se o número, enviando o caixeiro para a cidade sorteada (muito parecido com o sorteio da tão sonhada bicicleta pelo palhaço Bozo). Este algoritmo é totalmente aleatório. O critério de parada seria feito limitando-se o número de análises e, ao final, escolhendo o “melhor” caminho.

· Um algoritmo heurístico determinístico para tal problema poderia ser baseado na distância entre as cidades. O caixeiro migraria para a cidade mais próxima à cidade que ele está atualmente e ainda não a visitou.

· Um outro critério poderia ser baseado na máxima distância a ser percorrida pelo carteiro a cada viajem. Para tanto, utiliza-se um gerador de números aleatórios, inteiros e uniformes que gere valores entre a distância da cidade mais próxima e a mais distante da atual (d1). Posteriormente, verifica-se quantas cidades, excetuando a cidade de origem, cuja distância da cidade atual é inferior a d1. Dentre estas, utiliza-se um novo gerador de números aleatórios para determinar qual deve ser o próximo destino do caixeiro.

· Propõe-se alguns caminhos possíveis de serem percorridos pelo caixeiro. Aleatoriamente, alterna-se o destino das cidades e verifica-se qual dos candidatos é melhor. Poder-se-ia privilegiar a troca por cidades mais próximas, forçando a desistência de caminhos longos. 
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