EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta disciplina é discutir e aplicar técnicas e métodos numéricos para a
resolucdo de problemas em processos quimicos, bioquimicos e industrias de alimentos. Os
métodos apresentados estdo presentes em praticamente todas as ferramentas computacionais
usadas pelos engenheiros para sintetizar, analisar, controlar e otimizar tais processos. Espera-
se que ao final da disciplina o aluno domine estes métodos para fazer bom uso destas
ferramentas ou para desenvolver novas ferramentas.

Geralmente os métodos numéricos sdo implementados nestas ferramentas através de
uma linguagem de programacdo, usualmente FORTRAN, C ou C++. Muitos deles podem ser
encontrados em bibliotecas (ou pacotes) numéricos, tais como:

LAPACK (http://www.netlib.org/lapack) — publico

BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) — publico

IMSL (International Mathematical and Statistical Libraries) — comercial
NAG (Numerical Algorithms Group) — comercial

Mas também estdo disponiveis em ambientes dedicados a resolucdo de problemas genéricos,
tais como: MATLAB, SCILAB, MAPLE, MAXIMA e MATHCAD.

1.1 Sistemas numéricos

Como a aritmética em calculadoras e computadores emprega apenas ndmeros com
uma quantidade finita de digitos, os calculos sdo executados com valores aproximados dos
nameros verdadeiros. Para entender esta aritmética, primeiro trataremos da transformacdo da
base decimal para a binaria, usada nos processadores numericos.

1° Caso: Numero Inteiro— N
Algoritmo 1:

a) ldentificacdo da maior poténcia de 2 contida em N, isto &, determinacdo de n tal que
2"< N < 2™
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n =int [logz (N)]

onde int(x) é a parte inteira de x.

b) Determinacdo dos coeficientes a;, parai =0, 1,

P« N

Parai=0,1, ..., n, faca
M « P/2
P « int(M)
a«<2-(M-P)

.. N, tais que: N =)"a,2'

i=0

Nota: a operagdo 2 - [P/2 — int(P/2)] é definida como “P mod 2” ou mod(P,2) ou ainda P % 2

e resulta no resto da diviséo inteira de P por 2.

Algoritmo 2:

a) Identificacdo da maior poténcia de 2 contida em N, isto é, determinacdo de n tal que

2"<N< 2™

n«0

pot « 1

Enquanto pot <N faca
Ne—n+1
pot «— 2 - pot

n«<n-1

b) Determinacdo dos coeficientes a;, parai =0, 1,

pot «— 2"

an<«1

M <« N — pot

Parai=1, 2, ..., n, faca
pot < pot / 2

se M < pot faca anj « 0

sendo faga anj < 1e M « M — pot

Exemplo: N = 97 (na base decimal)
Algoritmo 1a: n = int [log, (97)] = int[6,6] = 6

. N, tais que: N =) 3,2’

i=0
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Algoritmo 1b:
i 0 1 2 3 4 5 6
M 48,5 24 12 6 3 1,5 0,5
a p=1]|a=0]a=0]a3=0]as=0]as=1|as=1
Algoritmo 2a:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 6 |
pot 1 2 4 8 16 32 64 128
Algoritmo 2b:
i 0 1 2 3 4 5 6
pot 64 32 16 8 4 2 1
M 33 1 1 1 0
an-i ap=1|as=1]|as=0)|a3=0]a=0]a=0|a=1
P _ (A6 5 0
Assim: 97],, =1100001], = (2°+2° +2°)|
Exercicio: aplicar o Algoritmo 1 para N =85
Algoritmo 1a: n = int [log, (85)] = int[6,4] = 6
Algoritmo 1b:
i 0 1 2 3 4 5 6
M 42,5 21 10,5 5 2,5 1 0,5
a p=1]|a=0]|a=1|a=0]as=1]a=0|as=1

Assim: 85| =1010101, = (2° +2* +2° +2°)

10

Generalizando para qualquer base:
N < int[10Qgpase (N)]

P«<N

Parai=0,1, 2, ..., n, faca
M « P/base
P « int(M)

aj < base - (M - P)

Nota: a operacgdo base - [P/base — int(P/base)] é definida como “P mod base” ou mod(P,base)
ou ainda P % base e resulta no resto da divisao inteira de P por base.

2° Caso: Numero fracionario, o, entre 0 e 1

a) Especificar o nimero de digitos (Naig)
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Naig

b) Determinar os coeficientes b;, parai =1, 2, ..., Ngig, tais que: o = 2—'|
i=1

M« 2 [o - int(o)]
Parai=1, 2, ..., Naig, faca
P « int(M)
M«2-(M-P)
bi «~P
Exemplo: «=0,8
a) Ndig =8
b)
i 1 2 3 4 5 6 7 8
M 1,6 1,2 0,4 0,8 1,6 1,2 0,4 0,8
bi b1:1 b2:1 b3:0 b4:0 b5:1 b6:1 b7:0 b3:0
Assim: 0,8] =0,11001100], = il+i2+i5+iG =0,796875|
2 22 2 2, 10
Exercicio: «=0,1
a) Ndig =8
b)
i 1 2 3 4 5 6 7 8
M 0,2 0,4 0,8 1,6 1,2 0,4 0,8 1,6
bi b1:0 b2:0 b3:0 b4:1 b5:1 b6:0 b7:0 b3:1

Assim: 0,1 = 0,00011001, =(2i+i+ij

4 25 28

=0,0976525

10

A representagdo da aritmética de ponto flutuante em computacéo foi normalizada em
1985 pelo IEEE (Institute for Electrical and Electronic Engineering) atraves da Norma 754-
1985.

Definigdes:  bit — digito binario
byte — conjunto de 8 bits

word — ou palavra, é 0 espaco no computador para armazenar o nimero.
Atualmente na maioria dos computadores:

1 word = 32 bits = 4 bytes ou
1 word = 64 bits = 8 bytes.
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Armazenamento de nimeros inteiros:

bit 0: indica o sinal do namero, se igual a 0(zero) nimero positivo e se igual a 1 numero
negativo;

bits 1 a 31: codificacdo do nimero na base binaria quando 1 word = 32 bits.
bits 1 a 63: codificacdo do numero na base binéria quando 1 word = 64 bits.
Desta forma o maior nimero inteiro possivel é:

2% —1=2147483647 =2 - 10° ou 2%-1=9.10"

Armazenamento de nimeros reais
a) Precisdo simples

|0 |||1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |||9 |10|11|12|13|14|15|16|l7|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28|29|30|31|||

bit 0 (s): indica o sinal do nimero, se igual a 0(zero) numero positivo e se igual a 1 numero
negativo;

bits 1 a 8 (c): codificacdo do expoente (ou caracteristica) de 2 do namero (igual ao valor
representado em binario menos 127, desta forma o maior expoente é 127 =
11111110 — 127 e o menor expoente é —-126 = 00000001 — 127. Esta
codificagéo pode ser lida removendo o bit 1 e somando o seu valor ao bit 8
para 0s expoentes positivos e a representacdo complementar para 0s nimeros
negativos, com o primeiro bit representando o sinal negativo. A codificagio
11111111 e reservada para infinito e 00000000 para indicar que 0 nimero
ndo esta normalizado, ou seja, que 0 nimero antes da virgula é zero e ndo 1);

bits 9 a 31 (f): codificacdo da mantissa do numero (parte fracionaria do nimero no sistema
binario).

r=(-1)°-2°".(1+f), quandoc#0
r=(-1)°-2%.f , quando c = 0 (forma nio-normalizada)
Exemplos:

armazenamento (normalizado) de (3.5), =(11.1), = (1.11x2"),

[0l [o o Jo fo JoJofo ]t [t JoJofo oo fofofojofojofofojofojofojoj]ofo]o]

b) Precisdo dupla
[0 Jr [2 [3 [4 [5 [6 [7 [8 [9 [10 [11 [12] (63 |

bit 0 (s): indica o sinal do nimero, se igual a 0(zero) nimero positivo e se igual a 1 numero
negativo

bits 1 a 11 (c): codificacdo do expoente de 2 do nimero (igual ao valor representado em
binario menos 1023, desta forma o maior expoente é 1023 = 11111111110 -
1023 e 0 menor expoente é —1022 = 00000000001 — 1023);

bits 12 a 63 (f): codificacdo da mantissa do numero (parte fracionaria do nimero no sistema
binario).



6 1. INTRODUCAO

r=(-1)°-2°".(1+f) , quandoc =0
r=(-1)°-2"".f , quando ¢ = 0 (forma ndo-normalizada).

Como 63 — 12 + 1 = 52 digitos binarios correspondem a algo entre 16 a 17 digitos
decimais (até 2°°%), entdo um nimero representado neste sistema tem uma precisio de pelo
menos 16 digitos decimais. No caso da precisdo simples, este nimero cai para 7 digitos
decimais (até 2°%).

Exercicio: implementar em calculadora ou computador o seguinte algoritmo
u<«1,0
Enquantou + 1,0 # 1,0, faca
u«u-0,5
u«u-20

O valor final em u corresponde a precisdo da maquina.

1.2 Erros em computacéo

O menor numero positivo que pode ser representado na forma normalizada em
precisdo dupla é:

271022 3 (1+ 2752) ~ 107308

Se os célculos gerarem numeros de magnitude menor que este valor, teremos um erro de
underflow (além da capacidade minima da maquina).

O maior numero positivo que pode ser representado na forma normalizada em
precisdo dupla é:

21023 X (1+1_ 2752) ~ 10308

Se os calculos gerarem nimeros de magnitude maior que este valor, teremos um erro de
overflow (capacidade maxima da maquina excedida).

Erros absolutos e relativos

x: valor exato de um nimero
X : um valor aproximado
Erro absoluto: EA,= | x - X|

k3

X=X
X

Erro relativo: ERy =

_‘ x

EA,
= , parax =0
X

Exemplos:
1) Se EA=0,1
a) comx = 2112,9 tem-se: x - X =+ 0,1 > x =2112,8 oux = 2113
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e ER, = 0,1/2112,9 = 4,732832-10® = 0,005%
b) com x =5,3 tem-se: X’ =5,20u X =54
e ER,=0,1/5,3 =0,018868 = 2%

2) Efeito da magnitude do namero

a) se x = 0,3000-10* e x" = 0,3100-10" tem-se EA, = 0,1 e ER, = 0,03333 = 3,33%

b) se x = 0,3000-10° e X" = 0,3100-10" tem-se EA, = 0,1-10* e ER, = 0,03333 = 3,33%
c) se x = 0,3000-10* e x” = 0,3100-10" tem-se EA, = 0,1-10° e ER, = 0,03333 = 3,33%
Ou seja, o erro relativo leva em consideracdo a magnitude dos valores.

Diz-se que 0 nimero X se aproxima do valor x com t algarismos significativos se t é
0 maior valor inteiro ndo negativo para o qual:

ERy < 5-10™
Exemplo: com 4 algarismos significativos
x=0,1 > ERy-|x|=|x-x]|=EA<510°
X =100 - ERy - | x| = | x=X| = EA,< 0,05
X = 10000 — ERy - | x| = |x—X| = EAc<5

Representando um nimero x em aritmética de ponto flutuante com t digitos na base
10:

x = f-10% + gy -10°" com0,1<fy<le0<gy<1
Exemplo: t =4 e x = 234,57, logo x = 0,2345-10° + 0.7-10" — e = 3, f, = 0,2345 e g, = 0,7

Se 0 nlimero for simplesmente truncado, o valor armazenado de x serd: X = f, -10°,
apresentando:

Erro de Truncamento Absoluto: EA, = | gy|-10%" < 10%"

gx _loe—t | 1oe—t 1oe—t
<

< =10"".
f 10°+g,-10°%| f 10° 01.10°

Erro de Truncamento Relativo: ER, =|

Se 0 numero for arredondado, o valor armazenado de x sera:

0 seg, <05

ot , apresentando Erros de Arredondamento Absoluto e
10" se g, =20.5

x"=f, -10° +{

Relativo:
i) se gy < 0,5: EA = gx|-10°' < 0,5-10%"
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e-t et et
9, 10 e_t|< 0,5 10e _05 10e 0510 510"
f 10°+g, -10°"| | f -10°] = 01-10

i) se g« >0,5: EA, = | gy -10°"' - 10| <] 0,5-10°" - 10°' | < 0,5-10°"

e ER, =

—1)-10% 108t 108t
(59 _t|< 0510 0510 " _4 510t =5.10"
f -10°+g, -10°"| | f,-10°|] ~ 01-10°

Resumindo, se: x = f,-10° + gy-10°" com 0,1 <f,<1e 0 < gy < 1, em que t é o ndmero de
digitos, entdo:

e ER, =

Absoluto: EA, <10°

Erros de Truncamento: . 1t
Relativo: ER, <10~

10°7

Absoluto: EA, <

Erros de Arredondamento: .
Relativo: ER, < 10

Erros nas operacgdes algébricas fundamentais
Sejam x e y dois numeros reais positivos que apresentam erros absolutos maximos a e
b, respectivamente. Entdo os erros numericos relativos em cada um destes nimeros sdo:

a
parax: p=—
X

b
eparay: q=—.
y

As seguintes operacgdes aplicadas a esses nimeros sdo definidas:
i) Soma — o maior valor que a soma (x + y) pode assumir é: (x +y) + (a + b) e 0 menor valor
é: (x+y) - (a+b),assim:
(x+y)-(@+b)<(X +y)<(x+y)+(@a+h).

Desse modo: EAxy<(a+b)e ER,, < (a+b)
X+

ii) Subtracdo — o maior valor que a subtracdo (x —y) pode assumir é: (x —y) + (a+b)eo
menor valor é: (x —y) — (a + b), assim:
(x=y)-(@+b)< (X =y) < (x-y) + (@+bh).

Desse modo: EA,y < (a+b)e ER, , < (|i+§>/|) .

iii) Produto — o maior valor (x - y) pode assumir €:
(x+a)-(y+b)=(x+p-x)-(y+q-y)=x-y-(1+p)-(1+q)=x-y-(1+ p+q+p-q)
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e o menor valor é: (x—a)-(y-b)=x-y-(1-p)-(1-q)=x-y-(1-p-q+p-q)

Assim: X-y-(1-p—q+p-q)<X"-y" <x-y-(1+ p+q+p-q), ou seja:

X-y(p-q=p-0)<x -y —x-y<x-y-(p-q+ p+q). Permitindo identificar que:
EA, <[ yl-(p-a+p+a)=[x-y|-(p+q) eER,, <(p-q+p+q)= p+g

iv) Diviséo — o maior valor(x/ y) pode assumir é:

X+a: X+p-Xzi(l%-_pj_[_l+QJ:§‘[l+p+q+p'QJ e 0 menor valor é:

y-b y-gq-y y\l-q){1+q) vy 1-¢°

X—a_X—p'x_1.(1—pj.(1—_QJ_1.(1—p—q+p-qj

y+b y+q-y y\l+q)(1-q) v 1-g° '

1-p-q+p-q|_X _X [1+p+d+p-q
1-¢° Tyl =g

Assim: 5-(
y

<

j , OU seja:

1.(M_1jgx_*_zsi.[l+ P++p- _1j, rearranjando:
y 1-q y Yy y 1-q

1.(q2—p—Q+ p'q]gx_*_ﬁsﬁ.(qu“erqup'q] mas:
y 1-q° y oy y 1-¢°

qQ’-p-q+p-g=(p+q)-(a-1) e g*+p+q+p-q=(p+0a)-(q+1), logo:

_1.(p+QJ<X_*_1<1.
yll+q) v vy vy

[ P+d ] . Permitindo identificar que:
| P+a .
1-q )
Lista de exercicios

1. Transforme os numeros reais abaixo (todos expressos na base decimal) para a base binéria,
adotando em todos os exemplos 8 digitos apds a virgula: (a) 168,995889; (b) 0,34135;
(c) 0,021922.

2. Transforme os nimeros binarios abaixo para a base decimal:
(@) 101101; (b) 110101011; (c) 0,1100011; (d) 0,11111111.

3. Ache um numero na base 2 que aproxime o nimero = com 0 menor numero de digitos
apresentando um erro absoluto ndo superior a 10° Refaca o exemplo para uma
aproximacdo que apresente um erro relativo inferior a 0,01%. Compare e discuta os dois
resultados encontrados.

1"(p+q) eER,,, < P, P+a .

y

4. Considere que se tem um aparato digital que armazena os niUmeros em aritmética de ponto
flutuante com quatro digitos em base decimal. O acumulador (onde sdo executadas as
operacdes) apresenta precisdao dupla (8 digitos portanto!) e simplesmente trunca os
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nimeros acumulados. Dados os niimeros: x = 0,4523-10% y = 0,2115-10° e z = 0,2583-10",
verifique os resultados das seguintes operacfes executadas neste aparato e apresente, em
cada caso, o erro absoluto e o erro relativo resultante:

@xryrz % @x-yi@x-y-z:0 XY (;)-y;(g) ij

Compare e discuta os resultados dos itens (e); (f) e ().

. Os nimeros x = 2 e y = 1,76 apresentam, respectivamente, os erros absolutos a = 0,5 e
b =0,1. Sorteie um valor de x" e um valor de y* que estejam contidos entre os valores
minimos e maximos de x e y, respectivamente. Calcule os valores maximos dos erros
absolutos e relativos das operacGes abaixo listadas e verifique se 0s erros destas mesmas
operacdes aplicadas aos valores sorteados de x e y estdo contidos dentro destes limites.

@ x+vy; (b)x-y; () x-y;(d) %; (e) x* comk>0; (f) xX*comk<0;

(9) In(x); (h) e”; (i) cos(x) ; (4) sen(x); (K) tg(x - 1).

. Refaca o Exercicio 5 sabendo-se que no lugar dos erros absolutos sdo conhecidos 0s erros
relativos de X e y iguais, respectivamente, a 20% e 15%.



