EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 3

Interpolacéo Polinomial

Teorema de Weierstrass: se f(x) € uma funcdo continua em um intervalo fechado
[a, b], entdo para cada € > 0, existe um polindmio de grau n(e) tal que:

[0 — pa(X)| < & vV x e [a b]

Embora seja um teorema motivador para usar polindmios, o valor de n(g) geralmente ndo é
conhecido, principalmente quando f(x) ndo é dada explicitamente. Outro motivo para usar
polinbmios na aproximacdo de funcbes é que suas derivadas e integrais sdo faceis de
determinar e também sdo polinémios.

Como o polindmio de Taylor, descrito no capitulo anterior, concentra a sua precisao
préxima ao ponto Xo, ele ndo é adequado para a maioria das aplicacOes praticas onde,
geralmente, se deseja uma boa aproximacdo em todo o intervalo de definicdo da funcéo f(x).
Contudo, o polindmio de Taylor é de grande utilidade na analise numérica para estimativas de
erros de técnicas numeéricas. Portanto, neste capitulo sdo abordados polindmios que utilizam
dados em varios pontos do intervalo, chamados de polindmios interpoladores.

Dados n+1 pares de valores {x;, f(x)}, i = 0, 1, 2, ..., n, existe um e somente um
polindmio pn(x) de grau < n no qual
f(xi) =pa(x), 1=0,1,2,..,n.

Portanto, embora existam varias formulas de interpolacdo polinomial, se elas
utilizarem as mesmas informacg6es nos pontos nodais {xo, X1, X, ..., Xn}, €ntdo 0s polinémios
obtidos serdo 0os mesmos.

Naturalmente, se f(x) for um polinémio de grau < n, entdo a aproximagdo também sera
exata V X #Xi.

Expressando o polindmio interpolador na forma: p,(x) =Y c,x’
i=0

os coeficientes c; sdo solugdes do sistema abaixo de n+1 equac6es algébricas lineares:
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2 n

Co +C X +Co Xy +---+C, % = T(X,)
2

Co+C X +CX +---+C X' = F(X)

Co+CX, +CXe 4o+ X" = (X))

cujo determinante da matriz dos coeficientes:

2 e n

1 X, X Xo

1 2 n
v=[

1 x X2 X"

n n n

é chamado de determinante de VVandermonde, sendo ndo-nulo se x; =x; V i # j.

O problema desta técnica de determinacdo dos coeficientes é a sua tendéncia de
propagar os erros de arredondamento a medida que 0s pontos nodais se aproximam uns dos
outros, pois o determinante de Vandermonde tende a zero nestas situacfes, gerando um
sistema de equagdes mal condicionado.

Exercicio: implementar o cddigo abaixo no MATLAB ou SCILAB para interpolar a funcéo

_senh(® x)

y=1= xsenh(®)

que é a solucdo analitica do problema de reacdo com difusdo em um particula catalitica
esférica isotérmica com reacdo de primeira ordem (x é o raio adimensional e y é a
concentracdo adimensional). Utilizar como pontos nodais, pontos igualmente espagados entre
0,1 e 0,9, com espacamento uniforme de 0,1 para o caso (a) e de 0,04 para o caso (b). Apds
obter o polinémio, interpolar a fungdo nos valores de 0 a 1 em intervalos de 0,01. Note que
entre 0 e 0,1 e entre 0,9 e 1 os valores serdo extrapolados. Comparar 0s dois casos.

dx=0.1; % para o caso (a)
dx=0.04; % para o caso (b)

x=[0.1:dx:0.9]"; % pontos nodais

phi=5;
y=sinh(phi*x) ./(x*sinh(phi)); % valor da funcdo nos pontos nodais

n=length(x); % nimero de pontos

xc=[0:0.01:1]"; % pontos para interpolacao
m=length(xc);
yc(1)=phi/sinh(phi);
yc(2:m)=sinh(phi*xc(2:m))./(xc(2:m)*sinh(phi));
% formacdo da matriz de Vandermonde
Um=ones(n,1l); % vetor de tamanho n x 1 com todos elementos iguais a 1
M=Um;
for i=1:n-1
M=[M x.~i];
end

C=inv(M)*y; % coeficientes polinomiais (inversdo sem pivotamento)
% C=M\y; % coeficientes polinomiais (inversdo com pivotamento parcial)
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pn1=C**(Um*xc*) -~([0:n-1]"*ones(1,m)); % valores interpolados

%

% forma alternativa calcular os valores interpolados
%

%for i=1:m

% pnl(i)=C(n);

%  for j=n-1:-1:1

% pnl(i)=pnl(i)*xc(i)+CJ);

% end

%end

condM=cond(M) % numero de condicionamento da matriz dos coeficientes

plot(xc,yc,"b:",xc,pnl, "r",x,y, "0");
legend("exato”, "polindmio”, "pontos®); |

O resultado do exercicio acima é mostrado na figura abaixo, onde se observa no caso (b) o
efeito dos erros de arredondamento devido a inversao matricial sem pivotamento do sistema
de Vandermonde que neste caso € mal condicionado. Este problema ndo ocorreria se fosse
realizada a inversdo matricial com pivotamento (parcial ou total).

1 T T T T T T T T T 1

-~ exato / -~ exato

0.9 —— polindémio /1 0.9r —— polinémio 7
O pontos / O pontos /
0.8 /A 0.8 /A
/
|- / i = /
0.7 4 0.7 ®
/ /
L / 4 L /
0.6 0.6 °
/
0.5+ 1 0.5+ d
G
0.4t 1 0.4 2 I
° s‘
L 2
0.31 4 0.3 o /
o |
0.2 1 0.2r L /1
o7 er'e/g \ |
01 Mﬂe//@/ 1 oaf o000 -
0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Caso (a) Caso (b)

n .
Outro aspecto sobre a formulagédo p,(x)= Zcix' é a sua forma ineficiente de calculo
i=0
de interpolacdo. A forma alternativa (aninhada):

P (X) = o +X- (6 +X-(Cy -+ X (C, 4 +X-C,)) )

requer um numero bem menor de operacfes de multiplicagdo (2n—1 contra n-(n+1)/2) e pode
ser implementada conforme o algoritmo:

p < Cp
Parai=n-1,n-2, .., 2,1,0, faca

PP X+
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Este algoritmo esta implementado de forma comentada no cddigo acima.

As formulas de interpolacdo mais comumente usadas e que ndo fazem uso do
determinante de Vandermonde sdo a férmula interpoladora das diferencas divididas de
Newton e os polinémios interpoladores de Lagrange.

3.1 Tabela de diferencas de Newton

Partindo do conceito de derivada:

9] iy = fim L0 06)
dX |y, =X X=X,
s FO)- (X)L . S
a aproximagdo —————= = f[x,X,] para X # Xo € chamada de primeira diferenga dividida

0
ou diferenca dividida de ordem 1 com relagéo a x e Xo.

Aplicando o teorema do valor médio diferencial:

f(0)-f(a)

b a para f(x) € C'[a, b] e algum & € [a, b], ent#o:

f'e) =

fx,%,]= f'(€) paraalgum & € [X, Xo],

ou seja, f[x, Xo] esta relacionada com a derivada primeira de f(x).

Considerando o problema da interpolagdo linear passando pelos pontos {Xo, f(xo)} €
{x1, f(x1)}, temos:

FO) = p(X) =2y +a,-(X=X)
como f(x)=p(%) — a="71(x)
fFOx)=px) = T0)=10)+a-(4x=X)
)= F (%) _
X =X
Usando a definicdo de erro (ou residuo) da aproximacao:
F(x) = p.(x) +Ri(x)
e sabendo que R1(X) deve se anular em Xg € X;:
Ri(X) = g(x)- (x =% )(X = X,)

€ & f[x, %], ouseja, p,(x)=f(x)+ f[x, %] (Xx=X%).

ou ainda R,(x) = ()~ f(x,) = Fx, X1 (x=x,) =0T C0) (5 sy £, .1 (x =)
f[X' XO]_ f[Xl’ XO] (X— X1)(X_Xo)

R0 =(FDx]= 1D D) (- x) === —

do 1001 D6 %] _

on = f[x,x,x].
x [X %, %]
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Definindo a fungéo:
Q(t) = F(t) — pu () — (t—x)(t—X,)9(x)
ela se anula pelo menos emt = x5, t = Xp e t = x, logo Q'(t) deve se anular pelo menos duas
vezes no intervalo [x, Xo] e Q"(t) deve se anular pelo menos uma vez em um pontot = § e [X,
Xo]:
Q"(€) = f"(€)— p{(€)-2!9(x) =0
como p/(§) =0 (polindbmio de grau 1) temos:
f"(€)
2!
Agora, se mais um ponto {xy, f(x2)} for incluido no conjunto de pontos nodais:
f(X) = p(X) =a,+a, - (X=X)) +a, - (X=X )(X—X,)

fica evidente pelo exposto acima que

g(x) =

az = f[x2, X1, Xo]

podendo também ser tomado como uma boa aproximacéo para Ry(x) se f”(x) for uma funcéo
suave (que ndao muda bruscamente para diferentes valores de x). Isto mostra que as formulas
das diferencas divididas de Newton podem ser usadas para determinar o grau apropriado do
polinébmio interpolador em funcdo da qualidade desejada da aproximacao.
X, % 1= fIX, %]

X, =%

Retomando a expressdo: f[x,,x;,X,]=

FOG)— (%) _ FOx)—f(x)
X, =Xy X — Xy :(X1_Xo)(f(xz)_f(Xo))_(Xz_Xo)(f(Xl)_f(Xo))
X, =% (Xz - XO)(Xl - Xo)(xz - X1)

f[Xz’Xllxo]:

04 =%) 06+ 0% = %) 0+ 06 =X) T (%) o ainga
(XZ_XO)(Xl_XO)(XZ_Xl)
(% = %) F(%) — (6 = %) F (%) = (%, — %) (%) + (%, = %) F (%)
(XZ—XO)(Xl—XO)(XZ—Xi)
(Xl B Xo)( f (Xz)_ f (X1))_(X2 B Xl)( f (Xi) —f (Xo))
(Xz _Xo)(X1_X0)(X2 _Xl)
fx)—F(x) _ fO0)—f(x)

X, =X X =X _ f[XZ’Xi]_f[Xl’XO]
X, = Xo X, = Xo

f[Xz,Xi,XO]z

f[szxl’Xo]z

f[X21X11X0]:

f[X21X1'Xo]:

ou seja, f[Xxz, X1, Xo] = f[X1, Xz, Xo] = X0, X2, Xa] = f[Xo, X1, X2] = f[X1, X0, X2] = f[Xz, X0, X1], @
ordem dos argumentos das formulas das diferencas divididas € indiferente. Das expressoes
acima, podemos observar também que:

o) f) L f(x)
(Xz_xo)(xz_x1) (Xl_XO)(Xl_XZ) (Xo_x1)(xo_xz)

%0 %, %] =
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Generalizando para n pontos nodais, com a inclusdo da diferenca dividida de ordem
zZero:

fIxi] = f(x)
temos para a diferenca dividida de ordem k:

f[Xk!Xk 107" XZ!X11X0]: f[Xk,Xk1,.“,X2,X1)i|_—fx[Xkl,Xk2,'“,X1,XO] ! k:]‘l 21 3, ,n
k 0

()
e X, X 100 X, X, %] = f kl(g), & € [X, Xo].
O erro da interpolacdo por um polindmio de grau n é:

R, (X) = FIX, X, X, g, X2,X1,XO]1£[(X—Xi)

ou R, ( f(nﬂ)l()‘;’,)l_[( X—%), &€ [X X

sendo gue a segunda forma € til somente quando a funcéo f(x) for dada explicitamente.

Exemplo: obter o polindbmio interpolador de grau 3 usando as férmulas das diferencas
divididas de Newton para os dados abaixo:

I Xi Yi A Ay A3
0 0 -5

6
1 1 1 2

12 1|
2 3 25 6

30
3 4 55

ps(x) = f[Xo]+ f[Xl,Xo]-(X—XO)+ f[XZ’X:I.’XO]'(X_Xl)(X_XO)+ f[X3,X2,X1,X0]-(X—X2)(X—X1)(X—XO)
P;(X) =-5+6-(x—0)+2-(X=1)(x=0) +1-(x=3)(x=1)(x-0) = x> - 2x* + 7x -5
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A tabela das diferencas divididas de Newton €é construida da seguinte maneira:

i Xi Vi
0 Xo f[Xo]
f[X1, Xo]
1 X1 f[Xl] f[Xz, X1, Xo]
fxa, X2, X1, Xo] |
2 X2 f[Xz]
______________________________________________________________________________________________ f[Xn, Xn-1, -y X1, Xo]
i i : i f[Xn, Xn-1, Xn-2, Xn—3] ||
n—1| Xn1 | f[Xna] f[Xn, Xn-1,Xn-2]
f[Xn, Xn-1]
n Xn | flXn]

Para um x qualquer entre Xo € Xn, a interpolacdo polinomial de grau n € obtida através
das expressoes:

f[xo,x]:M: f(X)=f(%)+(x=%)- f[%,x], mas:

f [, %, X] = f[X1X:<1]:>]: il = %, X] = f X, %]+ (Xx=%)- f [, %, X], mas:
f[X,0 X, %, X] = f[xz,xl,x;]::: %] = X, %, X] = T [X, %0 X ]+ (X=%,) - T [ X0, X0, %, X]
f[xn—l’ "Xl’XO’X]_ f[ — ,Xl’XO]_f[X” = .,XO’X]j

e, finalmente:
[Xn'xn—l"”’xllxo]_ f [Xn—l’xn—Z"”’XO’ X]
X, — X

f X1 X Xou X] = F X0 Xoig oo X X [+ (X =% ) - F [ X0 Xog0 o0 X0 %00 X]

f X0 Xogs o0 X X0 X] = f

=

n

Xog0e 2 %, X0, XI[ J(x—%) € 0 erro da interpolagdo, que pode ser
i=0

estimado com o uso de um ponto adicional {Xn+1, f(Xn+1)} préximo a x.

onde o ultimo termo: f[x

n?

Exemplos:
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a) A tabela abaixo contém os valores da viscosidade (em centipoise) de uma solucdo contendo
60% de sacarose a varias temperaturas. Construa a Tabela de Diferencas destes dados.

T B
°C) (centipoise) A1 A2 As
10 1139
-5,72
20 56,7 0,17255
-2,269 -0,004088 |
30 34,01 0,0499
-1,271
40 21,30
b) Refaca a Tabela de Diferencas adotando In(w) no lugar de p:
T In
o) W) A A As
10 4,735321
-0,069755
20 4,037774 0,000932
-0,051112 -0,000024 |
30 3,526655 0,000216
-0,046795
40 3,058707
Algoritmo: Interpolacéo polinomial de Newton
Dados n+1 pontos {x;, yi}, deseja-se interpolar a funcéo em x = X"
Parai=0,1, 2, ..., n, faca
Aip < Yi
Parai=1, 2, ..., n, faca
Paraj=0,1, 2, ..., n—i, faca
N Aj+1,i—1 - Aj,i—l
I
X — X
P < 1 i Xi Yi A1 AZ An-2 An-l An
y <« Ao 0 | X | Ao | Aoa | Ao Aon2 | Aont | Aon
Parai=1,2, .., n, faca 1 | X | Ao | Aix | Ao Ain2 | Aint
. 2 | X | Ao | A1 | A Azn-2
P (X=Xi1)-p 3 | X3 | Aso | A1 | Az
Yy <Yy +p-Agj S 3 H 3
N—2 | Xn2 | An20 | An21 | Anz2
N=1 | Xn-1 | An-10 | A1t
n Xn Anpo
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Ao final do algoritmo y" contém o valor interpolado de f(x) em x = x .

3.2 Interpolacéao de Lagrange
Na derivacgdo das formulas das diferencas divididas foi adotada a forma polinomial:

P ()= 8 + 8, (X %) + 2, - (X~ )X~ 3p) +---+ 2, | [ (¢-x)

para a determinagdo dos coeficientes a;, i = 0, 1, 2, ..., n. No caso da interpolacdo de
Lagrange, a forma polinomial adotada é a seguinte:

P (0 =By - (X=X )(X=%;) -+ (X =%, ) +By - (X=X ) (X =% ) -+ (X =%, ) -+ +
by - (X=X ) (X =% ) - (X=X ) (X=X, 0) - (X=X, ) 4B - (X=X ) (X =) -+ (X =%, )

cujos coeficientes b;, i = 0, 1, 2, ..., n sdo determinados diretamente pelas condicdes
pn(xi) = f(x;),1=0, 1, 2, ..., n, resultando em:

b = ) L i=0,1,2, ... n.
(% = %) 06 =X) =+ (6 =X )06 = Xu1) =+ (% = X;)

Definindo os interpoladores de Lagrange:

£ (X) = j
1,-1xi—xj

X—X .
, 1=0,1,2,...,n

j#i

que sdo polindbmios de grau n, temos:
P, (X) zzgi(x)f(xi)'
i=0

Pela definicéo de /,(x), podemos observar que:

0 ,i#]
C(x;) =38, ; :{1 i |

0U S€Ja, Xo, X1, X2, .., Xi-1, Xi+1, ..., Xn SA0 @S N raizes de /;(X).
K n
Se f(x) = X', entdo x* =) ¢,(x)x‘ parak =0, 1, 2, ..., n, pois a aproximacéo é exata

=0
se f(x) for um polindbmio de grau < n. Desta relagdo resulta para k = 0:

iﬁi(x):l.

Definindo o polindmio nodal, que tem como raizes x = x;, i =0, 1, 2, ..., n, logo de
graun+ 1:
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P =8y (X)X = %) (K= %, )K= %) =2, T [ (- %)

e chamando de g, (x) =H(x—xj) o numerador de 7,(x),1=0,1, 2, ..., n, resulta que:

j#i

L= e g qe="at
g (%) X=X
Aplicando o limite para x — x; na segunda expressio: lim 2=~ Ps(®) _ P .(X), temos:
X=X X —X;
an+l'qi(xi) = Pn’+1(xi) € gi(x) _¢ 1=0,1,2,...,n
( X) +1( )
Sabendo que f(x) = pn(X) + Ra(X) € que Ry(x) deve se anular em x;, i =0, 1, 2, ..., n,

entdo Ry(X) = Pn+1(X) - G(X), que procedendo de maneira analoga a secao anterior, a funcéo:
Q(t) = f(t)— p,(t) - R,..(1)-G(x)

deve se anularemt=x;,i=0,1, 2, .., neemt =X, ouseja, em no minimo n + 2 vezes dentro
do intervalo [xo, X,]. Portanto, Q(””)(t) deve se anular em pelo menos um ponto neste
intervalo, t = &:

Q(n+1) (};) —0=f ({;) _ pr(1n+1) (a) Pn(:1+1) (a) . G(X)

como p™¥ (&) =0 (polindbmio de graun) e P"P (&) =a_, - (n+1)!, temos:
n n+1

n+1

__e LA o o .
G(X)_an+1~(n+1)! e R, (x T H( X,) com & e [Xo, Xn].

Exemplo: obter o polinbmio interpolador de Lagrange de grau 2 para 0s seguintes dados:

i Xi Vi = f(Xi)
0 0 -5

1 1 1

2 3 25

1) = (X=x)(x=%,) _ (x=D)(x-3) _ X —4x+3
T (6 =x)(%—%,)  (0-1)(0-3) 3
(X=%)(X=%) _ (x=0)(x=3) _ —Xx* +3x
(% =%)(%—%) (1-0)1-3) 2

000 = (X=%)(x=%) _(x=0)(x=1) _x*-x
T x)00-x) (@-0B-D) 6

6, (%) =
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2
p,(x) = Zﬁi(x) f(X%)=-5-£,(X)+ £, (X)+25-,(X) =2x* +4Xx -5

i=0

Comparando com as diferencas divididas de Newton, a interpolacdo de Lagrange tem

como desvantagens a sua dificuldade em obter uma estimativa do erro e a necessidade de
reconstruir todos os interpoladores de Lagrange com a adi¢do de novos pontos. Ou seja, ndo é
um método adequado quando o grau do polinémio ndo é conhecido a priori. Além disto,
demanda uma quantidade maior de calculos quando vérias interpolagcdes precisam ser obtidas
com 0 mesmo conjunto de pontos nodais. Uma maneira de construir os polinémios de
Lagrange de maneira recursiva para a inclusdo gradual de novos pontos até uma precisao
desejada € através do uso do método de Neville (ndo abordado aqui, mas pode ser encontrado
em Burden e Faires, 2003).

Algoritmo: Interpolacéo polinomial de Lagrange
Dados n+1 pontos {xi, yi}, deseja-se interpolar a funcdo em x = x~
Parai=0,1, 2, ..., n, faca

pi<1

Paraj=0,1, 2, ..., n, faca

o X =X,
Sei=j: pi<—[ ’]-pi
X — X,

y <0
Parai=0,1, 2, ..., n, faca
Yy +pi-yi

Ao final do algoritmo y" contém o valor interpolado de f(x) em x = x .

3.3 Anélise de erros

Ao aproximarmos uma funcdo f(x) pelo polindmio de Taylor de grau n, vimos que o
erro de truncamento da aproximacao € dado por:

B (6] P
R0 ="y %)

, com & e [Xo, X].
Contudo, como o valor de f™V[¢(x)] ndo pode, geralmente, ser calculado por n&o
conhecermos a funcéo &(x), podemos apenas estabelecer um limite superior para o erro da
aproximac#o, tomando o valor maximo de | f ™ (x)| no intervalo [a, b].

No caso da interpolacdo polinomial, vimos que o erro da aproximacéo é dado por:

fFPLE()]
R, (X) :Wli:o[(x—xi) com & e [Xo, Xn]
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e 0S mesmos comentarios acima se aplicam, com o agravante que neste caso, geralmente, a
funcdo f(x) ndo é conhecida para podermos encontrar o valor maximo de | f ™% (x)|. Neste

caso podemos recorrer ao uso da tabela de diferencas divididas de Newton para encontrarmos
uma estimativa para o erro usando a relagéo:

A P

1Xn1Xn,1'“1X1 1X
(n+1)| 1 2 Xi O]

e um valor adicional de f(x) em um novo ponto Xn+1.

Naturalmente, se f(x) for conhecida, entdo R,(x) também pode ser obtida diretamente
de:

Rn(X) = f(x) — pn(X)
Neste caso, uma informacdo Util é o erro medio quadratico (MSE, Mean Square Error) da
aproximacao no intervalo [a, b]:

1 b
MSE = —— | R3(x)dx
b_a£ ()

ou normalizando x para o intervalo [0, 1]:

yzﬁ —  dx=(b-a)dy, resulta em:

1
MSE = [ R (y)dy
0

que pode ser usado para determinar a melhor aproximacao para f(x) dentre varias alternativas.

Exemplo: construir os graficos das aproximacdes de f(x) =1 215 usando interpolacdes
+

X2

polinomiais de 22 32 e 102 graus com pontos igualmente espacados no intervalo [-1, 1], 0s
graficos dos erros da interpolacéo e calcular o MSE.
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Interpolacéo Comparacéo da Erro da Interpolagéo ,
Funcdo Real com a EJ. R, (x)” -dx
Interpolada -

Interpolacéo Lt 0 0,207
Polinomial de “

Segundo Grau com 2 o[/ N
Pontos Igualmente
Espacados T 0 ]

|
o
2

|

o <

-

=)
o
@
&
o
|
N
iy

Interpolacéo ot : 0,0595
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Neste exemplo foram usados pontos igualmente espacados para construir 0S
polinbmios interpoladores. Porém, é possivel determinar os pontos nodais que geram um
polindbmio interpolador com o menor residuo possivel entre polindmios de mesmo grau. Para
determinar estes pontos nodais 6timos, partimos da expressao do erro:

f O] _ FEM)]
n+1)! 1;[( (n+1)!

onde Pp+1(X) € 0 polindmio nodal com an+1 = 1. Reescrevendo Pyn.1(X) na forma:

Rn (X) - Pn+l(x)

n
P..(¥)=x""+>"cx
i=0

0s n+1 coeficientes c¢; podem ser determinados de maneira a minimizar o MSE:
c=arg m|n MSE(C)

sendo

MSE(c):ij(x;c)dx:H%( +Zcxj} X

Aplicando o teorema do valor médio da integral:
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f(n+1) ’ h n+l - i i
MSE(C)={$} J'(x +§cixj dx

0

Como o minimo do MSE(c) ocorre quando V_MSE =0, temos:

OMSE(c) _ 5 f " U[E(c)] df " (€) ai(c)j‘Pz (X)dx + 2 m 2 jka (x)dx=0
ack [(n+1)|]2 da ack ) n+l (n+1)| ) n+l ’

k=0,1,..,n

Se considerarmos & independente de c [vélido quando f™*(x) for constante], entdo,
1
[XP..()dx=0, k=0,1,2,...,n
0

O que permite concluir que Pn.+1(x) € um polindmio ortogonal no intervalo [0, 1] em relagéo a
funcdo peso w(x) = 1. O polinbmio que satisfaz essa condi¢do de ortogonalidade é o

polindmio de Jacobi, P%"(x), com oo = 0 e p = 0. Portanto, uma boa aproximacao para 0s

n+l

pontos nodais que minimizam o MSE sdo as raizes do polindmio de Jacobi P%%(x). Se o
intervalo utilizado fosse [-1, 1], entdo teriamos o polinémio de Legendre.

3.4 Critério de minimizacdo do erro maximo
Até o momento utilizamos as condigdes:
f(x) =pa(x), 1=0,1,2,...,n

para determinarmos os coeficientes de pn(x). Outro critério que pode ser utilizado é a
minimizacao do erro absoluto maximo da aproximacao nos pontos dados:

i, max | () = p, )

ou para o caso de f(x) ser conhecida:

min max

Cg.,Cpye-Cp @<x<b

f (%) = pa (%)

Este critério € conhecido como principio minimax de Chebyshev e o polinémio obtido é
chamado de polinémio étimo ou minimax.

Normalizando z € [a, b] para o intervalo [-1, 1]:
2z-b-a
X=———
b-a

n
é possivel observar que os mondmios 1, x, ¥, ..., X" de P, (X) :ZCix' possuem magnitude
i=0
méaxima em x = +1 e minima em x = 0, ndo havendo uma distribuicdo uniforme dos erros.
Logo, se for possivel encontrar um polindmio que distribua os erros de forma mais uniforme,
a minimizacdo do erro méaximo resultard na melhor aproximacéao possivel. Os polinbmios que
apresentam esta propriedade sdo os polindmios de Chebyshev:
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To(X) =1
T1(X) = x
Ta(x) = 2x*-1

Ta(x) = 4x°-3x

Ta(x) = 8x*-8x%+1

Ts(X) = 16x°—20x>+5x

Te(X) = 32x°-48x*+18x%-1

T7(X) = 64x'-112x°+56X°~7x

Ts(X) = 128x°-256x°+160x*-32x*+1

To(X) = 256x°-576x +432x°~120x>+9x

Férmula de Recorréncia:

T.X)=2-x-T.(xX)-T, ,(X) paran=1 2,...
com T,(x)=1 eT,(x)=x

Gréfico dos 5 primeiros polindbmios de Chebyshev

o,
i
)
o
T

Os polinémios de Chebyshev séo ortogonais em x e [-1, 1] com respeito a fungédo

peso w(x) = , OU seja:
1-x?
0, n=m
j (X)T D= n =T f, n=m=0
- T 2
E:”T”(X)” , n=m>0
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Estes polindbmios originaram das fungdes trigonométricas cos(0), cos(26), cos(36), ..., cos(nb)
que distribuem seus méximos e minimos de maneira uniforme no intervalo [0, =]. Ao aplicar a
mudanca de variavel:

X = cos(0) — x e [-1, 1]

e a propriedade: cos(nB) = 2 cos(0) cos[(n-1)6] — cos[(n-2)6], resulta nos polindbmios de
Chebyshev.

Pela condicdo de ortogonalidade, os coeficientes da aproximacéo:

f)~YaT

podem ser determinados por: a, ——J‘&d e a, I4df (T, () k=1,2,.
-1

T AJ1-X

Como d6 = , entdo a, :EI f(cos0)do e a, :gff(cose)cos(ke)de, k=1,2,..,n
TEO TCO

1-x°

As n raizes de T,(X) sdo reais (caracteristica de um polinémio ortogonal), ocorrem no
intervalo [-1, 1] e sdo dadas por:

I :cos[(ZK_l)n] k=1,2,..,n
2n

Usando as n+1 raizes de Tn+1(X) como pontos nodais da interpolacdo de Lagrange, a
aproximacdo da funcao também pode ser realizada por:

f(x) = p,(X) =Zn:£i(x)f(xi), COM X; = lis1.

K
Representando os mondmios x* por: x* = Zai T.(x), é possivel construir a tabela:
i=0

Poténcias de x em funcéo dos polindmios de Chebyshev:
1="To(x)
X = T1(x)
X* = [T2(x)+To(x)]/2
X3 = [T3(x)+3T1(x)]/4
X" = [Ta(X)+4T2(X)+3To(x)/8
X° = [Ts(X)+5T3(x)+10T1(x)]/16
X% = [Te(X)+6T4(X)+15T2(X)+10To(x)]/32
X" = [T7(X)+7T5(x)+21T3(x)+35T1(x)]/64
X8 = [Ta(x)+8Te(X)+28T4(X)+56T2(X)+35To(x)]/128
X = [To(X)+9T7(x)+36T5(x)+84T3(x)+126T1(x)]/256
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que tem utilidade na telescopagem de séries.

Normalizando os polindmios de Chebyshev de tal forma que o coeficiente de maior
grau seja igual 1, obtém-se os polindmios de Chebyshev ménicos:

Que possui a propriedade de um polindmio miminax:

< max |P (x)) VPR,(x

2”‘1 XE[ 11]

E se max|P(x)| max ,entdo P (x)=T (x).

xe[-11]

3.5 Telescopagem de séries

A telescopagem de séries de poténcias ou economia de Chebyshev consiste em
expressar 0s monomios da série em termos dos polinbmios de Chebyshev, coletar os
coeficientes de cada polinbmio T;j(x) e truncar a série nos monémios de Chebyshev de alta
ordem sabendo que seu coeficiente representa o erro maximo da aproximacgéo, pois |Ti(x)| < 1.
A série truncada pode entdo ser re-expressa em termos dos monémios de x. Este procedimento
é equivalente a fazer sucessivas reducdes de grau do polinémio até a precisdo desejada usando
0 polinémio Chebyshev ménico:

P, (X) = p,(¥) -2, T,(x), com |p,(x)— p,,(¥)|=|a,T (x)\

2n 1
onde a, é o coeficiente de x, de pn(X).

Exemplo: reduzir o grau do seguinte polindmio que aproxima a funcao f(x) = e*:

X2 3 X4
X)=1+X+—+—+—=e"
Ps(X) = >t s

xel1,1
24 [ ]

Mantendo um erro maximo inferior a 0,05.

S .. fOE)x° e
O erro da aproximagao por ps(x) €: R,(x) = IR, (X)| < e 0,023
Reduzindo o grau da aproximacao para ps(X):

2 3
Caso 1) Sem telescopagem: p,(x) :1+x+x7+%, temos:

(@) (£} y*
R,(X) = #—) R, (x)|< % ~ 0,113, que esta acima de 0,05.

Caso 2) Com telescopagem:
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T,(x)+T, (x) T,(x)+3T, (x) T,(X)+4T,(x)+3T,(x)

X) =1+T,(X)+
P: (%) () 2.2 4.6 8.24

Que apds coletar os termos comuns de Ti(x), resulta em:

(1.1 1 1, T(x) RG]
p4(x)_1+(4+64jT (x)+(1+ )T (x)+£ JT( )+ 192

Truncando no termo de grau 3:

Py (x) =1+ é—T (x )+ T (x)+ T (x)+ 2(:) , 0 erro entre as duas aproximagcoes é:

L)
192

|, (X) - ps(X)| = ~0,0052

192
Portanto, o erro maximo ao aproximar f(x) por ps(x) €: 0,023 + 0,0052 = 0,0282 < 0,05.
Reescrevendo o polindmio em termos das poténcias de x:

3 _ 3
ps(x)=1+£-1+g-x+E-(2x2—1)+4X 3X:%+x 13 2+X_
64 8 48 24 192 24 6

com |R,(x)| <0,0282.

Ou de maneira similar: p,(x) = p,(x)-a, T,(X), isto é:

x> X x* 1(, , 1 . ; .
X)=14+X+—+—+———| X"=X"+=1|, pois as =1/24, que apos rearranjo dos termos
Py (X) = RITREY 24( g | Poisa que ap ]
resulta em:
13 , x°
= X+—X"+—.
Ps(x) = 192 24 6

Reduzindo mais um grau na aproximagéo: p,(x) = p(x)—a, T,(x) , temos:

191 13 , x* 1(, 3 _
P, (X) = +X+—X"+——=| X’ ==X |, levando a:
192 24 6 6 4

101 9 13,

P =[5 5 X+ 522 €om [0~ p, (0] =

T; (X)

<1 <0042,
6-4

Portanto, o erro maximo ao aproximar f(x) por pz(x) é: 0,0282 + 0,042 = 0,0702 > 0,05.
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1-) TELESCOPAGEM DE SERIES

Exponencial de x — com x no intervalo —1 = x = +1 com emro infenor a 10

EK

2 4 5 ] 7 B g
I K % X i % % %
l+s+—+—+—+ +

— + +——+
I 6 24 120 T 5040 40320  342BE0

i

Expansao em s&rie feita simbolicaments pelo MATHCAD até a nona poténcia de x
1= Tylx)
x=T(x)
o= [Tl Tyx)] 2
©'= [Ty 3T ()4
= [Tl 4T3 Ty(x)]8
x' =TS Ta(x)+10T: ()] 16
1= [Talx -6 Ta(x)+ 15 Ta(x)+10T0ix)] 32
¥ = [Ta(x)+ T Te(x)+21 Tafx)=35T1(x)] 64
x°= [Talx)+8Ts(x)+28Ta(x)+ 56 Ta(x+3 5 To(x)]/ 128
x = [Tolc 9 To{x) 36 To(x)+B4Ta(x )+ 1 26 T1(x)]) 256

L1 3

48

Emo da aproximagae do primeino termo apds x?

Como apenas este termo excede 10-2 o Erro total sera

Aproximagao da exponencial por um polindmio de terceiro grau: - 531 107

entac superiora 1073

Aproximagao da exponencial por um polindmio de quarto graw: ﬁ# - 571 = 10_4

Ermo da aproximagao do primeiro termeo apos x*
Ermo inferior a 10-2

Calcubo do Emro Maximo (em madulo) Total:

N I [1+7) I [(1+8Y 1 [1+9+36Y e R
+— + . P+ 1 — |+—-E.54-:1|:|
J7s0a0]\ 6s T a0320 | 128 )7 3esme’ 256 ) 1o

4

o e
Erro maxime inferior a 1072
Tx)=1
hixi=x
Ta(x) =21
Ta(x) = 4x'—3x
Ty(x) = Bx*—8x*+1
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3 i i 3
2 P sl su)e10x elsxt—sx?s1)eislaa? 1)1
l+i+—+—+—+ +
106 24 120-16 710-32
. 1 aw® - 3x) 4+ 35x . wlsstogxta1)ssalaa?o1)e3s  Balaad- 3x)+ 1265
504064 40320128 361830-255
(2457717
45771 ."I 145 TR
245780 147059
147058 147436
147456 13003
23003 Coeficientes calculados simbolicaments pela MATHCAD Coim 26080
26080 20013
40033 175480
176480 1000
1004 23040 |
23040 |
gy i %
fplw) = Z Lc;x | Es)=e - fx)
im
ko= 0. 100 _—le s et : £, :
= T 5 Wgm e Yy o= fplvy)  Epm B

3 T T T Erro da aproximacgio

N AAW
VARV

a

-1 -5 0.5 1
%
C. x
) -1
1 i=1.4 Lo —
cﬂ ) ) i ; Em é :
yiog, ™ Fg ~ [ci' T :I
cT =1 1 05 0165566665666606066 0.04156666686056060) Tk i [ ’]

Coeficientes resultantes do simples truncamento da seérie de Taylor apos o termo em x4

CT- (L00004475911453833 0.0973076714400712 (.49010704851111114 0.17734736689814815 0.04370340277777777)
Coeficientes resultantes da felescopagem da serie de Taylor

0.01
51077 Comparagao entre o &mo resultants do simples
Ecarior ) truncaments da série apas o termo em x* {curva em
vermelha) & o emo resultante da série telescopada wsando
£ i ~——*| Chebishew {curva em azul)
- 5107
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Cosseno de 1 — com 1 no mtervals —] < x < 4] com erre inferiora 107

cos(x)
1 04§ g
1-— ‘T + }:—q - ':a‘c. + -“;‘3‘\':‘ Expansao em sene feita simbolicamente pelo MATHCAD até a oitava poténcia de x

-

Apresenta um emo de truncaments maximo (em modulo) de: EII:I - % =376« 10
Aproximagao da exponencial por um polindmio de segundo grauw: 1_:% - 531 ||:-_3

Erro da aproximagae do termo em x*
Como apenas este termo excede 10-2 o Emo total sera
entdo supenor a 102

Aproximagao da exponencial per um polindmic de quarte graw: %1—2 -434. 00 .
[ a3

Ermo da aproximagso do termo de xf
Emo inferior a 1072

Calculo do Ermo Maximo (em modubo) Total:

1 (1% 1 [1+8} 1 -3
-—] = — p— 4 10
Emax = 2 L32) 7 4030 l. 128 ] 1 :
Emo maxime inferior a 1073
1 '] \ | [ [ '] \
L, slasfosda) sl o1)en | mlestosaden)s sl o1)eas
1M 720-32 40320-128
33?-:49 ) 737249 )
0 | )
4601 Coeficientes calculados simbolicamente pelo MATHCAD =1 Ton1s
9116 | oz |
0 | 13040 |
13
| 23040 |
2
-3 [C =1
T S = ! |. i) ~
) Ei(x) = cos(x) — t'ap{::]

k . . .
k=010 w1+ Ty o= 053y Yap, = Gp(®s) == E(%y
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] Erro da aproximacio
AN
v 08 2107
— AN A
o o VS
- 210
o \/ _\J
— 4 v , .
=l 1 1 | _ s =
T s o 03 1 b=t
b
c X
=1 im1.2 CL:-;I .

2ii-1) 2 .
T i Etaylog, = Y&~ 2 [‘i‘i“kl :I
el = (1 0.5 0.04166656666666656 .16666665666666665 0.04168665666666665) =

Coeficientes resultantes do simpies truncamento da série de Taylor apos o termo em x4

CT = (0900A5TASISE002TT 0 4002404513588589 0.030G2673611111111)
Coeficientes resultantes da felescopagem da serie de Taylor

/ -\ ComparagSo entre o emo resultante do simples

Etnder / \ truncamento da série apds o termo em x? {curva em
- vermelho) & o emo resultante da série telescopada usando
Chebishev (curva em azul)




EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Nas figuras a seguir sdo comparados os valores dos polindmios nodais com pontos igualmente espacados com os polindmios nodais construidos a

T (X
partir do polinémio de Chebyshev normalizados [t, (x) = ;nL_l) paran>1]. Note que: |t (x)‘ < % paran>1.

Confronto entre os Polinémios de Segundo Grau Confronto entre os Polinémios de Terceiro Grau

05, 0385, - -

- - -02 .
-1 Sl - N .
. - - —0.385, ~J_ 7
-1 -05 0 0.5 1 -04 :
-1 -0 0 05 1
~ L A L
L e 1
Confronto entre os Polindmios de Quarto Grau Confronto entre os Polindmios de Quinto Grau
0.2 0.2
0.125, 0.113

D-l\ % T / 0l

~ : )
t{4,5.) v ’ L f . .
l-_'x}‘ . . t 3.5 /_\ o =,
0 e 0 i d .,

-1 0.3 0 0.3 1 -0
-1 -0.3 ] 0.3 1

—L b 1
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0.05
0.031,

Confronto entre os Polindémios de Sexto Grau

t(6.%)

p{6.%)
-0.03

—0.089,
-0.1

R

10241077,

t13,%)

Bl 13.%)

191077,

Confronto entre os Polinémios de Décimo Quinto Grau

0.002
it
0.001 —
|
4 T
- !
U
-0.001 ;
b
¥
-0.002 - - -
-1 =03 0 03
—L By L




EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Lista de exercicios

1. Busque uma expressdo de segundo grau e outra de terceiro grau que melhor aproximam a
funcdo x* no intervalo 2 < x < 8. Analise e discuta seus resultados confrontado-os
graficamente.

2. Aproxime a funcdo €” no intervalo: 0 < x < +2 por um polindmio de menor grau em x, em
que se assegura que 0 médulo do erro seja menor do que 1072

3. Hougen & Watson sugerem a expressdo empirica abaixo para o calculo do calor especifico
molar do gas nitrogénio: C, ~6,3+1,82-10 T —0,345-10° -T2onde: C,: cal/gmol/K e

T: Kelvin. Na faixa de 300 a 2100 K, o erro maximo do calor especifico calculado por esta
expressao é de 1,2 %.
a) determine a aproximacao linear de Cp que minimiza o maximo do erro adicional na
faixa de 1000 a 2000 K;
b) Calcule o erro percentual maximo da aproximagao proposta em a).

4. A variagédo do coeficiente de expanséo térmica do aluminio na faixa de 0 a 100° C é dada
por:

k(T)=0,22-10"*-T +0,009-10°-T* comT : °C.

a) aproxime k(T) por uma constante, na mesma faixa de 0 a 100° C, de modo que o valor

do erro méaximo seja minimo;

100
1

b) Calcule o valor médio de k(T) {E =100 J' k(T)-dT} e sua média aritmética (na mesma
0

faixa de temperatura) e compare e discuta todos estes valores sugerindo que valor é o0 mais
adequado!
5. Nas Tabelas abaixo, apresentam-se os valores da condutividade térmica do CO, e da

viscosidade do etileno glicol liquido a varias temperaturas:

T k T u
CF) (BTU/hr/ft/° F) CF) (Ib/ft/hr)
32 0,0085 0 242,00
212 0,0133 50 82,10
392 0,0181 100 30,50
572 0,0228 150 12,60

200 5,57

Determine, em cada caso, o polinémio interpolador de menor grau possivel que assegure um

erro relativo inferior a 1,00 % na faixa tabelada de T.
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Observacdo: a dependéncia polinomial de u com T é mais adequadamente expressa por
In(w).

6. A tabela abaixo mostra a dependéncia da pressdo parcial do vapor de amoénia com a
temperatura a diferentes concentragoes:

Concentracédo percentual molal da aménia

Temperatura 0 10 20 25 30 35
CF)

60 0,26 1,42 3,561 5,55 8,65 13,22

80 0,51 2,43 5,85 9,06 13,86 20,61
100 0,95 4,05 9,34 14,22 21,32 31,16
140 2,89 9,98 21,49 31,54 45,73 64,78
180 7,51 21,65 44,02 62,68 88,17 121,68
220 17,19 42,47 81,91 113,81 156,41 211,24
250 29,83 66,67 124,08 169,48 229,62 305,60

por interpolacdo linear nas duas variaveis independentes [temperatura e concentracdo] calcule

as pressodes parciais da amoénia nos seguintes casos:

T[°C] 126,5 126,5 126,5 60,0 237,5 237,5
Concentracgéo 28,8 6,7 25,0 0,00 17,6 35,0
Molal [%]




