EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 4

Solucoes de Equacoes em uma Variavel

Considerando o problema de um reator continuo de tanque agitado (CSTR) nao-
isotérmico, com propriedades fisicas constantes (p, c,):

FE‘J CAeJ Te
FWS! TWS
—>
=
Fye, Tive
—>
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\4

para uma reagdo de primeira ordem do tipo:

E

ra=kCy, onde k(T)=k,-e *"

temos as seguintes equacdes de balango de massa e energia do modelo:
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em que F, e Fy sdo as vazdes volumétricas de entrada e saida, respectivamente, V' é o volume
do meio reacional, C4 ¢ a concentracdo molar do reagente, 7" e T, s@o as temperaturas do meio
reacional e do fluido de refrigeracdo, respectivamente, AH, ¢ a entalpia de reagdo, U ¢ o
coeficiente global de transferéncia de calor e 4, € a area de troca térmica.

No estado estacionario:

F,=F,=F
F
;(CAe_CA):kCA

E oy L o) - A,

pe, pc,

: 14 A e
definindo t= = como o tempo de residéncia médio no reator:

— CAe
Y+t
-AH )C, k

l(T—z;)+ U4, (T_Tw):( )C.

T pe,V pc,(1+kT)
Substituindo a equagdo de balango de massa no balanco de energia, multiplicando esta Gltima

: L UAn (-AH,)C,
por t/T, e definindo os adimensionais 3, =—— e o, =———=%, resulta em:

pch : pcpTe

(T-T), 5 I-L)_, ke
T T 1+ k7t

e e

Dividindo a constante cinética k(7) pela sua expressio em funcdo da temperatura T7,:
E

k. =k(T)=k,-e ", temos:

k -E(1 1
_:exp _
k, {R [T TH

ou ainda k(T)=k, exp {—y(%—lﬂ , onde Y= £

RT,
. . T-T . .

Aplicando a mudanga de variavel x = 7 ¢, o balanco de energia € reescrito como:

T -T kTt

x+BW’x+BW( < wy):ar
i 1+kt

e . T T, 1

Para expressar a constante cinética em termos de x, usamos a relagdo = x+1= P
B X+

k(x)=k, exp( v j

1+x
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Finalmente, definindo D, = k., ‘7, conhecido como numero de Damkohler, € os novos
adimensionais:

B, [L-L
1+B, T,

o

I3

1+B,

Resulta na seguinte equacao algébrica na variavel x, com quatro parametros caracteristicos do
sistema, o, 3, Ye D,:

D, eXP(ij
() =x—P-o I+x) _y

X
1+ D ex —
¢ p(yl+xj

Por exemplo, para o.= 0,5, B =-0,1, y=20 ¢ D,= 0,1, temos:

0,0Sexp(zoxj
I+x ~0

1+O,lexp(20xj
1+x

B

f(x)=x+0,1-

0,6 4

f(x)

041
02

T nyn T T T T 1
-0,2/ 0l WOA 06 08 1,0

-0,2 -

Portanto, a solugdo em estado estacionario do CSTR nao-isotérmico implica em encontrar as
raizes da equagdo:

f(x)=0 = Equacao algébrica em uma variavel

Para o caso onde f{x) ¢ uma equacdo linear: f{x) = a x — b, a solucdo ¢ simplesmente:

xX=—
a

No exemplo do reator CSTR, este caso ocorre quando ndo ha gerac¢do de calor (o = 0), ou

seja: filx)y=x—pe:
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x=p
Voltando as variaveis originais:
x=bo (LT T-T A
1+B,\ T T,

(T-T)A+B,) =B, (T,-T.)
(T-T.)=B,(T,-T)

pc,F(T-T,))=UA(T,-T)|, que ¢ o balango de energia sem reagao.

Para o caso onde f(x) é uma equagdo ndo-linear: f(x) = 0, x€ R, geralmente ndo existe uma
solugdo analitica e, portanto, algum método numérico deve ser aplicado, tais como:

* substituicdes sucessivas (substituicdo direta ou iteracdo de ponto fixo)
* Newton

* Newton modificado

* Newton-secante (ou secante)

* Regula falsi

* Regula falsi modificado

* Bissecdo (dicotomia)

* Busca aleatoria

* Continuagao

Que s3o assuntos deste capitulo, comegando pelos métodos diretos (que ndo fazem uso de
derivadas da funcdo): bissecdo e busca aleatdria. Os métodos da secante, regula falsi e regula
falsi modificado também podem ser classificados nesta classe de métodos, contudo eles serdao
discutidos somente na Secao 4.4 (métodos quasi-Newton).

4.1 Métodos diretos

Todos os métodos diretos de busca de raizes de equacdes algébricas ndo-lineares em
uma varidvel iniciam com a busca do intervalo em que, obrigatoriamente, a raiz esta contida.
Sendo a a extremidade inferior do intervalo e b a extremidade superior do intervalo, deve-se
ter necessariamente:

fla)-f(b)<0

O préximo ponto no procedimento recursivo de busca, x, ¢ um ponto contido entre a e
b, que pode ser descrito matematicamente por:

x=a+A-(b—a) onde 0SA<I

Os métodos diretos diferem entre si simplesmente pela forma com que o pardmetro A ¢
escolhido em cada iteragdo.
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No método da bisse¢do, o valor de A é mantido constante e igual a 0,5. O método da
bissecdo ¢ uma forma bastante simplificada do método de Wegstein (Secao 4.4), onde o
calculo de x(**1) ¢ uma simples média aritmética dos pontos x ¢ x; (pontos a direita e a

esquerda da raiz, respectivamente):

(k) (k)
X, +X
x(k”) =R "L =x§k) +7\«‘('x1(?k) _‘xék)) ) k= 09 19 29

em que

w | XY, sesign| f(xV)]=sign| £ ]

X =
. (k1) .
Xp s caso contrario
(k) ; O] = o (k1)
0 = x",  se szgn[f(x )]—szgn[f(xL )]
L - .
X, caso contrario

(0) (0)

e os pontos iniciais x\" e x ©

devem satisfazer a condicdo: sign [ f(x; ] =—sign [ f (xff))] ,

onde a funcao sign(x) fornece o sinal de x.

O niimero maximo de bissecdes que devem ser efetuadas para obter uma precisao
desejada, €, ¢ dado por:
(0) (0)
‘xR X
n=log,| —|.
€

No método de busca aleatdria, se utiliza um gerador de nimeros aleatorios, especifico do
equipamento de calculo que se esta empregando, para determinar o valor de A. Por exemplo,
na tabela abaixo sio mostrados os 10 primeiros numeros aleatorios gerados no MATHCAD®
no intervalo [0, 1].

sorteio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A 0,472 0,847 0,456 0,983 0,739 0,196 0,839 0,501 0,027 0,573




6 4. SOLUCOES DE EQUACOES EM UMA VARIAVEL

Algoritmo: Métodos diretos
Dados a, b, €, d, knaximo € 0 método para calculo de A,
Ja = fla)
Jo <= D)

se f. . f» > 0 entdo entrar com novos valores de a e b
k<0
Faga
A < h(a, b)
x<—a+A-(b-a)
Y« flx)
sey. f,>0,entdo
Ja=y
a<x
senao
fo =y
b« x
A—|b-al]
k—k+1

enquanto (A>¢€ ou [y| >9d) e k < lkmaximo

Ao final do algoritmo, se k& < kupavimo €ntdo x contém a raiz encontrada de f(x) e y
contém o valor de f{(x), sendo o nimero maximo de itera¢des foi atingido sem convergéncia,
devendo-se modificar o intervalo inicial [a, b] ou trocar o método de calculo de A.

A funcdo A(a, b) deve ser escolhida de acordo com o método:
1) Método da bissecao: A(a, b) =0,5;
2) Método da busca aleatoria: A(a, b) = rand(), onde rand() ¢ uma funcdo geradora de nimeros

aleatorios entre 0 e 1.

4.2 Substituicoes sucessivas

No método das substituigdes sucessivas, o processo iterativo € aplicado a equacao
algébrica na forma modificada:

X =g(x)

da equacdo f(x) = 0, que pode ser obtida por um rearranjo interno desta equacdo ou pela
simples adi¢cdo de x em ambos os lados da igualdade. Assim,
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V=™, k=0,1,2, ...

g(x)

que convergirad para a solugdo x* se, para alguma constante 0 < p <1,
k k
g =] <plr —x¥

Isto €, se g(x) for um mapeamento contrativo. Esta relacdo pode ser vista expandindo
f(x)=x—g(x) em série de Taylor em torno da soluc¢do x* e truncando no segundo termo:

x—g(x)=f(x)= f(x*)+ f(x*)(x—x%)
Como f(x*) = 0, entdo:
x—g(x) = (1= g'(x*)(x —x*) = (x — x*) — g'(x*)(x — x*)
Como x* € um ponto fixo, isto &, x* = g(x*), obtemos:
g(x)—g(x*) = g'(x*)(x — x*)

Note que este resultado também pode ser obtido pela expansdo em série de Taylor de g(x) em
torno de x*.

Aplicando o modulo nesta expressdo e comparando com a desigualdade acima, chegamos a:
|2(x)— g ()] =[g’ (x*)| | (x — x%)|

|g'(x*)| <p<l

Portanto, se | g'(x*)| >1 o processo iterativo ndo converge. Além disto, a expressao

acima escrita para a k-ésima iteracao:
‘x(k“) —x *‘ =|g"(x%)|- ‘(x(k) _ x*)‘
mostra que o método das substituicdes sucessivas apresenta convergéncia linear.

O grafico a seguir ilustra uma situagdo onde |g'(x*)|21 e g'(x*)<0, onde a primeira

condi¢do leva a ndo convergéncia e a segunda a uma sequéncia oscilatoria em torno da
solucao.
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45°

Exemplos:
1) Aplicando o método das substitui¢cdes sucessivas ao caso do reator CSTR:

X
D e —
“ Xp(yl+xj

x=B+o
X

1+ D ex —_—

¢ p(yl+xj

g(x)
X
D -
oy ¢ eXp(yl+xj
(1+x) [ :
1+ D, exp (y]

X
1+x

e g'(x)=

0,6

g(x)

0,2

Partindo de duas estimativas iniciais distintas, x” = 0,1 e ¥ = 0,11, verificamos que a
segunda raiz ndo pode ser obtida por esta escolha de g(x), pois | g'(x*)| >1 neste ponto.
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0,6 -
X . ’
e g(x)
0,4 -
0,3 0,4 0,5 0,6
X
-0,2 -
3 0 0
Iteracao X( ) =0,1 X( ) =0,11
X0 0,100000 0,110000
X 0,090606 0,110264
X 0,072510 0,110787
x® 0,039398 0,111822
x@ -0,012058 0,113870
x® -0,063675 0,117928
x© -0,087489 0,125971
X7 -0,092758 0,141875
x® -0,093613 0,172732
x® -0,093742 0,227741
X1 -0,093762 0,301672
X1 -0,093765 0,355769
X1 -0,093765 0,375029
X1 0,379499
X 0,380406
X 0,380584
X190 0,380619
X7 0,380626
X9 0,380627
X1 0,380628
X0 0,380628
2) f(x)=e"—2-sen(x)
T T T T T T
0.6 —
0.3 \
Vi1 ;_l‘elé 04 _
P e b
F(3g) Fix)
A A
02 -
0
0 1 1 1
1 1 1 1] 02 0.4 0.6
0.2 0.4 0.6 0.8 Vi 0. Ki Ag m
Vi, 0- K0 A0 m 7x
_ e
a) g(x)= —ln[Z -sen (x)] b) g(x)=arcsen =3
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T
0.6 -
T T T
¥M
i 0.3375F —
i,1
WF[X 04 -
i Ty
o e =
Alm FX)
— — 03537 —
02 — -:k-l:n’
0 Vg 03363 T
0 1 | | ’ ] | ]
0 0.2 04 0.6 0.3563 0.337 03573
0 Vi, 0-Xi- A, m I Ym i, 0-Ki- A0 m ¥M
c¢) Newton-Raphson
—X
e " —2-sen(x)
gx)=x+—"—"-7=
e +2-cos(x)
CASO a b c
x© 0,400000 0,700000 0,700000
XD 0,249954 0,250917 0,309208
x@ 0,703766 0,399593 0,357327
X -0,257883 0,341920 0,357327
x@ ARGUMENTO INVALIDO 0,363131 0,357327

4.3 Método de Newton-Raphson

No método de Newton-Raphson, o processo iterativo ¢ aplicado diretamente sobre a
equacao algébrica f{x) = 0 na forma:

x(k+l>:x<k>_fL(k)) k=0,1,2, ..
rEy
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Isto ¢, a funcdo ¢ linearizada em torno da estimativa inicial e o proximo ponto ¢é
encontrado de modo a satisfazer esta fun¢do linearizada. Diferente da convergéncia do

4 . . ~ . . . 1
método das substituicdes sucessivas, que converge linearmente (pois ‘x(’” ) —x*‘ < p‘x(k) —x*‘

para 0 < p < 1), o método de Newton converge quadraticamente:
2
‘x(km _X*‘ < p‘x(k) _x*‘

em que 0 < p < 1. Para verificar tal convergéncia, expande-se f{x(¥)) em torno da solugio
x*

PO = -+ L ey

¢ substitui-se esta expressdo na equagdo de Newton-Raphson, considerando que x(® esteja
préximo da solugdo de modo que se pode fazer a aproximagio f'(x*))= f'(x*) e sabendo

que f(x*)=0:

f,(x*)(x(k) _x*) +f”(2x*)(x(k) —x*)2

D () . = X% — (x®) = x¥) - f”’(x*) (x®) — x*)?
S (x%) 2f7(x*)
que rearranjando resulta em:
LD ok _w(xﬂc) — )2
2f°(x%)
Aplicando-se 0 mddulo na equacgao resultante, chega-se a:
7%
‘x(k“) —x*‘ | Ex ) ‘x(k) —x*‘z
2 f(x*)
70k
em que % <p<l. A expressdo acima mostra que o método de Newton-Raphson
X

apresenta convergéncia quadratica.

Expressando o método de Newton-Raphson como um mapeamento:

(k)
X

podemos analisar a convergéncia de maneira similar ao método das substituicdes sucessivas.
Entdo expandindo g(x) em série de Taylor em torno de x*:

g(x) = g(x*)+g'(x*)(x — x*) + @(x —x*)?

SO (%)
[/ GeHT
f7(x%)
J1(x%)

Como g'(x*)= =0, ¢ necessario utilizar o termo de segunda ordem desta

expansdo onde g”(x*)= , chegando ao mesmo resultado da anélise anterior.



12 4. SOLUCOES DE EQUACOES EM UMA VARIAVEL

Algoritmo: Newton-Raphson e Substituicio Sucessiva

Dados €, 8, Knmdxino € X°

k<0
Faca
x'— g(x”)
y e flx)
A |x' =X
X’ x!
k—k+1
enquanto (A>¢€ ou |y| >9d) e k < kuaximo

Ao final do algoritmo, se k < kyiximo €ntio x° contém a raiz encontrada de flx) e y contém o
valor de f{x°), sendo o niimero maximo de iteragdes foi atingido sem convergéncia, devendo-
se modificar a estimativa inicial, x’, ou trocar de fungo g(x).

A funcdo g(x) deve ser escolhida de acordo com o método:

1) Método das Substitui¢des Sucessivas: g(x) € escolhida pelo usuario tomando o cuidado em

assegurar que | g'(x)| <1 em todo o intervalo de busca da raiz;

2) Método de Newton-Raphson com derivada analitica: g(x)=x-— ]]: ,((x)) ;
X
3) Método de Newton-Raphson com derivada numérica: g(x)=x— J(x) .
(f(x%)—f(X)j
€

Newton-Raphson modificado

Uma modificag@o simples no método de Newton ¢ considerar constante a derivada da
funcao f(x) durante todo, ou parte, do processo iterativo:

(k+1):x(k)_fL(k)) k=0.1.2...
famy

em que m < k. Se m = (), todas as retas que interceptam a fung¢ao f(x) nos pontos das iteragdes
sdo paralelas.

X
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A

Esta modificacdo tem a vantagem de calcular um nimero menor de derivadas da fungao, mas
apresenta uma menor taxa de convergéncia.

Modificag¢des de ordens mais elevadas, que convergem mais rapidamente, baseiam-se
na expansdo em série de Taylor de f{x) truncada no terceiro termo:

FGM) = )+ f’(x)m@mz ~0

—f(x)— f”(x) 52

a) Ax = Iz % (isolando o Ax do termo de primeira ordem)
X
b) Ax = =/ ](‘)'f()x) — (fatorando o Ax dos termos de 12 e 22 ordens)
"(x)+ 7% Ax
/(x) 5

A escolha de Ax é que vai determinar o tipo de modificagdo do método de Newton. No caso
Ax =0 tem-se o método classico de Newton.

Usando o método de Newton para definir Ax , isto €,

A
/(x)
chega-se a:
caso a) Ax =— f,(x) 1+ JACY) f”@?
S0 2(f()
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caso b) sz_& 1_Lf”(xz)
S (x) 2(f'(x))

Outra forma de definir Ax é através da solugdo da equacdo do segundo grau em Ax
resultante da expansdo em série de Taylor:

A \/1 5 S () f"(x)
/76 (/G

e substituir esta expressdo nos casos (a) e (b) definidos acima, ou uséa-la diretamente para o
calculo de Ax.

Polinomios de coeficientes reais

Quando a fun¢do f{x) ¢ um polindmio, geralmente, deseja-se obter todas as suas raizes.
Neste caso os métodos numéricos podem ser adaptados para este tipo especial de fungdo. Para
isto, primeiro veremos uma forma diferente de calcular o valor de um polindmio e sua
derivada em um ponto dado.

1) Célculo do valor do polindmio e de sua derivada em um ponto
Seja um polindmio em x de grau n, representado por:
p,(x)=Y a-x' coma, #0 ¢ gqeRparai=0,1, -, n
i=0
para calcular o valor de p,(x) para x = o, considere a divisao:

p,(x) _

() =(x=-0)-q,,(x)+b,

em que ¢,.1(x) ¢ um polindmio em x de grau (n—1) expresso por:
qn l(x) Z i+1 x
assim:

(x—0)-g,.,(x)= Z X Zoc X =b X" +Z (b,—a-b,, ) x' —o-b

€ ('x_(x‘).Qn—l(x)-i_bO:bn'xn-l_ni b —o- b1+1) ':pn(x):iai'xi

i=0

Igualando os coeficientes dos termos equipotentes de x, tem-se a forma recursiva:
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bﬂ = an

bi_a'bi+1 =4aq; %bi =a-b,

i+1

+a, parai= n-1, n-2, ---, 1, 0

Note que com x = o tem-se: | p, (06) =b,| que € o resto da divisdo de p,(x) por (x — ). Este

procedimento apresenta menor erro de truncamento do que calcular p,(o) diretamente por:

P (o) = Zai -o' que envolve o calculo de todos as poténcias de o de 1 a n, enquanto que o
i=0

processo recursivo:

bn:an
b =ab,+a parai=n=ln=2, - 1,0

i+1

em que b, = p, (o), envolve apenas a primeira poténcia de o..

‘ ay ‘ Ap-1 ‘ an- ‘ an-3 ‘ An-4 ‘ ............ ‘ ........... ‘ ap ‘ aj ‘ ap ‘
J Jo Jo Jo Jo Jo Jo J@
_—Y0brY by O.burY00D, __—Ya.bs—"o.b, —ou.b,

| by | bur | Bua | bz | bpa | | b | b | b | by |

Observe que este procedimento ¢ analogo a forma aninhada de calculo de um polindmio,
discutida no capitulo anterior:

p,(x)=a,+x-(a,+x-(a,+-+x-(a,, +x-a,)) "))
que pode ser implementada conforme o algoritmo:
p < ay
Parai=n-1,n-2,...,2,1,0, faca

pep-xta;

Dividindo-se novamente ¢g,.1(x) por (x — ), tem-se:

w1 (X) ¢
q 1 :qn—Z(x)+ :
xX—0 xX—0

=q,,(x)=(x-0)¢q,,(x)+c¢,

n=2
considerando ¢, ,(x)= Zcm -x" . Aplicando o mesmo procedimento recursivo anterior:
i=0

cn—l_bn
¢=0-c, +b,, parai=n-2,n-3,...,1, 0

i+1

Substituindo a expressao de g,.1(x) em funcao de g,(x) em:

p,(x)=(x-0)-q, ,(x)+b,, tem-se:

P,(0)=(x=0)[(x=a)-q,, ()¢, ]+b) = (x=0)" ¢, , () + (x =) ¢, +b
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Derivando membro a membro da expressdo acima em x, tem-se:

P(0)=2(x-0) q, ,(x)+(x—0a)" ¢, ,(x)+¢,

assim: | p/ (o) = ¢, |, isto &, o valor da derivada de p,(x) em x = o é o resto da divisdo de g,.1(x)

por (x—ox).
| by | bur | Bua | bz | bpa | o, | b, | b |
J J@ J@ J@ J@ J@ J@
/yawa.cnya.cn_g 3y OCn-4 __y OL.cy_wO.Cy

‘ Cn-1 ‘ Cp-2 ‘ Cn3 ‘ Cn-4 ‘ Cpn-5 ‘ ............ ‘ C ‘ C1 ‘ Co ‘

2) Localizagdo preliminar das raizes de p,(x)
Regra de sinais de Descartes:

a) Seja p o nimero de trocas de sinal dos coeficientes de p,(x) entdo o nimero de raizes reais
positivas de p,(x) é igual a p ou p—2 ou p—4 ... ou [zero (se p € par) ou 1 (se p & impar)].

b) Seja ¢ o nimero de trocas de sinal dos coeficientes de p,(—x) entdo o numero de raizes reais
negativas de p,(x) ¢ igual a g ou g—2 ou g—4 ... ou [zero (se g € par) ou 1 (se g € impar)].

Nas regras acima se algum coeficiente for nulo considere-o com o mesmo sinal do ultimo
verificado.

Exemplo: p,(x)=x"-2-x"-3-x +4-x*=5-x+6
Assim: p = 4 havendo assim as possibilidades: 4 ou 2 ou 0 raizes reais positivas.
P(=x)==x"+2-X+3-X’+4-x* +5-x+6

Assim: g = 1 havendo apenas a possibilidade de existéncia de 1 raiz real negativa.

A natureza das raizes de p;(x) é assim resumida:

Hipobtese Reais positivas Real negativa Pares de Conjugadas
A 0 1 3
B 2 1 2
C 4 1 1

Estabelecimento do dominio maximo no plano complexo de localizacao das raizes:

Todas as raizes de p,(x) localizam-se, no plano complexo, no interior do circulo de
raio p, determinado por:

p =2-max

1

n—i
i

a

n

; I=

Exemplo: p,(x)=x"-2-x"-3-x’ +4-x*=5-x+6

~,n—1
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1 1 1 1 1 1

p=2-max|67;56;45;3%;0%;22;0' |=2-4/2 =2,83

Im A

Deste modo todas as raizes reais estao contidas entre —2\/5 € 2\/5 .

Na Figura abaixo p;(x) € plotado, no intervalo de -2 a 1,7.

40

-2 0
X

Visualmente vé-se que ha uma raiz real negativa proxima de —2, e duas raizes reais positivas

(uma proxima de 1,2 e outra proxima de 1,55), sendo assim a hipotese B (apresentada

anteriormente) a verdadeira.

3) Determinacao das raizes pelo método de Newton-Raphson

Ap0s a representagdo grafica do polinomio, pode-se caracterizar a natureza de suas
raizes, assim para determinar a menor raiz real aplica-se diretamente o método de Newton-
Raphson adotando como estimativa inicial x = —p, de acordo com o processo iterativo:

*)
L P () o _

. Para k=0, 1, ... (até a convergéncia) com x
P,(x™)

—-P.

Note que o valor de p,(x) e de sua derivada para x = x®

recursivo descrito no item (1) acima.

sdo calculados pelo algoritmo

Seja x; o valor convergido da primeira raiz real, para determinar a segunda raiz real,
divide-se o polindomio p,(x) pelo mondémio: (x —x;), assim:
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p,(x)
X=X

P, (x)= como x; € raiz de p,(x) esta divisao ¢ exata (isto € o resto € nulo). Aplicando-

se o método de Newton-Raphson ao novo polindmio p,.i(x), tem-se:

k)
L = _ P ()

) Para k=0, 1, ... (até a convergéncia) com x = x, + & (onde € = 0).
pn—l X

Esta forma, entretanto, necessita a divisdo de p,(x) por (x — x;) € o computo da
derivada do polindmio resultante. Além do trabalho adicional, apresenta também as
desvantagens de a primeira raiz x; afetar a determinacdo da segunda raiz e desta ser a raiz do
polindmio deflatado p,.1(x). Uma maneira de se evitar estas desvantagens e o trabalho

P, (%)

, assim:

adicional ¢ aplicar a funcdo logaritmo em: p, ,(x)=
X

In [pn—l (x)] =1In [pn(x)] —In (x X )

Calculando a seguir a derivada em relacdo a x de ambos os membros da equacdo acima,
resulta:

p.(x)
) Al 1 _flf, a1 ] pute A
p:l(x)x_xl

P (x) {l_pn(x) 1 }

p; (x) X=X

pa(x) p,(x) x-x  p,(x)

Substituindo esta expressao no procedimento iterativo acima, tem-se:
», ( x(k))
v ( x(k))

», ( x(k))

P (x(k)) 0y

(k+1) _ (k) _

X X

1—

Para k=0, 1, ... (até a convergéncia) com x? =x, + € (onde € = 0).

Este novo procedimento, além de evitar a divisdo de p,(x) por (x —x)), permite que a
nova raiz obtida reporte-se diretamente ao polindmio p,(x), pois a medida que o processo
iterativo aproxima-se da solucdo tem-se:

) e

AN W) _ 0 _ Pa (x*)
P, (©) P

que ¢ o método de Newton-Raphson aplicado diretamente ao polindmio p,(x).

As demais raizes reais sdo determinadas aplicando-se o mesmo procedimento,
resultando na determinagao da raiz » em:
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D — )

Para k=0, 1, ... (até a convergéncia) com x* = x,.; + € (onde € = 0).

Para determinar as raizes complexas (que aparecem sempre em pares conjugados),
procede-se de forma andloga a anterior, assim para determinar a primeira raiz complexa
aplica-se o procedimento iterativo:

Para k = 0, 1, ... (até a convergéncia) com x© = p - 1 (estimativa inicial situada no eixo
imaginario) e onde real é o nimero total de raizes reais.

complexa

O valor convergido desta raiz sera: x, =0, +, -7 e como todos os coeficientes
do polindomio sdo reais, o par conjugado desta raiz ¢ também raiz do polindmio, assim:

—complexa
X p

: =a,—fB,-i é também raiz de p,(x). Para eliminar este par de raizes do polindmio,
divide-se 0 mesmo pelo termo: (x—o,)> +B; = (x—x")(x —X ™", resultando assim,
na determinagdo da segunda raiz complexa, no procedimento iterativo:

(@)

p;(x(k))
p ()@ 1 2(x-a)
) S ) o

O =0, +B,-i+e.

LD — 6 _

- )

Para k=0, 1, ... (até a convergéncia) com x

Para a determinag¢do da raiz complexa r, o procedimento iterativo ¢é:

n ()
LD = ) L, (x(k))
Py (x(k)) real 1 -l (x(k) —ou)
1- - (x(k))‘ ; W +2- 2 (x(k) —09,)2]+ ;

Para k=0, 1, ... (até a convergéncia) com x'” =a,_ +PB_, -i+€.
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Aplicando este procedimento ao exemplo dado: p,(x)=x"-2-x"-3-x’+4-x*=5-x+6,
cuja natureza das raizes ja havia sido caracterizada a saber: 2 raizes reais positivas + 1 raiz
real negativa + 2 pares conjugados de raizes complexas, resulta em:

Raiz -1,962 1,108 1,538 0,305-0,992.i -0,646-1,117.i
p7(Raiz) -2,6.10"° 5,1.10M™ 1,6.10™ 0 -6,7.10°+6,4.10™"
Iteracoes 7 11 44 14 5

Uma outra maneira bastante eficiente de determinar as raizes complexas de
polindmios ¢ através do método de Muller (Secdo 4.5) que deve ser aplicado apos a
determinagdo de todas as raizes reais. Tem ainda o método de Newton-Bairstow que
determina todas as raizes de um polindmio (reais e complexas) sem a necessidade de primeiro
obter todas as raizes reais. A idéia basica deste ultimo ¢ expressar o polindmio

p,(x)=(x"—0x—PB)-q, ,(x)+b -(x—a)+b, e determinar as constantes o. ¢ B de modo a
anular os coeficientes by e b;. Uma vez encontradas o e [ resolve-se a equagdo
x> —o.x—P =0 para determinar um par de raizes de p,(x), que pode ser complexo.

4.4 Métodos quasi-Newton

O método de Newton-secante, ou simplesmente método da secante, baseia-se na
aproximacao da derivada da funcdo f(x), que aparece no método classico de Newton-Raphson,
pela equacgao de diferencas a esquerda:

N GG

xF) _ (eD)

df
re (N _ Y
Fe=20

resultando no seguinte processo iterativo:

x(k) _ x(kfl) x(kfl) f(x(k)) _ x(k) f(x(kfl))
FED) =T )= )

sendo, neste caso, necessarios dois pontos para iniciar as iteragdes (x(9 e x(1), pois a equacédo
da reta descrita pelo processo iterativo ¢ definida pela passagem por dois pontos, ao passo que
no método de Newton-Raphson a equagdo da reta ¢ definida por um ponto e a tangente neste
ponto.

x(k+l) :x(k) _f(x(k)) , k= 1, 2, 3,
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A convergéncia deste método ¢ super-linear, isto é, mais rapida que a convergéncia
linear do método das substitui¢des sucessivas e mais lenta que a convergéncia quadratica do
método de Newton-Raphson, possuindo a seguinte forma:

1,618
‘x("“)—x*‘Sp‘x(")—x*‘ , onde0<p<1.

Algoritmo: Newton-secante

0 1
Dados €, O, kpmaximo , X €X

k<0
3 fix)
y e fix)
Faga
T
y=y
ey
Y < flx)
Ae|x—x|
X’ x!
x' e x
ke—k+1
enquanto (A>¢€ ou [y| >9) e k < kmaximo

Ao final do algoritmo, se k& < kyavime €ntdo x contém a raiz encontrada de f{x) e y contém o
valor de f(x), sendo o nimero maximo de iteracdes foi atingido sem convergéncia, devendo-se
modificar as estimativas iniciais, x° e/ou x'.

O método da regula falsi (ou posicdo falsa) ¢ uma modificacdo do método da secante,
onde a derivada da funcdo f{x) ¢ grosseiramente aproximada pela equacdo das diferencas em
relacdo a um ponto fixo:

df| A S-S

dx|w Ax ) —x

£ =

resultando no seguinte processo iterativo:

(k) (0)

X =X

FED)=fG")

x* = x® _ £(x®) k=1,2,3, ..

ou reescrevendo de outra forma:

. x(O) f(x(k))_x(k) f(x(O))
R - f(x”‘))—f(x(o)) , k=1,2,3, ...
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Algoritmo: Regula falsi

Dados €, 8, knmaximo , X° € x'

k<0

P e i)

v fixh

Faca

x’y—-x'y’
y=)’

Y« flx)

Ae|x—x|

X &

e x
k—k+1

enquanto (A>¢€ ou |y| >9d) e k < kmaximo

Ao final do algoritmo, se k& < kyavimo €ntdo x contém a raiz encontrada de f{x) e y contém o
valor de f{(x), sendo o nimero maximo de itera¢des foi atingido sem convergéncia, devendo-se
modificar as estimativas iniciais, x° e/ou x'.

No método da regula falsi modificado (ou método de Wegstein), ao invés de manter
fixo o ponto base para o calculo da aproximacdo da derivada da funcdo f(x), atualiza-se este
ponto de acordo com a posi¢ao do ponto obtido em cada iteragdo. Assim, o processo iterativo
apresenta a seguinte forma:

k k k k k k
A A e S e (e D N
b b b 5

FED =) L= ()

X = - £ (1)

em que

" x®, se sign [f(x(k)):' = sign [f(x}(f_l) :'

Xp s caso contrario
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w _ | X0 sesign| f(xV) ] =sign] f()]
x, 7, caso contrario

e os pontos iniciais x!” e x|’ devem satisfazer a condi¢do: sign [ F(x” } = —sign [ f(xY ],

onde a funcao sign(x) fornece o sinal de x.

Observe que este método ¢ similar ao método da secante quando ocorre alternancia de
sinal da funcdo f{x) entre iteracdes adjacentes do método da secante.

Este método pode ser implementado pelo mesmo algoritmo descrito na Secao 4.1, para
os métodos diretos, em que a fun¢do /(a, b) ¢ dada por:

/.
h(a,b) =—21
(a)fa—fb

Estes métodos também tém um embasamento geométrico de acordo com o
representado na figura abaixo:

F' -

a X 8]

Nesta figura, tem-se a semelhanca dos tridngulos:

PO TS o a N ma— . R = A h — (10—
OR =R’ mas: PQ = fla); TS =—(b); OR=A(b—a) e SR=(1 —L):(b—a),
resultando em: /(@) =— S () = A= / (a)

Ao(b=a)  (1=1)(b-a) f(a)=f(b)
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emque x:a+}\4‘(b_a):a_

4.5 Método de Miiller

O método de Miiller pode ser classificado como um método de busca direta (sem
computo de derivadas) eficiente para a determinacdo de raizes reais multiplas e raizes
complexas de fungdes, especialmente polindmios. Este método se fundamenta na busca de
raizes de interpolagdes parabdlicas sucessivas da funcdo que se deseja determinar as raizes,
assim o processo se inicia apos a especificacdo de 3 valores da variavel independente x:

Xo f(xo) Yo
x=| x, | . Calculando-se a seguir: y=| f(x,) [=| » |, com estes trés pontos calculam-se:
X f(xz) b
[ETAPA A]
1™ W
h Xy =X A, Vo= f[xlaxz] hy +hy
hy

Com estes valores ¢ possivel calcular o polindmio interpolador de segundo grau segundo:
P, (x)=f(x)+(x—x,) fx, %] +(x—x)-(x=x,)- /X, x.,x, ]|, mostrado na figura abaixo:

0 1 2 3 4
0, Xk Xk X j A

Nesta figura, a curva continua ¢ a fung@o f(x) e a curva trago-ponto ¢ a parabola interpoladora
que utiliza os 3 pontos assinalados.

Reescrevendo o polindmio interpolador em termos da variavel: z = x — x,, resulta:
D> (z) =f(x2)+z-f[xl,x2]+(z+h])-z-f[xo,xl,xz]z
=f[x0,x1,x2]-zz+{f[x0,xl,x2]‘hl +f[x1,x2]}‘z+f(x2)
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Identificando: a = f[x,,x,x,] ; b= f[xp,x,% |- b+ f[x,x,] e ¢=f(x,), as raizes de p,

sdo:
b+Nb*—4-a-c b—~b*>—4-a-c , o
n=- e 1=- , como ha a possibilidade de
2-a 2-a
c o, . .
a=f|x,,x,x,]=0, e sabendo que 1, +r,=—— e r1,-r, =—, & mais conveniente expressar
a a

estas raizes por:

C
”i: =
ar,

2-¢c c 2-c
(b—\/b2—4-a-cj ©oa (b+\/b2—4-a-cJ

Como estas raizes estdo expressas em termos da varidvel z = x — x,, opta-se para calcular o
proximo valor da variavel independente x por:

 —x _( 2-¢c
o ? bi\/b2—4-a-c

‘bi\/b2—4-a-c

A seguir novos valores dos pontos interpoladores sdo escolhidos de acordo com:

J o sinal ‘“+’ ou ‘—* ¢ escolhido de modo que:

assuma o maior valor possivel.

X N
Xx=| x, | e y= ¥, , na realidade, descartou-se o ponto x, e reordenou-se os
x}’lOVU f(xVIOVO)

componentes do vetor X. Apods isto, o procedimento é repetido a partir da ETAPA A
destacada anteriormente. O procedimento ¢ repetido até: [r | <€ ou | Axnove) | < 8, com valores
de € e 0 selecionados pelo usuario.

Exemplo: Determinacao da raiz real positiva de f(x) = e —x

Iteracao 0 1 2 3 4
X0 0,000000 | 0,500000 | 1,000000 0,664528 0,652728
X7 0,500000 | 1,000000 | 0,664528 0,652728 0,652918
X2 1,000000 | 0,664528 | 0,652728 0,652918 0,652919
Vo 1,000000 | 0,278801 | -0,632121 | -0,021519 0,000352
Vi 0,278801 | -0,632121 | -0,021519 0,000352 | 0,00000041
V2 -0,632121 | -0,021519 | 0,000352 | 0,00000041 | 0,00000000

Solugdo: £ =0,652919¢ f(%)=0.
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4.6 Homotopia e método da continuacao

O método da continuagdo estd baseado na variagdo continua de um parametro na
fun¢do, de modo a proporcionar condi¢cdes de convergéncia mais fortes para os métodos de
busca de raizes de fungdes, especialmente o método de Newton. Quando este parametro
representa uma combinagao entre a funcdo f{x) e uma outra funcdo conhecida e de facil
solugdo tem-se o método da continuagdo homotopica (ou método da homotopia). O tipo mais
comum de homotopia ¢ a fungdo convexa:

h(x;p)= (1 -p)flx) +pgx)=0

onde g(x) ¢ uma fungdo com solugdo conhecida e o pardmetro p € [0, 1]. E facil observar que

h(x; 1) =g(x) e h(x; 0) =fix)

e, portanto, fazendo o pardmetro p variar de 1 a 0 parte-se de um ponto com solucao
conhecida em direcdo a uma solucdo de f{x). As solucdes de A(x; p) sdo funcdes de p, isto &,
x* = x*p), com x*(1) sendo a solugdo de g(x) e x*(0) a solugao de f(x). O calculo das raizes
de h(x; p) =0, para cada valor fixo de p, ¢ geralmente realizado pela aplicagdo do método de
Newton-Raphson.

Uma escolha razoavel para g(x) ¢ g(x)=f"(x")(x—x"), conhecida como
homotopia affine, que representa uma linearizagdo em torno do ponto x(0),

Outra definicdo da fungdo /(x; p) € a homotopia de Newton:

h(x; p) = fix) = p fix)
onde g(x) =fx) — Ax'?), com a mesma solugdo da anterior, isto &, x*(1) = x(0).

Uma propriedade interessante do método da homotopia ¢ que se f{x) possuir mais de
uma raiz e for permitido ao parametro p variar sem restricdo de intervalo, entdo ¢ possivel
encontrar todas as raizes de f(x), seguindo o caminho de variacdo de p. Para isto, ¢ importante
que o método realize procedimentos de reparametrizacdo quando dx/dp tender ao infinito,
conforme descrito a seguir.

De um modo mais geral, o método da continuagdo (ou path following) consiste na
solugdo de sistemas ndo-lineares do tipo:

F(x(s), p(s))=0 , xeR" e peR
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onde p ¢ um vetor de parametros e s ¢ alguma parametrizagdo, como por exemplo o
comprimento de arco do caminho gerado. Tratando, por simplicidade, do caso em que p € R
e aplicando o teorema da fun¢do implicita, tem-se:

oF . oF . . dx . dp
—x(s)+—p(s)=0 , com x=— € p=—m
ox (<) 8pp() as - 7 ds
de onde conclui-se que o vetor direcdo (x, p) estd no espago nulo da derivada de Frechet:
pr=| 9 9F
ox dp

O vetor direcdo pode ser escalonado através de alguma normalizagdo N(x, p, s) =0,
como, por exemplo, a do comprimento de arco:

N, (x, p,s) = [(I1 X1 +5)de—=(s=s,)

onde F(x(s,), p(s,)) = 0 € uma solucdo conhecida. Aplicando o teorema da funcdo implicita na
expressao acima, tem-se:

i+ pi—1=0

gerando o sistema de equagdes:

(-
)
el Ul
xop
ou genericamente:
oF  oF
ox dp || X 0
. |F| oN
N ONIP] |-
ox dp s

Outro exemplo de norma ¢ a do pseudo comprimento de arco:

N, (x, p,5)=(x=x,) X, +(p—p,) P, —(s—5,)

F |,
. ) D 1
X0 Po

que ¢ mais facil de implementar computacionalmente. Outra norma muito utilizada é a da
parametrizacdo local (ou interna):

X—X
NS(xapas):eIZ|: 0i|_(s_so)

o

onde ¢, € 0 k-ésimo vetor unitario de dimensao n+1, que resulta em:
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9F o ¢ % =1
ox dp

onde x,+; = p. Uma maneira de escolher o indice & ¢ pelo critério da maior derivada
direcional:

e =argmax (|, %, |l %, | . ]
Existem varios algoritmos para realizar continuagdo em caminhos regulares, alguns

outros que conseguem determinar pontos limites (ou turning points) € poucos que localizam
pontos de bifurcacdo e continuam sobre as ramificacdes.

Um ponto (x,, po) €:

F :
e regular se M for ndo-singular;
X
e ponto limite se w for singular e DF tiver rank = n;
X
. F . :
e bifurcacao se W for singular e DF tiver rank < n.
X

. .. OF . .
No caso de um ponto limite, . pode ser tornada ndo-singular por um procedimento de
X

reparametrizagdo, tal como escolher como parametro a variavel com maior derivada
direcional, possibilitando a continuagdo através deste ponto.

Métodos tipo predi¢io-correcio para a continuagdo paramétrica sao métodos que
seguem 0s seguintes passos principais:
1) obten¢do de uma solugdo inicial (x,, po);

2) predicao: solug¢do do sistema

oF OF

a o [x] | 0
ON GN{'}_—B—N
gg s

realizando reparametrizagdo quando necessario e determinando o tamanho do passo,
As =s —s,, na dire¢do (X, p), para entdo predizer (extrapolar) x=x +xAs e

p=p,+PAs;

3) corregdo: resolucao do sistema nao-linear F(x(s), p(s)) = 0.
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4.7 Analise de convergéncia

Deseja-se Hx(k) —x*” <e, onde € ¢ a tolerancia. Porém, a solucdo do problema, x* ndo
¢ conhecida, logo precisamos de alguma estimativa do erro.

* Critério do erro absoluto em x:
(k+1) _ ()
e e
= Requer um conhecimento da ordem de grandeza de x*.

¢ Critério do erro relativo em x:

¢ 2 <e

rel

£ H

= Pode causar problemas quando x* ~ 0.

* Critério do erro absoluto em F(x):

e

= Pode mascarar a convergéncia em x:

F(X)

* Combinagao dos critérios do erro absoluto e relativo em x:

Hx(k+1) _x(k)H <e

¥ +e,,

rel

= Ainda ndo resolve o problema de escala das varidveis, presente em todos os

N VA
critérios em x descritos acima, pois ||x|| = (z xfj , COM apenas um &.; € Eps-
i=1

Entdo, um critério que resolve também o problema de escala ¢:

(k+1) _ (k) (k) -
‘xi —X; ‘Se ‘xi ‘+£abs’i ,i=1,..,n

rel i
Pode-se ainda definir uma norma ponderal:

2\%

N

1 X,
EEED

i=1 i

onde w =¢ |Xi|+€

i~ “reli

i=1,.., n e X;éum valor representativo de x;.

abs,i °
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Assim: Hx("“) -xP| <1

w
Se £ei=0 V i e €psi = e/\/ﬁ

40 2] <1 100 <@ <e
W
Se &usi =0 V i e €, :e/\/ﬁ e X=x"
=1 - e
w

Como garantir que Hx(k) —x(H)H <e implique em Hx(" ) —x *H <g?

b

Usando o conceito de taxa de convergéncia: Hx(k“)—x(k)HS p”x”‘)—x(’“l)

considerando 0 < p <1 e constante.

Hx<k+2) _x(k+l) ‘ < pHx<k+1) _x(k)H < pz Hx(k) _x(k—l)H

H kD _ x(k+j—1>” <p’ H 0 _ x(k—l)”

Usando a desigualdade triangular: ||a — b|| < ||a - c|| + ||c - b||

m
chega-se a: Hx(’”m) —x(k)HSZHx("“) —x*N " que ao substituir a desigualdade da taxa de
j=l

convergéncia, resulta em:

Hx(k+m) _x(k)H <

M=

pj H 50 _ k=D H

]
—_

J

NgE

como para m —> oo = x** =x* e p’ -P (0<p<1), tem-se:
P

i 1-

~.
Il

S v S
I-p

p

e, portanto,  se l_Hx(k) _x(k—l)H <e
—P

entdo Hx *_x (0 H <e

= O problema ¢ conhecer p

Uma possivel estimativa vem de:

Hx<k+1) _x<k)H < pHch) _x(k—l)H

Hx(k+1) _x(k)H < pz Hx(k—l) _x(k—z)H

Hx<k+1> _x<k>H < p" me —x©® H
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1
H kD o) H k
7=

comum utilizar p = 0,99 para a primeira iteragao (k = 0).

assim: p= ,k=1,2,3, ..., e, por questdo de conservadorismo, ¢

Exemplo: Taxa de convergéncia lenta: p = 0,99

Taxa de convergéncia rapida: p = 0,01

P01 = |1 x| <10%
I-p

Taxa de convergénciap = 0,5

P =]l = Hx”‘) —x(k’”H <g

1-p

A ordem de convergéncia de um procedimento iterativo € a constante o que satisfaz o limite:
WELES

k—oo || (K o
=]

Yol

Onde p ¢ o coeficiente assintdtico de convergéncia. Se oo = 1, o procedimento converge
linearmente e se o0 = 2 ele tem convergéncia quadratica. Retomando a anélise de convergéncia
da Se¢do 4.2, onde foi verificado que o método das substitui¢des sucessivas tem convergéncia
linear (o0 = 1), com p = | g’(x*) |, pode-se concluir que para este método:

KD = g(x(k)) , k=0,1,2, ..
se g’ (x)=0, g"(x*)=0, ..., g "(x*)=0 e g (x*) 20, entdo:

(k+1) *H (@)
[t 8|
L — | p - =~ 7

a
B “

tendo, para estas situagdes, ordem convergéncia supralinear @ > 1. No caso do método de
Newton-Raphson, onde

VAC))
f(x)

g(x)=x—

f7(x*)
f1(x%)

(k+) _ %
B g
P

¢ facil verificar que g’'(x*)=0 e g"(x*)= e, portanto:

tendo, pelo menos, convergéncia quadratica.
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Lista de exercicios

1) Em dois reatores tanque de mistura perfeita ¢ conduzida a reacdo em fase liquida:
A+B—C+D de forma isotérmica. Os balangos estacionarios de massa do reagente A neste
sistema sao descritos pelas equacoes algébricas:

Primeiro reator: k-C; =%-[C0 -G
Segundo reator: k-C; = % ¢, -G,
Onde £: constante de velocidade da reagao = 0,075 L/mol/min;
q: vazao volumétrica de alimenta¢do do sistema = 30 L/min;
V: volume dos reatores (L)
Cy : concentracao de A na alimentagdo do sistema = 1,6 mol/L;
C : concentragdo de A na saida do primeiro reator [mol/L];

C, : concentragdo de A na saida do segundo reator [mol/L].

Calcule o volume dos reatores sabendo-se que a conversao global de A ¢ igual a 80%.
Generalize seus resultados para n reatores iguais em série e compare o volume de um PFR
que conduz a mesma conversao.

2) A equagao de estado de Van der Waals ¢ descrita por:

(P+i2j-(v—b):R-T

1%
onde P ¢ apressao (atm);
v € o volume especifico molar (L/mol);
T ¢ a temperatura absoluta (K);
R ¢ a constante universal dos gases = 0,082054 L.atm/mol/K;
a é uma constante dependente do gas (L”.atm/mol?)
b ¢ uma constante dependente do gas (L/mol)..

Os valores das constantes a e b para diferentes gases sdo tabelados abaixo:

Gas a (L”.atm/mole”) b (L/mol)

Gas carbodnico 3,592 0,04267
Anilina dimetilica 37,49 0,1970
Hélio 0,03412 0,02370
Oxido nitrico 1,340 0,02789

Sabendo-se que a temperatura critica do gas (temperatura acima da qual o gas ndo pode se
. , 8 a

liquefazer) ¢ dada por: 7, = 7 RB resolva o problema adotando 7> T, e neste caso mostre
que para qualquer pressdao ha apenas uma solucao da equacdo. Adotando 7' < 7, adote valores
de P em que ha apenas 1 solugdo e valores de P em que a equagdo apresenta trés solugdes,
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neste ultimo caso: vi < v, < V3 sendo v; o volume especifico molar da fase liquida, v; o
volume especifico molar da fase gds e v, ndo apresenta significado fisico. Mostre também
como calcular a faixa de pressdo dentro da qual o sistema apresenta trés solugoes.

3) Em problemas de transferéncia de calor ¢ importante calcular as raizes reais positivas da
tg(A .

equacao: # =K, onde K ¢ uma constante conhecida, note que, exceto no caso em que
K=1, A =0 ndo é raiz desta equacao. Para evitar as descontinuidades da fungdo tangente
reescreve-se a equagdo original na forma: f(A4)=sen(A)—K-A-cos(4)=0. Apresente o
procedimento iterativo que traduz o método de Newton-Raphson aplicado a esta equagdo ¢
aplique-o para determinar a primeira raiz positiva, com uma precisdo até a quarta casa
decimal, da equacdo com K = 2, mostrando claramente em seu procedimento como evitou o
valor A = 0. Sugira uma metodologia para determinar as 10 primeiras raizes desta equagio.

4) F moles por hora de gas natural sdo alimentados continuamente em um vaso de flash, em
acordo com o esquema abaixo:

V
(vapor)

F
(alimentagao)

.

L(liquido)

A operagdo estaciondria deste vaso ¢ descrita pelos balangos:
Balancgo global: F=L + 1V

Balango do componente i: F-z, =V -y, +L-x, parai=1,2, ---,n
Relacdo de equilibrio: y, =K, -x, parai=1,2, ---, n.

Além destas equagdes as restricdes algébricas, decorrentes da definicdo de fracdo molar,

devem também ser respeitadas: Zx,. =1 e Z v, =1
i=1

i=1

Mostre como manipulando estas equagdes se obtém a equacao nao-linear:

” K -z
z<1>-(1<1.—1)+1 > onde ¢

i=1

Sabendo-se que as composi¢des de alimentacdo e constantes de equilibrio, a temperatura do
vaso, sdo conhecidas e tabeladas abaixo, determine os valores de ¢, x;e y;, i=1,2, ..., n.
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Componente z; K;
Gas carbodnico 0,0046 1,650
Metano 0,8345 3,090
Etano 0,0381 0,720
Propano 0,0163 0,390
Isobutano 0,0050 0,210
n-Butano 0,0074 0,175
Pentanos 0,0287 0,093
Hexanoss 0,0220 0,065
Heptanos " 0,0434 0,036
2=1,0000

5) Uma reacdo quimica de primeira ordem, irreversivel e em fase liquida ¢ conduzida em um
reator tanque operando de forma ciclica. Assim, conduz-se uma batelada por um tempo ¢ e,
depois de transcorrido este tempo, esvazia-se e¢ se limpa o reator, levando esta ultima
operacdo um tempo igual a #.. ApoOs passar pela etapa de esvaziamento/limpeza conduz-se
novamente uma batelada por um tempo ¢, e assim sucessivamente. Pode-se demonstrar que o
tempo 6timo da fase batelada que maximiza a taxa de producdo do processo ¢ obtido através
da equacao nao-linear:

[1+k-(t+1,)]- e -1=0 (1)
ou na forma logaritmica:
kt—In[1+k-(t+1,)]=0 )

Sendo k: constante de velocidade da reagdo = 2,5 h™!
t.: tempo da operagdo de esvaziamento/limpeza = 0,5 h.

Para calcular ¢ tentam-se dois procedimentos iterativos:

k-t

(a) de (1) tem-se: t = ©

—t, sugerindo a seguinte forma recursiva:

-t
e —

k

I = —t, paraj=0,1, -+ com” =¢,

In[1+k-(t+2,)]

(b) de (2) tem-se: t = p

, sugerindo a seguinte forma recursiva:

In[1+&- (£ +1,) |
k

£

paraj=0, 1, --- com ¥ =¢,

O procedimento (a) ndo converge, enquanto que o procedimento (b) converge a solugdo do
problema (para o conjunto de pardmetros utilizados) # = 0,50155 h apo6s 6 iteragdes. Explique
porque isto ocorre.
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6) Os balangos de massa de reagente e de energia em um reator de mistura perfeita onde ¢
conduzida uma reacdo de segunda ordem, irreversivel e exotérmica sdo expressos pelas
seguintes equacdes (em forma adimensional):

Balanco de massa do reagente: 1—x = Da-x’ -exp{Y(l _%ﬂ (1)

Balanco de Energia: 6—1=-Da-x*-exp {Y(l _éﬂ o

Onde x ¢ a concentragdo adimensional do reagente ¢ 0 ¢ a temperatura adimensional da
mistura reacional no interior do reator; Da, B ¢ Y sdo pardmetros adimensionais que tem os
seguintes valores numéricos: Da = 0,02381, = 0,6 e Y= 20.

Multiplicando a Eq. (1) por B e subtraindo esta nova equagao de (2), chega-se a:
0-1=B-(1-x)=>6=1+B-(1-x),

substituindo esta Ultima expressao em (1), chega-se finalmente a:

, 1 —1_ a.xz. X —; = X
l-x=Da-x .exp{y(l_mﬂ ol ep{y[l 1+[3-(1—x)ﬂ “

Esta fungdo g(x) ¢ plotada na figura abaixo assim como a bissetriz do primeiro quadrante,
Y =X.

os trés pontos de interse¢des destas curvas sdo: 0,182249 [ponto 1]; 0,705667 [ponto 2] e
0,96563 [ponto 3].

a) Mostre porque quando se utiliza o procedimento iterativo:
¥ = g(x®) para k=0,1,2, ---, apenas o ponto 3 ¢é obtido.

b) Sugira um procedimento iterativo que assegure a convergéncia do processo de busca das
trés raizes do problema. Mostre claramente em seu procedimento a condicdo inicial a ser
adotada na determinacdo de cada solugao.

7) Sugere-se o seguinte procedimento para determinar iterativamente as raizes de uma simples
funcao ndo-linear, f{x) = 0:
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Busca-se 0 minimo de g(x) = [f(x)]* isto ¢ os valores de x que anulam a derivada de g(x):

9B _y . )

y el ou seja, buscam-se as raizes de uma nova func¢ao:
x X

Fy =0 22, 0 4

Aplique o método de Newton-Raphson a esta nova funcdo F(x) e mostre o algoritmo
recursivo correspondente e compare-o com o obtido aplicando-se diretamente o método de
Newton-Raphson a fun¢ao original.

[lustre o processo iterativo, em ambos os casos, aplicando-o a uma fungao simples de
2 : .
sua escolha, por exemplo: f{x) = x -2 ou f{x) = ¢” — x. Analise ¢ comente os resultados
obtidos.

8) Determinar todas as raizes dos seguintes polindmios:

P,(x)=184756x'" —923780x" +1969110x° —2333760x" +1681680x° —756756x" +
+210210x"* —34320x" +2970x* =110x+1

P(x)=x"=2x"+2x" +x’ +6x° —6x+8
P,(x)=x"+3x" —3x" +32x+180

P(x)=x"+4x°+10-x’ -8 -x* —=21-x* +56-x* +10-x — 52

9) Sendo ASC o ntimero de Algarismos Significativos Corretos,
(a) Resolva x = cos x por substitui¢des sucessivas, tomando x = 1. (6 ASC)

(b) Mostre que x = cos x pode ser transformado em x =1 - (sen” x) / (1 + x), verificando
em quantos passos obtém-se a mesma solugdo do problema anterior.

(c) Mostre que x = cos x pode ser transformado em x = (x cos x)”, verificando em quantos
passos obtém-se a mesma solucao do problema anterior.

(d) Esboce o grafico da funcdo sen x = cotg x e resolva pelo método de Newton, tomando
como x'” = 1. (6 ASC)

(¢) Formule as iteracdes de Newton para calcular raizes cubicas e calcule x=37,
tomando como x* =2. (6 ASC)

(f) Resolva o problema (d) usando o método da secante, tomando como pontos de partida
K =05ex) =1,¢ compare os resultados. (6 ASC)

(g) Resolva €' +x*+x=2 pelo método da bisse¢do no intervalo [0, 1]. (4 ASC)

(h) Encontre a solugdo real da equagdo x° = 5 x + 6 pelos métodos da regula falsi e da
regula falsi modificado. (4 ASC)
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10) No desenvolvimento de uma modificagdo do método de Weigstein se utiliza uma nova
parametrizacdo do intervalo de busca de acordo com a expressao:

x=(a+bj+ﬂ-(b;aj com —1<A<+1

2
Nessa nova forma se verifica:
(1) com A=-1= x=qa (extremidade inferior do intervalo de busca);

(i1) com J=0= x= (ﬂ) (ponto médio do intervalo de busca);
2

(1)) com A=+1= x=5 (extremidade superior do intervalo de busca).
Para determinar o valor de A em cada iteragdo se utiliza uma interpolagdo quadratica inversa
fundamentada nos 3 pontos:

X a a+b b
2
v fa= | (e, e
A -1 0 +1

Essa interpolacdo quadratica inversa ¢ descrita por:
_=2) ) L -v) (=5)
)2 ( ) - +
Do =2) =) =) =)

Yo Vm Vi Vm
V=) (a=20) =2.) (=)
Este novo procedimento ¢ traduzido através do algoritmo:
Dados: a, b (b>a), €, 5 ek, , calcule: y « f(a)e y, < f(b) , caso y .y >0 ENTAO
entrar com novos valoresde a € b.k « 0
FACA

a+b Yy Y Yo'y
ymef[—jeh b Yoy Vel
2 (=) =2.) =2)(3=-2.)

ve[22)ea (254

y < f(x)

SE y-y,>0 ENTAO y « yeacx
SENAO y, « yebex

Ae|b—a| sk —k+1

ENQUANTO (|y|> 6 ouA>¢) e k <k,

, calculando o valor de A na iteragdo por:

ﬂ'irera(;&o = p2 (0) = (

(a) Existe alguma limitagdo a aplicacdo deste novo procedimento? Qual? Justifique sua
resposta.
(b) Aplique o procedimento na determinacdo da raiz real positiva da

fungdo: f(x)=e*—2-x*, considerando o primeiro intervalo de busca: 0<x<I.

Compare a velocidade de convergéncia do método com a obtida no método da
bissecdo. (Considere em sua explanagdo apenas as cinco primeiras iteragdes).



