EQE-358—METODOSNUMERICOSEM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 5

Sistemas de Equac0des Algébricas

Considerando novamente o problema de um reator continuo de tanque agitado (CSTR)
n&o-isotérmico, com propriedades fisicas constantes (p, Cp):

Fe ’ CAEI Te
l FWSI TWS
—>
=
I:We1 TWe
—>
FS! CA’ T

Mas agora para 0 caso de uma reacdo de ordem n:
E

ra=kCh, ondek(T)=k,-eRT

temos as seguintes equagdes de balanco de massa e energia do modelo:

d_V: Fe_ s

dt

d(vC

%: F.C,—F.Ca—kCLV

dT )
PVC,— = FupCy(T,—T)+ (-AH,)KCRV U A(T-T,)
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onde F. e Fs s80 as vazles volumétricas de entrada e saida, respectivamente, V é o volume do
meio reacional, Ca € a concentragdo molar do reagente, T e T,, S80 as temperaturas do meio
reacional e do fluido de refrigeracéo, respectivamente, AH, é a entalpia de reacdo, U é o
coeficiente global de transferénciade calor e A; € a érea de troca térmica.

No estado estacionario:

Fo= Fo=F
F N

V(CAe _CA) =kC,

Pty 2A o1, - CARIKG
\% pC,V pC,

Substituindo a equagdo de balanco de massa do componente A no balanco de energia:

Faomyr YA gy FEAH) o
v Te)+pCpV(F T.) SC.V (Cac=Ca)

e definindo as variaveis adimensionais;

C. T-T,
A e X, =
Chre T,

e

X

temos:
(1-x) =ktCy'x) = D,Co™x/ exp(vi]
1+ X,
Xo = B + o (1—X1)

onde a, B, v e D, estdo definidos no capitulo anterior. Ou sgja, um sistema de equacoes
algébricas:

fl(xl,xz)} 1—><1—DaCR;1x{‘exp(v = J zm

F(X){fz(xuxz) ) b

X —B—o(l-x)

Neste caso em particular, a segunda equacéo poderia ser substituida na primeira para eliminar
a variavel x;, resultando em uma equacdo agébrica a uma variavel, mas, para efeitos de
ilustrag@o, vamos manter como um sistema de equagdes a duas variaveis.

Para 0 caso sem reacdo quimica (o = 0 e D, = 0), resultano sistemalinear:

F(x):{l_xl} = FX)=Ax-b = x=A"D
X =B

Az[_ol ﬂ bﬂ
S
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Existe uma grande variedade de métodos para solugdo de sistemas lineares, sendo
muitos deles dependentes da estrutura da matriz A (matriz densa, esparsa, sSimétrica, bloco-
diagonal, etc.). Os métodos mais conhecidos para solucéo de sistemas lineares sdo:

métodos diretos:

* eliminagdo Gaussiana
« fatoragdes (LU, LL", LDL", QR, ...)
» método de Thomas

métodos iterativos.

» método de Jacobi

» método de Gauss-Seidel
» métodos SOR

* minimizacéo

Para 0 caso ndo-linear, trataremos da solucdo do sistema de equaces algeébricas
F(X) = 0 pelos métodos:
* Substitui¢ces sucessivas
* Newton-Raphson

Neste capitulo, o procedimento de adimensionamento das varidveis com o intuito de
deix&las com a mesma ordem de grandeza € crucial para o bom desempenho dos métodos
numericos. Por exemplo, ao usarmos a norma euclidiana como uma medida da distancia entre
pontos de uma sequiéncia convergente:

N ¥
peyi={ 35

E se ndo adimensionarmos a concentracéo e a temperatura para o exemplo do reator CSTR;
digamos que a concentracdo é aproximadamente 5,0 - 10~ kmol/m® e a temperatura 500 K,
entdo ao calcular a distancia entre dois pontos de um método iterativo:

iteracdo | Concentracdo (kmol/m®) | Temperatura (K)
k 50-107° 500
k+1 6,0-10° 501

EA, =[x* —x¥| = [(6,0-103 ~5,0.10°) +(501- 500)1% —(10°+7°)" 21

o)

ER = =

EA _ 1 1 = 1 =0,002
R B im0ty oy | (10725205
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Ou sgja, se um erro relativo de 0,2% fosse aceitavel, o procedimento iterativo encerraria antes

da convergéncia para a solucéo, pois haveria um erro de 20% na concentracdo (100 vezes
maior que o desejado).

Supondo agora que Cae = 50,0 - 10° e T, =400 K e aplicando os adimensionamentos
definidos parao CSTR, teriamos para estas mesmas iteragoes:

iteracéo X1 X2
k 0,1000 0,2500
k+1 0,1200 0,2525

EA, =/ (0,1200-0,1000)" +(0,2525-0, 2500)2}% — (410 +6,25-10°)" = 0,0202

0,0202 0,0202
=R 2 2% 0,2693
|(0.2000)°+(0,2500)" | ©

=0,075=7,5%

E, neste caso, o critério de convergéncia ainda ndo teria sido satisfeito.

5.1 Pivotamento e eliminacao de Gauss

Eliminacdo Gaussiana: O propésito da eliminacdo Gaussiana € reduzir a matriz A a
uma estrutura triangular (métodos de triangularizagdo) ou diagonal (método de Gauss-Jordan)

através de operagdes da dgebra elementar. Dentre os diversos algoritmos de eliminacéo
Gaussiana temos 0s seguintes:

b
Ay« —
k=1..,N g eakk
j=k,...,N+1 (Gauss-Jordan)
i=1...,N(=K) | < & — A 3

]

k=1..,N-1 ) Ay

j=k+1,...,N+1 (triangularizacdo SAXPY)
i=k+1...,N Qj < a; — Qi Qy

onde &; s30 os elementos da matriz aumentada: A = [A b]. No caso do método de Gauss-
Jordan, a solugdo é encontrada na (N+1)-ésima coluna da matriz aumentada, apds as
operacoes de eliminacdo Gaussiana. Nos métodos de triangularizagdo € necessario ainda
realizar operagoes de substituicdo (para matriz triangular inferior) ou retro-substituicdo (para
matriz triangular superior), isto é,
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a 1 s . -
Xy = 1’N+1, Xi :—[ainH—Zai,j xj}, i =2,...,N substituigdo
ap & i=1
an N+1 1 N o o
Xy = X =——| @& Ny 2@ X |, i=N-1,.,1  retro-substituicio
an,N & j=i+1

De modo a evitar provaveis divisdes por zero (dos elementos aw) e também garantir a
estabilidade numérica do agoritmo (devido a problemas de arredondamento), faz-se
necessario 0 uso de técnicas de pivotamento. Pivotamentos sdo operacfes de trocas de linhas
e/ou colunas de modo a obter uma matriz tendo na diagonal elementos com maior valor
absoluto. Quando s&o efetuadas somente trocas de linhas, diz-se um pivotamento parcial. No
pivotamento total tem-se trocas de linhas e colunas. As operacdes de pivotamento podem ser
representadas por matrizes de permutactes P e Q:

PAx=PB (pivotamento parcial)
PAQQ!'x=PB (pivotamento total)

Exemplo: considere o sistema de equactes algébricas lineares.
2:X1—=7-Xp+4-X3=9
X1+9:-X9-6-X3=1
—3~X1 +8-X2 +5-X3 =6

2 -7 4 9
permitindo identificar: A= 1 9 -6| e b=|1|,assimamatrizaumentada &
-3 8 5 6

2 -7 4 9
1 9 -6 1
-3 8 5 6

1) Método de Eliminac&o por Triangularizacdo da Matriz Aumentada

1% Etapa) Reposicionamento das linhas (pivotamento parcial) de modo que a primeira linha
contenha o maior elemento (em modulo) da primeira coluna (pivo):

2 | 7] 4] 9 le—0m
1

1 9 | -6 |

-3 8 5 6 T
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-3 8 5 6
1 9 -6 1
2 -7 4 9

2% Etapa) Normalizagdo dos elementos da primeira linha, dividindo-os pelo 1° elemento da

mesma: a, e% (k=1e j=k .., N+1)

1 -8/3 | -53 | -2
1 9 -6 1
2 -7 4 9

3% Etapa) Eliminacdo
a; < a; — g k=1,

1 -8/3 | -53 | -2
0 |353]-133] 3
2 -7 4 9
1 -8/3 | -53 | -2
0O |353]-13/3] 3
0 -5/3 | 22/]3 ] 13

dos elementos da primeira coluna da segunda e terceira linhas:
j=kK ..,N+1 e i =k+1, .., N)

Repete-se 0 procedimento para proximas linhas até a triangularizacdo da matriz aumentada:

4% Etapa) Reposicionamento das linhas de modo que a segunda linha contenha o maior
elemento (em médulo) da segunda coluna[sem levar em consideracéo a primeiralinhal:

1 [ -83]-5B3] -2
0 |353[-13.3] 3 le—m
0 | -53|223] 13 |

N&o h& necessidade do reposicionamento, pois 0 maior elemento (em modulo) da segunda
linha, desconsiderando-se a primeiralinha, ja se encontra na segunda linha (pivo).

5% Etapa) Normalizacdo dos elementos da segunda linha, dividindo-os pelo 2° elemento da

mesma
1 -8/3 -5/3 -2
0 1 -13/35 9/35
0 -5/3 22/3 13

6% Etapa) Eliminacdo dos elementos da segunda coluna da terceira linha:

1 -8/3 -5/3 -2
0 1 -13/35 9/35
0 0 141/21 94/7
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7% Etapa) Normalizagdo dos elementos da terceira linha, dividindo-os pelo 3° elemento da
mesma:

1 -8/3 -5/3 -2
0 1 -13/35 9/35
0 0 1 2

8% Etapa) Determinacdo recursivade xi, X. € X3 , iniciando com xz. Esta Ultima forma da matriz
aumentada traduz o sistema linear:

a 1 N . o
XN = N’N+1, X; :—(a“\,ﬂ— Zau xjj, i =N-1,...,1 (retro-substituicéo)
an,N & j=i+1

SV BV
BECTVN TG N <)
2 35 7 35 2735 35
=-2+4+—. +—.
X 3X2 3X3
assim:
X =2
_9 B, _3H_
35 35 35
X1=_2+§.1+§.2=E_2=6—2=4
3 3

X 4
destemodo asolugdo & |X=| X, |=|1
X 2

Nota: no exemplo acima a diagona da matriz também foi dividida pel os pivos durante a etapa
de eliminacdo Gaussiana e, por isso, na etapa de retro-substituicdo ndo houve a necessidade
da divisdo pelos elementos da diagona da matriz, pois estes eram unitérios. O algoritmo da
triangularizacdo SAXPY ndo rediza esta divisdo, deixando-a para a etapa de retro-
substitui c&o.

2) Método de Eliminacdo por Diagonalizagdo da Matriz Aumentada

1° Etapa) Reposicionamento das linhas (pivotamento parcial) de modo que a primeira linha
contenha o maior elemento (em moédulo) da primeira coluna (pivé):
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2 -7 4 9 e
1 9 -6 1
-3 8 5 6
-3 8 5 6
1 9 -6 1

2 -7 4 9

2% Etapa) Normalizacdo dos elementos da primeira linha, dividindo-os pelo 1° elemento da

linha: a, &% k=1ej=k ., N+l
k

1 -8/3 | 53| -2

1 9 -6 1

2 -7 4 9

3% Etapa) Eliminacdo dos elementos da primeira coluna da segunda e terceira linhas:
a; < & —a, 3 k=1, j=k .,N+t1l ei=1,..,N com i=Kk)

1 -8/3 | -53 | -2
0O |353]-133] 3
2 -7 4 9

1 -8/3 | -53 | -2

35/3 | -13/3] 3

0
0 -5/3 1 22/3] 13

4% Etapa) Reposicionamento das linhas de modo que a segunda linha contenha o maior
elemento (em maodul o) da segunda coluna[sem levar em consideracéo a primeiralinhal:

1 -8/3 | -53 | -2

0 353 |-133] 3 ¢

0 | -53|223] 13 |

N&o h& necessidade do reposicionamento, pois 0 maior elemento (em modulo) da segunda
linha, desconsiderando-se a primeira linha, ja se encontra na segunda linha.

5% Etapa) Normalizagdo dos elementos da segunda linha, dividindo-os pelo 2° elemento da
mesma:

1 -8/3 -5/3 -2
0 1 -13/35 9/35
0 -5/3 22/3 13

6% Etapa) Eliminacdo dos elementos da segunda coluna da primeira e daterceiralinhas:
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1 0 -279/105| -46/35
0 1 -13/35 9/35
0 0 141/21 oA/7

7% Etapa) Normalizagdo dos elementos da terceira linha, dividindo-os pelo 3° elemento da

mesma
1 0 -279/105| -46/35
0 1 -13/35 9/35
0 0 1 2

8% Etapa) Eliminac&o dos elementos da terceira coluna da primeira e da segunda linhas:

1 0 0 4
0 1 0 1
0 0 1 2

Esta ultima forma da matriz aumentada traduz o sistema linear:

deste modo a solucéo &

Exemplo: método de eliminacéo de Gauss para obtencdo da matriz inversa. Sgja a mesma
matriz do exemplo ilustrativo do exemplo anterior:

A =

~7 4
9 -6/,
-3 8 5

neste caso deseja-se determinar amatriz: B =A"1ta gue: A-B=B-A=1,ondel éamatriz
identidade com as mesmas dimensdes da matriz A.

Neste caso a matriz aumentada é:

2 -7 4 1 0 0
1 9 -6 0 1 0
-3 8 5 0 0 1

Aplicando-se procedimento de eliminagdo analogo ao anterior (diagonalizacdo), ou sgja, 0
método de eliminagdo por diagonalizacdo da matriz aumentada:
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1* Etapa) Reposicionamento das linhas de modo que a primeira linha contenha o maior
elemento (em modulo) da primeira coluna:

2 -7 4 1 0 0 —
1 9 -6 0 1 0
-3 8 5 0 0 1 f—
-3 8 5 0 0 1
1 9 -6 0 1 0
2 -7 4 1 0 0

2% Etapa) Normalizacdo dos elementos da primeira linha, dividindo-os pelo 1° elemento da

linha
1 -8/3 | -5/3 0 0 -1/3
1 9 -6 0 1 0
2 -7 4 1 0 0

3% Etapa) Eliminac&o dos elementos da primeira coluna da segunda e terceira linhas:

1 -8/3 | -5/3 0 0 -1/3
0O |33 ]-13/3] O 1 1/3
2 -7 4 1 0 0

1 -8/3 | -5/3 0 0 -1/3
0O |353]-133] O 1 1/3
0 -5/3 | 22/3 1 0 2/3

4% Etapa) Reposicionamento das linhas de modo que a segunda linha contenha o maior
elemento (em maodul o) da segunda coluna[sem levar em consideracéo a primeiralinhal:

1 [ -83]-53] 0 0 | -U3
0 |353[-1313] 0 1 [ 13 fe—m—
0 | -53|223] 1 0 | 23 |

N&o h& necessidade do reposicionamento, pois 0 maior elemento (em modulo) da segunda
linha, desconsiderando-se a primeiralinha, ja se encontra na segunda linha.

5% Etapa) Normalizagdo dos elementos da segunda linha, dividindo-os pelo 2° elemento da

mesma
1 -8/3 -5/3 0 0 -1/3
0 1 -13/35 0 3/35 1/35
0 -5/3 22/3 1 0 2/3
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6° Etapa) Eliminagdo dos elementos da segunda coluna da primeira e daterceiralinhas:

1 0 -93/35 0 8/35 -9/35
0 1 -13/35 0 3/35 1/35
0 0 4717 1 7 5/7

7% Etapa) Normalizacdo dos elementos da terceira linha, dividindo-os pelo 3° elemento da

mesma
1 0 -93/35 0 8/35 -9/35
0 1 -13/35 0 3/35 1/35
0 0 1 7147 V47 5/47

8% Etapa) Eliminacdo dos elementos daterceira coluna da primeira e da segunda linhas:

1 0 0 93/235 | 67/235 6/235
0 1 0 13/235 | 22/235 16/235
0 0 1 7147 147 5/47

As trés Ultimas colunas desta Ultima forma da matriz é ainversa da matriz origina, isto &

93/235 67/235 6/235
A1 =|13/235 22/235 16/235
7147 1/47  5/47

paraverificar se o valor dainversa é correto deve-se calcular: AAT=AT A=

Fatoracdo LU: O processo de fatoragcdo LU decompde a matriz A em uma matriz
triangular inferior, L, e outra triangular superior, U, com elementos unitarios na diagonal
principal damatriz L (método de Dooalittle) ou da matriz U (método de Crout):

A=LU
o Gk
k=1..N-1 a1k<_akk
i=k+1,...,N (Dooalittle)
j=K+1... N |&; < a; — & &y
U
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com uma posterior substituicéo: Ly=b
€ uma retro-substitui cao: Ux=y
As principais vantagens da fatoracdo em relacéo a eliminacéo Gaussiana é a reducao
2 1
do nimero de operagdes de §N3 +O(N?) para :—3N3+O(N2), e a manutengdo das

operacdes basicas na matriz fatorada (matriz L, na fatoragéo LU), que pode ser aplicada para
diferentes vetores b.

3) Método de Fatoracdo LU da Matriz Original

1% Etapa) Reposicionamento das linhas (pivotamento parcial) de modo que a primeira linha
contenha 0 maior elemento (em maodulo) da primeira coluna (piv6). Somente nas etapas de
pivotamento adiciona-se a matriz de pivotamento (inicialmente a matriz identidade) para
armazenar as operacoes de trocas de linhas:

2 -7 4 1 0 0 {f—

-6 0 1 0

9
3] 8 51 0 0 1 #e—

-3 8 5 0 0 1
9 0

=
o
oo

2 -7 4

2% Etapa) Normalizagdo dos elementos da primeira coluna apds a primeira linha, dividindo-os

pelo 1° elemento dalinha: a, e% (k=1lei=k+1, .., N)

k

-3 8 5
-1/3 9 -6
213 | -7 4

3% Etapa) Fatoracdo dos elementos da segunda e terceira linhas apés primeira coluna:
a <« a -8, k=1, i=ktl,..,Nej=k+l .., N)

-3 8 5
-1/3 | 35/3 | -13/3
213 | -7 4

-3 8 5
-1/3 | 35/3 | -13/3
-2/3 | -5/3 | 22/3

4% Etapa) Reposicionamento das linhas de modo que a segunda linha contenha o maior
elemento (em mddulo) da segunda coluna [sem levar em consideracéo a primeira linha e a
primeira coluna]:
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-3 8 5 0 0 1
-1/3 | 35/3 |-13/3] O 1 0 (e
-2/3 | -5/13 | 22/3 1 0 0

N&o ha necessidade do reposicionamento, pois 0 maior elemento (em mdédulo) da segunda
linha, desconsiderando-se a primeira linha e primeira coluna, ja se encontra na segunda linha.

5% Etapa) Normalizagdo dos elementos da segunda coluna apds a segunda linha, dividindo-os

pelo 2° elemento da mesma:

-3 8 5
-1/3 35/3 -13/3
-2/3 -7 22/3

6° Etapa) Fatorac&o dos elementos da terceira linha apds segunda coluna:

-3 8 5
-1/3 35/3 -13/3
-2/3 -7 4717

7% Etapa) Extraindo as matrizesL e U:

Matriz L (dos multiplicadores do processo de eliminagdo Gaussiana) com 1 na diagonal:

1 0 0
-1/3 1 0
-2/3 -7 1

Matriz U:

-3 8 5

0 35/3 -13/3

0 0 4717

Para verificar se afatoracdo esta correta, o produto P - L - U deve ser igual amatriz A.

8% Etapa) Troca das linhas do vetor b de acordo com a matriz de permutaco, isto € P b.

’ matriz P:
9 0 0 1
1 0 1 0
6 ¢ 1 0 0
6
1
9
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9° Etapa) Determinago recursivadeys, Y- e ys, iniciando com y;, do sistemaL y = b:

?'%

Y, =6 Y, =6 y,=6
-1 1
_3')/1"'3/2:1::> Y2:1+§'Y1 =Y, =3
94
5 2 5 ==
_£'Y2+y3:9 y3:9+§'y1+£'y2 Y 7

10° Etapa) Determinacao recursiva de xi, X, € X, iniciando com xs, do sistemaU x = y:

-3. X1+
35

3

deste modo a solugéo é:

8:X+5%=06
X, ——=.x.=3
X 3 X =5=
47

7

_9
e

N B

%
X=|%
X

L%
47 X =4
:i- 3+1—3~ j =% =1
X 5 3 X3 2
1 % =2
&23'(6—5'&—8'&)

Caso desgjassemos resolver outro sistema somente modificando o vetor b, bastaria repetir os
passos 8 a 10, pois a matriz A ja esta fatorada. Do mesmo modo, para obter a inversa da
matriz A, basta repetir estes trés passos para 0s trés vetores coluna da matriz identidade.
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ANALISE DA SOLUCAO DE SISTEMASALGEBRICOSLINEARES

E o objetivo de esta secio fornecer os elementos para a andise de sistemas de
equacles algébricas lineares da forma: A-x=Db, onde A é uma matriz quadrada (n,n)
chamada de matriz dos coeficientes , b e R" chamado de vetor das constantes e x e R"
chamado de vetor das incognitas a solugdo deste sistema sO existe se amatriz A for regular e
pode ser expressa na forma: x=A"-b. Este procedimento ja se encontra implementado,
com grande eficiéncia, em inlUmeros pacotes computacionais (MATHCAD, MAPLE, MATLAB,
etc.) e dificilmente havera a necessidade de reprogramé-lo. Entretanto dois aspectos de
natureza qualitativa da estrutura do sistema devem ser analisados:

@® Nem sempre o niimero de equagdes do sistema € igua ao nimero de incognitas. Neste
caso 0 sistema € descrito da mesma forma apresentada acima: A-x=b, mas a matriz A é
retangular (m,n) o vetor b eR™ e o vetor das incognitasx e R", isto € m é o nimero de
equacles e n 0 nimero de incognitas. O sistema de equacdes pode também ser rescrito na
forma:

X

b=A-x=(a, a - a,) X2 =Xa, +Xa,+--+xa,onde a eR" parak =1, 2, .., n

n
Xa
s80 os vetores colunas da matriz A, desta forma os n elementos do vetor x podem ser
interpretados como os componentes do vetor b na base formada pelos n vetores a; , az, ..., an
sendo assim obrigatoriamente linearmente dependente do conjunto. Sendo r o nimero de
vetores linearmente independentes no conjunto de n vetores [r <n] & , a2, ..., &, este deve
ser igual ao numero de vetores linearmente independentes do conjunto de n+1vetores a;, a, ,
.y @n, b. Isto € 0 posto, r, damatriz A=(a, a, - a,) deveserigual ao posto, T, da

meatriz [chamada de matrizaumentada] A=(a, a, - a, b).

Quando r = posto(A) =T = postoA) o sistema é dito consistente e admite solugéo,
entretanto s6 admite solug&o Unica de r = posto(A) = n. Se m > n (nimero de equagdes >
nimero de incognitas) o posto(A) é no maximo n, enquanto que se m < n (numero de
equacbes < numero de incognitas) o posto(A) € no médximo m < n, portanto sO ha
possibilidade do sistema apresentar solucdo Unica se m >n (nimero de equagdes > numero de
incognitas). Caso b= 0 o sistema € dito homogéneo e como neste caso r = posto(A) serd
sempre igual a r = posto(K) 0 Sistema sera sempre consistente e caso r = n admite como
solucdo unica a solucdo trivial x = 0, deste modo para o sistema homogéneo de n equacdes e
n incognitas A-x=0 onde: A eR™ exeR", sO apresenta solugcdo ndo trivial se
r=posto{A)<n, isto é a matriz A deve ser singular. O esquema de caracterizagdo da

consisténcia e da existéncia de solugcdo de sistemas algébricos lineares é mostrado no
diagrama abaixo:
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Sistema de
Equactes
Ax=Db

|

Calculo dos postos
de Ae A
respectivamente
refv
r<rtr r=r
Sistema é Sistema é
I nconsistente Consistente
Sistema ndo r=n r<n
apresenta r:n
solucdo .
Solucédo NUmero
Unica Infinito de
Solucdes

Exemplos llustrativos:

(a) Analise a consisténcia do sistema linear de equacdes algébricas:

X +X =3 1 1 1 1 3
2% +2%,=0 =>A=[2 2| r=2 e a mariz aumentadaa A=[2 2 0| =3,
X =% =-1 1 -1 1 -1 -

sistema inconsistente. Haveria duas possibilidades de corrigir este sistema: (i) substituindo no
lado direito da segunda equacdo O por 6, e neste caso a solucdo seria X3 = 1 e xp = 2; (ii)
substituindo no lado direito da primeira equacdo 3 por 0, neste caso a solucdo seriax; =-0,5 e
Xo = +0,5.

(b) Analise a consisténcia e as possiveis solucdes do sistema linear de equacdes algébricas:

2% +3%, =0 2 3 _ — (2 3 0) _ _
=A= r=2 e amatriz aumentada: A = r=2, asimo
X +X% =0 11 110

sistema é consistente e como r = n = 2 gpresenta solugdo Unica que € a solugdo trivia x;=x,=0
pois o sistema € homogéneo. [Este exemplo ilustra a observacéo feita anteriormente relativa a
sistemas homogéneos).
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(c) Analise aconsisténcia e as possivels solugdes do sistema linear de equagdes algébricas:
+ 2X =4 12 12 14
T2 +%=4_ )
3X +6X,—% =8 3 6 3 6 -1 8
apresenta 0 posto =2, assim o sistema € consistente (alidSs se m < n e se r=m o sistema

serd sempre consistente, indicando que m vetores coluna de A constituem uma base de R™
desta forma o vetor b necessariamente sera linearmente dependente destes vetores e, em
conseqiiéncia, amatriz A apresenta sempre posto igual ao de A, além disto comor = m< no
sistema, neste caso, apresentara sempre um namero infinito de solugdes). Comor = 2 <3 0
sistema apresenta um numero infinito de solucdes, entretanto note que o sistema pode ser

(% +2%)+x =4
3(%, +2%,)—%, =8
{ zl+x3:4:>{21:(x1+2x2)=3.

1 _
J r=2 e a matriz aumentada: Az(

reescrito naforma: { = definindo: z; = X1 + 2 Xy, tem-se;

32-%=8 (%=1
Este exemplo ilustra que em sistemas consistentes com menos equagdes do que incdgnitas ndo
se pode arbitrar indiscriminadamente (n-m) varidveis calculando as m restantes em funcéo
destas, neste processo de escolha de (m-n) entre as n incdgnitas deve ser feita de modo que a
matriz do sistema apés esta escolha tenha posto = n. Assim se no exemplo o valor arbitrado de
X3 fosse diferente de 1 o sistema resultante seria inconsistente, pois com x3=2, por exemplo,

+2X, =2 1
BT =A= (

tem-se: =
{3)(1 +6x, =10 3

2
6] r =1 e amatriz aumentada:

— (12 2
A= (3 5 10) tem o posto T =2, sendo assm o sistema inconsistente. Entretanto se a

variavel x;, por exemplo, tivesse um vaor arbitrado o qualquer, ter-se-ia

2%, + X% =4-0 2 1 ) _ (2 6 4-a
=A= r=2 e amatriz aumentada: A = tem o
6X, — X, =8—3a 6 -1 6 -1 8-3u

posto T = 2 independente do valor de o, entéo neste caso o0 sistema é sempre consistente.

@ Mesmo no caso em que m=n e em que A é regular a solugdo do sistema posta na forma:
x=A"".-b ndo assegura que a solucio sgja exata [uma prética recomendada € apds o
programa fornecer o vetor x calcular 6 =A-x—bque é o chamado residuo da solucgéo.
Quanto mais proximo § estiver do vetor 0, ou sgja |3]|= 0, maior é a precisdo do resultado]
nem tdo pouco que a obtencdo da inversa da matriz A sga facil [isto é especiamente
verdadeiro se os elementos de A apresentarem ordens de grandeza muito distintas, neste caso
a matriz é dita mal condicionada]. Estes dois fatos geralmente ocorrem devido a0 mau
condicionamento da matriz A que é medido pelos chamados nimeros de condicionamento,
valores elevados dos numeros de condicionamento € um forte indicativo de dificuldades
numericas na resolugdo do sistema e na inversdo da matriz A. Os quatro nimeros abaixo sdo
usual mente considerados:

© M =n-M(A)- M(A™), onde M(A) = max|a, | isto &, é o valor do modulo do
1]

elemento damatriz A que apresenta o maior valor absoluto;
® N =N(A)-N(A™), onde N(A) éanormaeuclidianade A definida por:
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N(A) = Jtr(A-AT);

M

©® P=_—
[
menor valor caracteristico de A em médulo (ou da parte real dos mesmos).

0 = Imx (A) onde o(A) sdo os valores singulares de A ou a raiz quadrada dos

O'min(A)

valores caracteristicosde A - AT,

onde [A| e |u| sdo, respectivamente, os valores absolutos do maior e do

Exemplo: o sistemalinear € o chamado problemade T. S. Wilson:

10x+7y+8z+7w=32

7X+5y+6z+5w=23

8x+6y+10z+9w=33

7X+5y+9z+10w=31
a solucdo exata deste sistema é x =y = z = w = 1, entretanto adotando-se x = 6; y = -7,2;
z=2,9 ew = -0,1 os resultados de cada uma das equagdes sdo 32,1; 22,9; 329 e 31,1; e

adotando x = 1,5; y = 0,18; z = 1,19 e w = 0,89 os correspondentes resultados so 32,01,
22,99; 32,99 e 31,01.

10 7 8 7

: o : ] 7 5 6 5 L .

A matriz caracteristica deste sistema & A= cuja inversa €
8 6 10 9
7 5 9 10

25 -41 10 -6
-41 68 -17 10 i . o
= e os vaores caracteristicos desta matriz sdo: 0,01015;
10 -17 5 =3
-6 10 -3 2

0,843107; 3,858057 e 30,288685, assim as duas normas destas matrizes séo: M(A) = 10;
M(A =68, N(A)=30,5451 e N(A™) = 98,5292, ent&o os nlimeros de condicionamento sdo:

-1

OM=n-M(A) MAH=4-10-68=2720;
® N=N(A)-N(A*) =30,5451 - 98,5292 = 3009,58
_ M _ 30,2887

© P= =2984,09
lu|  0,0102

0 = _ 30,2887 _ 2984,09 (igua ao caso 3, poisamatriz A é simétrica)
c 0,0102

min
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5.2 Métodos iterativos para sistemas lineares

Da mesma forma que os métodos diretos, existe uma grande variedade de métodos
iterativos para solucéo de sistemas lineares, dentre estes:

* iteragOes de Jacobi

* iteracOes de Gauss-Seidel

* iteragOes SOR

* Minimizagédo

* iteragOes ADI

* iteragOes de Richardson

* iteragOes de Chebyshev

* Gradiente Conjugado (CG)

* Gradiente Conjugado Quadrético (CGS)

* Gradiente BiConjugado (BiCG)

« Gradiente BiConjugado Estabilizado (BICGSTAB)
* Residuo Minimo Generalizado (GMRES)

Abordaremos aqui somente 0s quatro primeiros.

Jacobi
E um método iterativo para a solucdo de sistemas lineares expresso, na forma
matricial, por:
x*1=MxK+c , k=012,...

ondeM=D1B, c=D1b, B=D-A. SendoD adiagona damatriz A. O método escrito
para cada elemento do vetor x apresenta a seguinte forma:

N
b — > ay Xj
XKL = J:;(i') L i=1..,N e k=012,...
i

Gauss-Seide

Este método € uma modificacdo do método de Jacobi, cujo principio é de usar os
novos valores de x tdo logo eles estejam disponiveis. Neste casoamatrizM = (D-L)1Ueo
vetorc= (D - L)1b, ondeD, L e U sdo as matrizes diagonal, triangular inferior e triangular
superior, respectivamente, extraidas da matriz A= D - L - U. O método escrito para cada
elemento do vetor x apresenta a seguinte forma:
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i—-1 N
b - Y a; x - Y a; x|
s =i+t i=1.. N e k=012
1 - 1 - ey — U, yrus
a;i

O método das sobre-relaxaces sucessivas (SOR - successive overrelaxation) é uma

variacdo do método de Gauss-Seidel pelaintroducéo de um fator de relaxacéo (w):
Xik+l _ Xik +® ()zik+l _ Xik)

onde %/** é proveniente do método de Gauss-Seidel. Tanto 0 método SOR, quanto o método

de Gauss-Seidel, ao contrario do método de Jacobi, dependem da ordem em que as equages
sS40 resolvidas.

A convergéncia destes métodos iterativos é caracterizada pela matriz de iteragéo, M:
xT=Mx¥+c , k=012,...

sendo convergentes se, e somente se, todos os valores caracteristicos de M possuirem valor
absoluto menor que 1. Uma condicdo suficiente para convergéncia é:

[M], <1

onde

N
M|, = mj'JIXZ‘mJ‘ norma 1 IM], = ZN:ZN:mf = Jtr(M -MT)  norma Frobenius
i1

i=1 j=1

N
M|, = mlale‘mj‘ norma oo
j=

Minimizacdo
A solucdo de sistemas lineares também pode ser obtida por técnicas de otimizagao,
através da transformacao do problema A x = b em:

S(x) = (Ax—b) T (Ax—Db)
ou S(x) = %XTA x—b'x no caso de A ser simétrica e positiva definida,

onde desgja-se encontrar X tal que S(X) € minimo.
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5.3 Sistemas tri-diagonais

Método de Thomas: Um caso particular, muito comum, de sistemas lineares, € 0
sistemactri-diagonal, que pode ser representado daforma:

ax,thx+cgx,=d, i=12..,n

onde a é a sub-diagonal, b € a diagonal e c é a super-diagona da matriz A, com X,=0 e
Xn+1 = 0 como condicdes de contorno. A solugéo deste sistema pelo método de Thomas tem a
forma:

Xy ="n
x:%_gxﬁ . i=nln2..,21
onde
ac, d-ayi, _
B, =h - e y, = —+—1H2L : i=23,..,n.
Bi—l BI
com g, =b ey _4
1 1 ﬂl

Para entendermos este procedimento, temos:
Primeira equagéo: bXx +cX =d,
Ultima equago: ax  +bx =d

C

Fazendo: >§=7i—?'>§+1 i=1---,n Xy =7n
. . d ¢ G
Pela primeira equacéo: =—1_ =y, ——X
X b q& X =7 5%
d,
Logo, p,=b ey, =—
B
Equacéo i: >q_1=%_1——;‘1 X; ax,+hx=d-cx,
i—-1
Cy
alrzia———% |[thx =d -cx,,
B
.G, _ d —-ay_ G
(h —h}q =(d -a7.1)-6%., = ldoar)
i-1 i

G
X =7 _E)hl
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ﬂi:{q_a"c'—lJ parai=2,---,n com B, =h

Bia
d —a7Yia : dl
yi=———— parai=2,---,n com y, =—
A y:
o .
X0 =7n &ZVi—E&l paai=n-1,n-2,--,1

Quando Xp €/ou Xn+1 Nd0 sdo nulos, isto € X, =A e X,, =B, a solucédo do sistema
aX ,+bX +c¢X,,=d, usando o principio da superposicdo, € expressa na forma
X, =%+ A-y, +B-z sendo x asolu¢éo do sistema apresentada acima (com X, = X,,, =0,

mas ax , +bx +cXx,, =d ) ostermosy; e z sdo solugdes das equacoes homogeneas com
condic¢des de contorno ndo-homogéneas:

(i) ay,_,+by +cy,,=0comy,=1ey,, =0,assimaprimeraequacdo seria

a-1+by +cy,=0=>y = %—%yz buscando uma forma recursiva da mesma forma
que na resolucdo anterior: y, = o, — © —VY.,, como y,,, =0, tem-se y, =35, € em vista de:
a &
Yo=Yl f=hed ==t
' bl bl o b, A

Yia=0,1— i in +8,0, 4, mas:

vy, assim: ay, +by, =(bi -q
Bia

i-1

ay, ,+by +cy,, =0 eidentificando: g =b —a, ; = py, =-89,,—CY,,, obtendo-
i-1

: o x a;0
se amesmaformarecursiva de determinagéo de 5, € 6, = ——

1 Deste modo:

:{q_%J parai=2,---,n com B =h

parai=2,--,n com &, = - &

| B By

Yo =0, €|y, =4 _%Yiu paai=n-1,n-2,-,1

,=0com z,=0e z,, =1, assmaprimeiraequacéo seria

(i) az_, +bz +cz

i+
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C .
bz +cz,=0=12z= _El z,, buscando uma forma recursiva da mesma forma que nas

~ : C C :
resolugdes anteriores. z =4, ——z,, como z , =1, tem-se: z, =4, ——- € em vista de:
i n
Cl i
Z1:_Ezz- p=b el =0.

Zi, = ﬂ’i—l_ﬁzi , assim: aizi—l+blzi :(bi - g Ein +aiﬂ“i—l’ mas.

i-1 i-1

az,+bz +cz,, =0 eidentificando: 5, =b —a, Ga p.z, =-a A ,—-cz, , obtendo-
i-1

_@&4

se amesma formarecursivade determinacéo de S, e 4, = . Deste modo:

ﬂ‘:[q_&j parai=2,---,n com S =h

Pia
A At paai=2---,ncom 4, =0= 4 =0 paai=1--,n
o :
Za=lje |z ==z, paai=n n-1i--1

Observe que as solugdes dos itens (i) e (ii) acima também podem ser obtidas
diretamente pelas relacOes recursivas do sistema original bastando fazer:

(I) d1 =-a1 Yo € di =0, i = 2,3,....,n
(i) d=-Cchzv1€d=0,i=12..n1

e considerar ambas as condigdes de contorno nulas (Xp = 0 e X+1 = 0), pois elas ja foram
embutidas em d; e d,, respectivamente. Ao final deve-se lembrar que yy € z,+1 S80 dados.

5.4 Método das substituicdes sucessivas para sistemas
nao-lineares

Similarmente ao caso monovariavel, o método das substituicdes sucessivas aplicado a
sistemas de equacdes a gébricas tem aforma:

X1 =G(x¥) , k=012,...
com critério de convergéncia também similar:

[60¢) - G0e)| < p[x* -x*| , 0<p<t
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Exemplo:

%
1+ X,

% =1-D,Cax exp[v ] =0, (X, %)

X, =B-al-%)=0,(x,%)

5.5 Generalizacdo do método de Newton-Raphson

A extensdo do método de Newton ao caso multivariavel implica na substituicdo da
derivada da funcdo f(x) pela matriz das derivadas parciais de F(X) com respeito a X,
denominada de matriz Jacobiana, J(X). Assim, o método de Newton-Raphson apresenta a
seguinte forma:

X9 = x —a(x'F®) |, k=012,...

(k)
onde J; (x*) = M A solucao do sistema linear resultante pode ser resolvido tanto por
i
métodos diretos como por métodos iterativos.
Uma modificacdo no método de Newton-Raphson € manter a matriz Jacobiana fixa

por um determinado nimero de iteracoes.
XD = ) _ a[J(x‘m’)TlF(x(k)) , k=012,...

onde m<k e O<a <1. O pardmetro a, que depende da iteracdo, € usado para compensar o
fato da matriz Jacobiana ser mantida fixa por algumas iteragdes. Obviamente, o = 1 quando
m= k.
Caso ndo se tenha disponivel a expressdo analitica da matriz Jacobiana, esta pode ser
obtida numericamente por perturbaces em F(X):
F(xY+05,e)-F(xY)
o

I

)Y ~
J; (X)) =

onde g é 0 j-ésimo vetor unitéario (vetor com valor 1 na posi¢do j e zero nas demais) e §; é a
perturbaggo na variavel x, por exemplo, § = &ws 0U &, = e -max(| x|, £ ., 1007¢),
onde &ps € a tolerancia absoluta para X e ¢ é a precisdo da maguina. A maneira usual de
construir esta matriz € o preenchimento coluna a coluna, ou sgja, ao perturbar a variavel |,
calcula-se o vetor das fungdes F(x™ +5,e,) e monta-se a colunaj damatriz. Por outro lado,
existem varios softwares disponiveis para obtencdo analitica da matriz, tanto por
diferenciacdo ssimbolica (MAPLE, MATHCAD, MAXIMA, etc.) quanto por diferenciacéo
automética que aplicaaregradacadeia (ADIFOR, ADOL-C, etc.).

A extensdo do método da continuacdo para sistemas de equactes algébricas segue o
mesmo caminho do método de Newton-Raphson.
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Lista de exercicios

1) O modelo estacionario do estagio i de uma coluna de absor¢do de prato, na qual ocorre uma
reacdo quimica irreversivel na fase liquida, € descrito pelas equacdes de balanco de massa
abaixo:

L-x ,+V-y,=L-x+V-y +H-k-x*parai =1, 2, ---,N (N: nlmero total de pratos)
L: vazdo molar dafase liquida;

V: vazdo molar dafase gés,

H: nimero de moles dafase liquidano prato i;

k: constante de velocidade da reacdo [tempo™];

x; . fracdo molar nafase liquida;

yi . fracdo molar nafase gés.

m- X

A relagdo de equilibrio entre as fases € dada pela expressdo: v, :1+oc->g .

Utilizando os seguintes valores das varaveis e de parametros. L = 40 kmol/h; V = 60 kmol/h;
H=20kmol: k=%h", m=0,75, o = 0,05 N =6; yo=0,254237 e x; = 0, as equacdes do
model o transformam-se em:

2 2 X :
— Y, | X+=Yy+—|+X,=0paai=1 2, 3, 4,5 6
3 Yia (’ﬂ 3 Y GJ X P 1
0,75-% :
onde y,=0,25 ; x,=0 e y=——— paai=1 2 3 4,5, 6.
Yo 7 Y, 140,05 x p 1

Para resolver este sistema, adotam-se inicialmente os valores iniciais que constituem a
solucédo do problema linear:

%-M(Oi—(x(°)+§-m(°)j+>g‘f{=O parai=1 2, 3 4,5 6

onde y\» =0,254327 ; x =0 e y©=0,75-x? parai=1 2,3, 4,5, 6

Este sistema por ser linear e tri-diagonal pode ser resolvido recursivamente resultando nos
valores:

X9 (0,168157
x© | | 0,082744
x© | | 0,040037
x© | ~| 0,018684
x© | | 0,008007
x© | | 0,002669

1a) Expligue sucintamente como estes val ores foram determinados;

1b) Para resolver o problema aplicou-se 0 método de Newton-Raphson ao sistema original,
indique abaixo como seria este procedimento indicando claramente a matriz Jacobiana
correspondente;
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1c) Como pode ser aproveitada a estrutura tri-diagonal da matriz Jacobiana no método
iterativo desenvolvido?

1d) Na Tabela a seguir apresentam-se os valores obtidos nas 3 primeiras iteracbes do
procedimento implementado em computador. Comente estes resultados!

Xi Chute Inicia Iteracdo 1 Iteracéo 2 Iteracdo 3

X1 0,168157 0,162553 0,162543 0,162543
X2 0,082744 0,078082 0,078072 0,078072
X3 0,040037 0,037362 0,037356 0,037356
X4 0,018684 0,017350 0,017347 0,017347
X5 0,008007 0,007422 0,007420 0,007420
X5 0,002669 0,002472 0,002472 0,002472

2) Em um conjunto de reagcdes quimicas, para determinar o nimero de reactes independentes
monta-se uma matriz composta pelos coeficientes estequiomeétricos das reacdes considerando-
0S como positivo quando o componente for reagente na reagao correspondente e como
negativo quando o componente for produto na reacdo (esta matriz se chama de matriz
estequiométrica). Assim para o conjunto de reacfes quimicas:

1°Reagio: 4NH3;+50, 4 NO +6H,0
2*Reagdo: 4NH3+30; S 2Ny +6H,0
3*Reagd0: 4 NHz +6NO S 5N, +6H,0
4*Reagio: 2NO+0; S 2NO;,
5*Reagdo: 2NO SN+ O,

6" Reagdo: N, +2 0,5 2 NO;,

A matriz estequiométrica correspondente a este esquema de reacdes é:

-6 0 4 0
-6 -2 0 O
-6 -5
0 O
-1 0 -1
2 0 1

= O W O

o o o &~ BN~ BN

6
2
2
0

O numero de reagdes independentes € igual ao posto (rank) da matriz A, sendo neste exemplo
igual a 3 (trés). Baseado nesta informacdo indique 3 reacdes do esquema apresentado que
sgjam independentes entre si, justificando sua escolha pelo célculo do posto da matriz
estequiométrica das reacdes escolhidas.
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3) O método de Gauss-Jacobi consiste em resolver de forma iterativa o sistema linear de

equacles: Y a;-x, =h parai = 1, 2, ...,n naforma:
=1

k-1 n
h-2> & x" -2 a-x"
= j

r+l) _ j=k+1

x¢ parai = 1, 2,...,n. Sendo x{"é o valor da varidvel x na
Qi
iterac@o r. Este procedimento tem a convergéncia garantida se: Z G <1 parai =1, 2, ...,n.
i1 | S
j#=k

Baseado nestas informagcbes descreva claramente um  procedimento iterativo,
inequivocamente convergente, resultante da aplicagdo do método de Gauss-Jacobi ao sistema
linear abaixo:

X+2-%+4-% =11

2:% =% =3
4-X+X+2-% =16

4) Uma coluna de absorcdo € composta por N estégios de equilibrio. As fases gasosa e liquida
percorrem a coluna em contracorrente, considera-se a fase gasosa composta de um gasinerte e
ndo solivel na fase liquida transportando um soluto a uma concentracdo y [massa de
soluto/massa de gés inerte] e a fase liquida é composta por um liquido inerte e ndo vol&til que
transporta 0 mesmo soluto a uma concentracdo X [massa de soluto/massa de liquido inerte]. A
relacéo de equilibrio de fases em cada estagio é suposta linear: y = K - x. Considerando que o
liquido alimenta a coluna isento do soluto e baseado nas suposi¢es chega-se as equacdes de
balango do soluto:

Estégio 1: 0—(1+a)- X, +a- X, =0
EStAgioi [i =2, ... N-1]: X, (L) X, + - X, =0
EstagioN: X, —(1+a) - X, +a=0

onde o =K % X, :i, G: vaz&o méssica de gas inerte (constante) e L: vazdo massica de

Yn
liquido inerte (constante).

4a) Mostre que a solucéo deste sistemallinear e tri-diagonal € expressa por:
X, =N .(O:IT:}J parai = 1, ..., N. Como removeria a aparente singularidade desta
expressao paraco = 1?

4b) Para uma coluna com 10 estagios [N = 10] desgja-se calcular o valor de a que faz com
que haja a remocéo de 90% do soluto da corrente gasosa, isto é desgja-se determinar oo que
corresponda a X; = 0,1. Deste modo o problema reduz-se a resolucéo da equagdo néo linear:

xlzoﬁ"{ “_11)=0,1 - al".(“—_ll)—o,l:o

11 11
a a
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Abaixo se apresenta o grafico de X; versus o,

0.2 T T

e

| |
0 0.5 1

lzk,sol

Aplicou-se a esta equacdo 0 método de Newton-Raphson obtendo-se os resultados:

chuteinicial = 0,8 chuteinicial = 1,5 chuteinicial = 0,4
iteragdo Ol iteragdo Ol iteragdo Ok

k k k
0 0,8 0 15 0 0,4
1 1,1704 1 0,9361 1 68,4705
2 1,0250 2 1,0294 2 -4,0824. 10°
3 1,0197 3 1,0197 3 DIVERGIU
4 1,0196 4 1,0196
5 1,0196 5 1,0196

Descreva o procedimento iterativo aplicado e comente os resultados apresentados, em
particular, explicando por que com chuteinicial = 0,4 o procedimento iterativo ndo convergiul.

5) Uma coluna de destilag&o de 3 pratos é operada de forma continua para destilar um mistura
binéria, segundo o0 esquema:

D,X4=X4
Condensado
[Estégio 4]

A

V|ys L, X4

[ Prato 3 ]

A
V] Y2 L.X3
'd " )
F. z Prato 2
(alimentagdo) |
A

\Y, Y1 v L+ F,X2

V Yo VL+ F.x1

Refervedor B, X8 = Xo
[Estéagio 0]
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Onde as composi ¢Bes acima se referem a fragcdo molar do elemento mais leve.
Considera-se esta mistura bindria com a volatilidade relativa constante, isto &

= P T

ouy, =—1——
o % +(1-%)

parai=0,1,2e3.

Os balangos molares do elemento mais volatil nos estagios sdo descritos por:

Refervedor (estagio "0"):

Prato 1:

Prato 2 (prato de alimentagdo): (1+ R)-(yz—yl)+(R+%j-x2— R X,

Prato 3:

Condensador (estagio 4):

(1+R)-(Ys—¥,)+R:(%—%,)=0

Y3_X4:0

Sendo: R = L/D: razéo de refluxo; V=(1+R).D: vazéo molar do vapor.

Além destes balancos tém-se os balangos globais:

B+D=F
B-x;+D-x;=F-z

Sendo: Xg = Xp € Xp = Xa.

Sabendo-se que F = 100 kmol/h e z= 0,5, considere os dois problemas:

5a) Dados D = 80 kmol/h e R = 5 calcular as vazbes molares B, L e V e as composi¢cdes
internas da colung;

5b) Dados xp = 0,8 e xg = 0,25 calcular as vazbes molares D, B, L, V e R e as composi¢des
internas da coluna.

Descreva de forma detalhada os procedimentos numéricos que deveriam ser implementados
para resolver cada um dos problemas, enfatizando em sua descricéo as condi¢Oes iniciais a

serem adotadas.

Abaixo se apresentam o0s resultados convergidos aplicando procedimentos numéricos

adequados:

Problemaa: B =20 kmol/h; L =400 kmol/h eV = 480 kmol/h

i 0 1 2 3

Xi 0,009 0,034 0,117 0,292
(produto de fundo)

Yi 0,035 0,122 0,347 0,623

(produto de topo)
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Problemab: D = 61,538 kmol/h; B = 38,462 kmol/h; L = 489,721 kmol/h; V = 551,26 kmol/h
eR=7,958

[ 0 1 2 3
Xi 0,020 0,072 0,222 0,500
(produto de fundo)
Vi 0,075 0,236 0,533 0,800
(produto de topo)

6) No sistema hidréulico abaixo, uma bomba centrifuga é utilizada para transferir liquido de
um tanque a outro, estando os tangues no mesmo nivel

P1 ps3
P2 , Q

A bomba eleva a pressdo do liquido de p; (pressdo atmosférica) a p,, mas ocorre uma perda de
carga na tubulacdo que liga os dois tanques e a pressdo na saida da tubulagdo cai para ps
novamente a pressao atmosférica.

A elevacdo da pressdo devido & bomba centrifuga é dada por sua curva caracteristica e é
expressa por:

p,-p=a-b-Q”
Sendo a e b constantes caracteristicas da bomba e Q a vazdo volumétrica.

A perdade carga natubulagdo é expressapor: p,— p, = 8f“"nzp—|;5Q2
Sendo:

fu : fator de atrito de Moody do interior da tubulacdo (suposto constante);
p : massa especifica do liquido;

L : comprimento da tubulacéo;

D: didmetro interno do tubo.
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Calcule avazéo de liquido e a pressdo na saida da bomba nos dois casos abaixo:
Dados 1 Dados 2

D (polegadas) 1,049 2,469
L (pés) 50,0 210,6
fu (adimensional) 0,032 0,026
a, ps 16,7 38,5
b, psi/(gpm)** 0,052 0,029

Resolver o problema para os dois conjuntos de dados e para os dois liquidos. (a) agua: p =
62,4 |by/ft> ; (b) querosene: p =51,4 Iby/ft’.

7) Na realidade o fator de atrito de Moody no interior da tubulacdo € funcdo do nimero de

Reynolds, Re= D-p-U nge U:Lz: velocidade média no interior do tubo e p:
[ n-(D/ 2)
viscosidade do liquido, e da rugosidade interna do tubo em acordo com:
64

i) ParaRe< 2000: f,, =—:
() v = Re

(ii) ParaRe > 2000, o valor de fy € solugdo da Equacéo de Colebrook expressa por:

L pjogl %, 258
N 37-D Re/f,

onde ¢: rugosidade interna do tubo;

D: didmetro interno do tubo.
Um bom chute inicial para essa equacdo € a equacao de Blassius expressa por:
fym =0.316- Re 0-25 que é valida paratubulagtes lisas (¢=0) e escoamento turbulento.

Refaca todas as situagdes do problema 1 com essas novas consideragoes.

8) As principais reagdes que ocorrem na producdo de gas de sintese através da oxidagdo
parcial do metano com oxigénio sdo:

CH4+ %0, —>CO+2H,
(_
CH4+H20—)CO+3H2
&
H,+CO, »>CO+H>0
&

Calcule arelacéo entre as vazdes molares de oxigénio e metano na alimentacdo de um
reator de gas de sintese operando adiabaticamente, tal que a temperatura de equilibrio da
mistura no interior do reator sgjaigua a 2200°F. A press3o de operacdo do reator €igual a 20
atm e atemperatura de entrada dos reagentes € igual a 1000°F.
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Considerando o comportamento da mistura reacional como ideal as seguintes relagdes
de equilibrio prevalecem:

2 3
Reacdo 1. K 1:%0—%51,3.1011 Reacdo 2: K 2:MEL7837~105
cn, * Po, Pe, * Ph,o

Reag0 3: K =+ Pro _ 5 gosg

pco2 ) pH2
Sendo: Peo; Peo, : Phjo : Pu, Peu, e Po, SA0 as pressoes parcials, respectivamente, do CO,
COz, Hzo, Ho, CH4 802.

As entalpias dos diversos componentes envolvidos no processo a 1000 e 2200°F estdo listadas
abaixo:

Componente H 1000° F H 2200°F
(BTU/Ibmol) (BTU/Ibmoal)
CH, -13492 8427
H,0 -90546 -78213
CO, -154958 -139009
CO -38528 -28837
H> 10100 18927
O, 10690 20831

Uma quarta reagdo quimica também ocorre a altas temperaturas.

Reacdo 4. C+CO, »2CO =K 4='D#2051329,5
< ac " Peo,

ac é aatividade do carbono no estado solido (seu valor pode ser considerado como unitario).
Considerando em primeirainstancia ainexisténcia da reacdo 4 e as seguintes variaveis.
X1 : numero de moles do CO no equilibrio/mol de CH4 na aimentacéo ;
X2. nimero de moles do CO; no equilibrio/mol de CH4 na alimentacéo ;
X3 : numero de moles do H,O no equilibrio/mol de CH4 na alimentacéo ;
X4 : himero de moles do H; no equilibrio /mol de CH4 na alimentacéo;
Xs. himero de moles do CH4 no equilibrio /mol de CH4 na alimentac&o;
Xs. NUmMero de moles do O, na alimentacdo /mol de CH,4 na alimentacéo;
X7: nimero de moles total dos produtos /mol de CH,4 na alimentagéo.

Devido ao valor elevado da constante de equilibrio da primeira reacdo, pode-se
considerar como se todo o oxigénio alimentado ao sistema fosse consumido, isto & Po, =0,

com consideracéo os balancos de massa de cada elemento quimico presente e o balango
de energia conduzem ao sistema de equagoes:
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Balango de oxigénio: 2-X, =X +2- X, + X,

Balango de hidrogénio: 4=2-X,+2-X, +4- X,

Balanco de carbono: 1= x + X, + X

Balanco global do produto: X, = X, + X, + X, + X, + X

Equilibrio dasegundareagdo: P2, - % - X =1,7837-10° - X, - X, - X

Equilibrio daterceirareagdo: x - X; = 2,6058- X, - X,

Balanco de energia:

—28837- x, —139009- X, — 78213- X, +18927 - X, + 8427 - X, = —13592 +10690- X,

Resolva este sistema de equacdes algébricas.

2 2 _
Ap6s resolver o sistema calcule: K =— P~ Fow % coma. =1. Se K>K, =1329,5 ha
a - pco2 X %
possibilidade de formacdo de carvéo solido no interior do reator, caso contrério tal ndo ocorre.
Verifique qual das possibilidades preval ece!

9) Refaga 0 problema 3 considerando a possibilidade da primeira reacéo néo ser completa,
isto é, considere a possibilidade de haver oxigénio ndo reagido no produto.

10) Considere o sistema hidraulico esquematizado abaixo:

Tubo D
Tugo C L) Tubo E

As pressdes p; € ps nos pontos @ e ©® podem ser consideradas como iguais a pressao
atmosférica. As equagdes que descrevem o escoamento em cada trecho do sistema séo:

Ponto dejungiio @ : Q. =Q, + Q.

BombaA: p,—-p =0,-B,-Q%;BombaB: p,—p=0;—Bz Q]
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fM'p'Lc'Qé

2 5
n°- Dy

fup-Lp-Qp
n*-DJ

Perdadecarganotubo C: p,—p, =8-

Perda de cargano tubo D: p,—-p, =8:

fyp-Le-Q
D2

Onde z -z, =70- ft (elevagdo datubulacéo) , fu = 0,02792, p = 62,43 Ibn/ft2 (Agua),

Perdade carganotubo E: p,— p;+p-9-(z—-2)=8

p1=ps=1,00atme

Bomba oA Ba

(psia) psi/(gpm)?
156,6 0,00752

B 1171 0,00427

Tubo D L

(inch) (feet)

C 1,278 125

D 2,067 125

E 2,469 145

Calcule py, ps, Ps, Qc, Qo € Qe

11) Resolva o sistemallinear abaixo:

3 2 0 0 0 0 O0)\(x) (1
3 -4 1 0 0 Of|lx]| |2
0 1-2 1 0 0 0f|x]| |3
0 0 4-6 2 0 0{x]|=|0
0 0 0 2 6 4 O||x]| |3
0 0 0 0 1-2 1||x]| |2
0 0 0 0 0 3 -4)(x) (1

12) Resolva a equagao de diferencas:

u.,+4i-u,+u =i paai=1 2, 3...,ncomy =0eu,,=1.
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Resolvaparan=4,5e6.

13) O modelo estacionario do estagio i de uma coluna de absorcédo de prato é descrito pela
equacao de balanco de massa:

L-x,+V-y,=L-x+V-y paai=1 2, ...,N (N: nUmero total de pratos)

L: vazdo molar dafase liquida;

V: vazéo molar dafase gés,

xi . fracdo molar nafase liquida;

yi . fracdo molar nafase gés.

Sabendo-se que arelagdo de equilibrio entre as fase € linear e dada pela expressao:

yi = m. X, sugira um procedimento iterativo para resolver este sistema conhecendo-se: L, V,
m, Yo € Xn+1. Parailustrar seu procedimento adote: L = 40; V = 65; m=0,72; N = 6; yo = 0,25
e xz =0.

Avalie 0 que ocorre com as composi¢des de saida [x; e yn] quando N tende ainfinito.
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