EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 7

Problemas de Valor Inicial para Equacdes
Diferenciais Ordinarias

Muitos problemas em modelagem de processos quimicos sdo formulados em termos
de equacdes diferenciais. Estas equacdes diferenciais descrevem a relacdo entre uma fungao
desconhecida (varidvel dependente) e suas derivadas em relacdo a variaveis (varidveis
independentes), quando ha apenas uma variavel independente a equagdo diferencial
correspondente ¢ ordindria e caso haja mais de uma varidvel independente a equagdo
diferencial ¢ parcial. Os problemas de equagdes diferenciais ordinarias (EDO) ou de sistemas
de equagdes diferenciais ordinarias classificam-se em dois tipos:

(a) Problema de Valor Inicial: quando todas as condigdes iniciais do problema sdo conhecidas
no valor inicial da variavel independente;

(b) Problema de Valor de Contorno: quando algumas condi¢des sdo conhecidas no valor
inicial da varidvel independente e outras no valor final da varidvel independente.

A seguir, apresentam-se dois exemplos de cada um desses problemas:

(1) Um tanque de armazenamento de 4gua apresenta uma area de segdo transversal de 3,0 m*
em sua saida est instalada uma valvula cuja equagio caracteristica é: q=8-+h sendo g: vazio
volumétrica em m*/h e h: altura de 4gua no tanque em metros. Sabe-se que a altura normal de
operagao do tanque ¢ 4,0 m. Simule a partida da operacdo do tanque inicialmente vazio, isto ¢
h(O): 0 e vazdo de alimentagdo do tanque: Q =8-,/hyeracz0 =16 m’ /h.
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Qu(t)

V()

AR
Qa(t)

Resolucdo: A equagdo diferencial (ndo-linear) que devemos resolver é:
dlh(t
3% ~16-8-,/h(t), sujeita a condigdo inicial: h(0) = 0.

Quando o tempo t tender ao infinito o tanque opera em um estado estacionario no qual:

d| h(t )

% =0, assim: 16-8-,/h, = hg =4,0 m, que ¢ altura de operagdo final do tanque.

Para resolver este problema adotou-se um procedimento integrador do MATHCAD chamado
Runge-Kutta adaptativo. Esse procedimento seleciona automaticamente o passo de integracdo

que satisfaz um critério de precisdo em acordo com a tolerancia pré-especificada.

Na EDO que devemos resolver a variavel h ¢ a variavel dependente do problema e o tempo t é
a variavel independente. O pacote integrador necessita da especificagdo do valor inicial da
variavel dependente, isto é: h(O) que no exemplo ¢ igual a zero (tanque vazio no inicio), dos
valores inicial e final da varidvel independente, isto ¢é: valor inicial do tempo ¢ zero e o valor
final do tempo deve ser estimado. Para se ter uma idéia do tempo necessario para encher o
tanque calcula-se inicialmente o tempo que levaria para o tanque encher se a valvula na saida
estivesse fechada, este tempo seria:

\V 4.3 . . . .
%:K:OJS h, sabe-se assim que o tempo real seria superior a este valor. Os seguintes
2

valores sdo adotados para o tempo total de simulagdo: 2, 4, 6, 8, 10 e 12 horas.

Abaixo ¢ mostrado o programa em MATHCAD que aplica o procedimento.
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iy o 16 — 8-/ [xo
TOL = 10 Toleréncia adotada D(t,x) = — Xp =0
tfinal =2 X := Rkadapt (x ,0, tfinal .1, D) Xl, 1 =3.182
tfinal = 4 X:= Rkadapt (X , 0, tipal- 1, D) Xi,1=3793
tfinal = 0 X := Rkadapt (x .0, tinal- 1 D) Xi,1=3.946
Yfinal = 8 X:= Rkadapt (X, 0, tfing)» 1,D)  Xi,1 = 3.986
tfinal = 10 X := Rkadapt (x L0, tinals 1 D) X1 =3.99
tfinal = 12 X:= Rkadapt (X » 0, tipal- 1> D) Xy, 1=3.999
X := Rkadapt (X, 0, tfiyq» 100, D)
h versus t
4 I

[%2]

<

-aq—-) . i 3

g altura final: Xi00,1=3999 m

5 tempo final : tinal=12 h

=

<

0 : ;
0 5 10
X(o)
tempo em horas

(2) Deseja-se calcular a distribui¢do de temperatura em uma aleta fina de se¢do retangular,
conforme mostrado na figura abaixo:

Fluido a temperatura : ;f

L A

B
w T(z)

D

Considerando desprezivel a transferéncia de calor através das areas laterais da aleta e
considerando também a transferéncia de calor na aleta apenas por condugdo, tem-se o balango
de energia:



4 7. PROBLEMAS DE VALOR INICIAL PARA EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

2
ddT—gz)zﬁ[T(z)—Ta} para 0 <z <L.
Z .

Sujeita as condi¢des de contorno:

CC1: condicao de contorno na parede: T(0)=Ty;

CC2: condicao de contorno no final da aleta: de—(Z) =0

z
z=L

Sendo B: a semi-espessura da aleta, h: o coeficiente convectivo de transferéncia de calor ¢ k: a
condutividade térmica do material da aleta.

Resolucdo: A equacdo diferencial e as condi¢des de contorno do problema podem ser
reescritas em termos das variaveis € parametro adimensionais:

. [h.12 d?0(x
x=2 ;e(x)=T(Z) Ta e a= h-L , resultando em: ( )=a2~e(x),paraO<X< 1.
L Ty —Ta k-B dx?

Sujeita as condi¢des de contorno:

CC1: condicao de contorno na parede: 6(0) = 1;

do(x) 0.

dx

CC2: condicao de contorno no final da aleta:

x=1

Para resolver numericamente este problema de valor de contorno, vamos transformar a
equacao diferencial de segunda ordem seja em duas EDO’s de primeira ordem, definindo:

dy,

0 0
Yy
y=|de =[y°]:>d—y: dx | _ ;' |, comyg(0) =1ey(1)=0.
— Y| dx dy, a’ Yo
dx o

Deve-se entdo buscar o valor de y;(0) < 0 que conduza a y;(1) = 0.

A seguir ¢ mostrado o programa em MATHCAD que aplica o procedimento de busca de y,(0),
considerando o parametro o = 2.
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ToL:=10"? Tolerancia adotada
Y1 1
o =2 D(x,y):=|D«| (Vinicial) = | « i
a2yo Ydinicial
5 X « Rkadapt(y,0,1,1,D)
f« X1,2
f
Yyl =l f(yLi i ia) = 3.492 _, =
inicial ( |n|0|al) Ylinicial ~—VOOt(f(ylinicial)’ylinicial) Ylinicial = ~1.928
1
= X:=Rkadapt(y, 0, 1,100, D) X100, 1 = 0.266 X100,2 = 8.833x 107 1
Ylinicial

teta versus x yl versus x

1 T 0 T

<
§ X(l) = — = X(z) -1 —
00 OIS 1 :
. 0 0.5 1
(o)
X X<0>
X X

Através de uma redefinicdo apropriada das varidveis dependentes do problema, ¢ sempre
possivel representar uma equagdo diferencial ordinaria de ordem n através de um sistema de n
equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Seja uma EDO de ordem n da forma:

n 2 n-1
d"x(t) g t,x(t),dx(t) ’d x(t) d x(t)
dt” dt  dt’ dt"!
x(0) =X,
0 -
at |, "
sujeita as condi¢des iniciais: .
m e X(nfl)
dt™! 0
t=0

Adotando as novas variaveis dependentes:

o (0)-x(0) s
S| ss,
o-LX0= (090,

o (1) = d:j:nx_ft) a0 d”dfn(‘) _ [;,xl ()% (6)+% (1)]
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Este sistema de EDO’s pode ser representado em termos matriciais na forma:

d);(tt) =f[t.x(t)] sujeito a condigdo inicial: x(0)=x,
X (t) X (t)
onde: x(t)= Xz:(t) e fltx(t)]= x3§t)
X, (1) FLEX (8)% (8) % (1) ]

Em muitos exemplos de dindmica de processos quimicos esta representacdo matricial surge
naturalmente ao aplicar as leis de conservacao de massa, energia e quantidade de movimento,
como no exemplo abaixo.

Exemplo: Dinamica de um reator de mistura perfeita ndo-isotérmico.

W,C (1), T (t)

UA

vV, C(ty, Tt
t)

/CO, TV
Considerando que ocorre no interior do reator uma reacdo em fase liquida, exotérmica e
irreversivel de ordem m, tem-se os balangos:

E
Balango do reagente no interior do reator: V dCd—ft) = ﬂ[co (t)-C(t)]-k e TV -Tc(t)]"
p

Balango de energia no interior do reator:

Vpcp deEt) =Wep [Ty (1) =T (1) ]+ e RT( .[c(t)]’“ [_AHreaQéo]—UA[T (t)-Tq (t)]

Balanco de energia no interior da camisa de refrigeragao:

dTe (1)

dt

VrPrCp R =WrCp [TR,O (t) —Trs (t)] +UA[T (t) _-FR (t)]

Considerando, por simplicidade, que o valor médio na temperatura no interior da camisa ¢ a
média aritmética entre a sua temperatura de entrada e a de saida, isto é:

-F _ TR,o _TR,s

R T Tro —Trs = 2|:TR,0 —T_RJ , resultando assim em:

VaprCor dT;—t(t) = Mg [Tr (1)~ T (6)] + UA[T (0)-T (0]

Ou, dispensando-se o sinal de valor médio:

dTg (t)

VrPRCp R T 2WrCp g |:TR,0 (t)_TR (t)J +UA[T (t)_TR (t)]

Estas equagdes podem ser reescritas em termos das seguintes varidveis adimensionais:
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t C T T, C T Tr
= vV /W ;X=—C ;sz ;szTR ;onco ;yozTO YR, =-|—'o
p ref ref ref ref ref ref

originando os seguintes parametros adimensionais:

_ _AH PRVR
m-1 B E _B_Cref( ) S = UA e = UA ( AWR)

Da=k,|C e s y= B= ; AR =
0|: o :I ! R-Tret PVCPT ret W-cp " 2Weg CpR c R :pV—,
"l

resultando nas 3 equagdes diferenciais:

1
. . . dX(T) _ B B ' _y{m_l} ) m
Balanco do reagente no interior do reator: =[%(t)-x(t)]-Da-e [x(1)]

Balanco de energia no interior do reator:

y(t)]+B-Da-e L’T }[x ] A y(t)-yr (7)]

Balango de energia no interior da camisa de refrigeragao:

w20 [y () v (0] 2 [y(0) i (2]

Sem perda de generalidade, serdo consideradas nestas notas equagdes diferenciais
ordindrias escalares da forma:

dx(t)

dt

= f[t,x(t)] parat>t,, sujeita & condigdo inicial: X(to) = Xo (1)

Sendo o objetivo a determinagao dos valores de x(t) no intervalo to <t < tfinal.

Para esta equagdo apresentar solugdo e esta ser unica é necessario que a fungao f(t,x)
: Iyl ’ . . *

seja analitica ou continua segundo Lipschitz . Nos exemplos a serem apresentados a
existéncia e unicidade de solugdo serdo sempre garantidas.

A solucdo exata da equagdo (1) ¢ uma curva no plano (t, X) que passa por (tp, Xo) € a

~ o r . N .

solucao numeérica do problema ¢ um conjunto de pontos [(ti U; )]i_o ,com Up = Xp € Ui para 1> 0
¢ uma aproximag¢ado de X(tj). Note que a solu¢do numérica do problema ¢ apenas um conjunto
discreto de pontos, e nada ¢ dito sobre seus valores entre esses pontos.

Para distinguir da solucdo exata do problema (1) ¢ também considerada uma terceira
variavel y(t) que € a solucdo exata do problema no intervalo: t;.;< t <tj a partir da condi¢do no
inicio do intervalo: y(ti.;) = Uj.j, isto &, Y(t) € solucdo de:

ay()

m [t.y(t)] parat, <t<t; sujeita a condigdo inicial: y(ti.1) = Ui (2)

Desse modo, ha dois erros da integragdo numérica de (1):

" f(t,x) é continua segundo Lipschitz se existir uma constante real K > 0 tal que para qualquer X;(t) e
Xa(t) tem-se || (t,x) - f(t.x)], <K[x®-x®) .
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(a) Erro por passo: (ou erro local) é o erro da integracdo numérica de (2) no final do intervalo,
isto €, t =1, assim: e, ()= y(t)-U;;

(b) Erro global: ¢ o erro da integracdo numérica de (1) no final do intervalo, isto é, t = t;,

Nas figuras abaixo representam-se as solugdes exatas e numéricas € o erro numerico:

I
0.2 0.05[ .
x<te.\
U
X(t.] — u.
w01 J<,1> !
0 : |
0
0 2 4 0 ) 4
te.,t.
)1 ti
Linha cheia: solugdo exata Erro Global da integracdo numérica
Pontos: solugdo numérica solu¢do exata - solugdo numérica

Quando a fungdo f da equagdo (1) ndo depende explicitamente de t diz-se que o
sistema ¢ invariante com o tempo, podendo-se sempre adotar ty = 0, o que equivale a
considerar como variavel independente o tempo transcorrido a partir de tp, isto é a nova
variavel independente € (t —1p).

Os métodos numéricos de integragdo de EDO’s podem ser classificados de diferentes

formas. Classificando-os quanto a dependéncia a valores anteriores da varidvel independente
tem-se:

(i) Métodos de Passo Simples: quando o valor da varidvel dependente no final do intervalo
depende apenas do valor no inicio do intervalo. Assim, se 0 método ¢ de passo simples, tem-

s€: u; = Q[ti (tics Uiy )],

(i) Métodos de Passos Multiplos: quando o valor da variavel dependente ndo depende apenas
do seu valor no inicio do intervalo, mas também de intervalos anteriores. Assim, se o método
¢ de passos multiplos, tem-se: u; = g[t,(t,Ui ) (62U ) o (tim i) ] -

Esses métodos também podem ser classificados como explicitos ou implicitos caso o
valor da variavel dependente independa ou dependa, respectivamente, dela mesma. Entdo
para:

- método de passo simples e explicito tem-se: u; =gt (t .U ) ];

- método de passo simples e implicito: u; =g (u;.t).(t i) ]

- método de passos multiplos e explicito: u; = g[t,(t Uiy ) (to.Uis ) o(timUin )]

- método de passos multiplos e implicito: u; = g[ (t.u;),(t .U ) (o i o) (bm i) |-

Note que nos métodos implicitos deve se associar ao algoritmo de integragdo um
algoritmo de resolugdo de equagdes nao-lineares (geralmente o método de Newton-Raphson),
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desse modo o processo de integragdo torna-se mais lento demandando a cada passo de
integragdo o computo (analitico ou numérico) da matriz jacobiana do sistema, necessaria a
aplica¢ao do método de Newton-Raphson.

Os métodos podem também ser classificados como de passo fixo quando t; = i-h,
sendo h o intervalo de integrag@o, e de passo variavel quando t; =t;_, +h;, isto é o intervalo de
integragdo h varia com i. Os métodos de passos variavel sdo, via de regra, mais eficientes e
robustos, demandando entretanto que ao algoritmo de integragdo seja acoplado um algoritmo de
selecdo do tamanho de passo que € geralmente de natureza heuristica. Nos métodos descritos a
seguir, considerar-se-4, por simplicidade, o intervalo de integragdo como constante, havendo
ao final do capitulo uma leve mengao aos algoritmos de selegdo de passo, assunto este que
foge ao escopo do presente curso.

7.1 Métodos de Euler

Este ¢ o método mais simples e antigo utilizado na resolugdo numérica de EDQO’s,
podendo ser interpretado de trés formas distintas, na integragao de (2).

dy(t) _ uj—uj
d¢ h

considerando-a igual a seu valor no inicio do intervalo (método explicito) tem-se:

dy(t) uj—uj_ . .
}:1(‘( ) ~ 1 " =l f[t-_l,ui_l] , resultando no procedimento recursivo:

(a) Diferencas Finitas: aproximando a derivada continua na forma:

_ tfinal —to

u; =0 +hf[tl—1’ul—1] parai=l, 2’ s n "

com Up = XO

(b) Aproximacao Linear de x(t): neste caso em vista de no inicio do intervalo:

dy(t
y(ti.)=ui; e % = f[ti_l , ui—l] , aproxima-se y(t) no intervalo pela reta:

ti1

y(t) = u;_ + f[ti_l,ui_l]-(t - ti—l) parat; | <t<t;=t;_;+h,assimem t; tem-se:
y(tj)=u; =u;_ +f [ti—l U ] -h, resultado analogo ao anterior e que pode ser interpretado
graficamente na forma:

y(®)

i-1 i

(c) Por Integracdo Retangular: a integragdo de membro a membro de (1) de ti.; a t; resulta em:
t.

1

y(t)) =uj_ + I f[t, y(t)]dt, considerando no integrando que:

tiq
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t

flt,y(®] = f[ti-p,ui]= [ £t y(0]dt = h-f[t;_1,u;], resultando em:
ti

y(ti) = uj = uj_y +heflti g, ui ],

Este procedimento pode ser representado graficamente por:

/

| _—7area= h. [t o ]

ft,y(®]

flt v, ]

t h t !

i-1 i

Deste modo o método explicito de Euler pode ser expresso, independente de sua
interpretagdo, pelo algoritmo recursivo:

. t final — t
u; :Ui—l-i-h-f[ti_l,ui_l] par31:1’ 2, -, n:% comug = X (3)

Exemplo Ilustrativo: Aplicando o método explicito de Euler a EDO de primeira ordem, linear
e homogénea:

t . . —at . .
% =—a-x(t) ondea>0ex(0)=1, cuja solugdo analitica é: x(t)=e at " identificando:

flt,x(t)] = —a - x(t), tem-se de (3):

u; =uj1 —h-a-ui_l =[1—a-h]-ui_1, comup=1.

como [l — a - h] é constante, tem-se: u; = [1— a-h]1 parai= 1, 2, ---, que € uma progressao

geométrica de razdo [1 — a - h] e primeiro termo = 1, deste modo este procedimento s6 serd
convergente se: |1 -a- h| < 1, havendo pois 3 possibilidades:

2 . o
I-a-h<—-1= h>—:nao convergente e oscilatorio;
a

2 o
—-1<1-a-h< 0= —<h<— :convergente e oscilatorio;
a a

1 o
0<l-a-h<1= h<— :convergente e ndo-oscilatorio.
a

Note que como h > 0 nao ¢ possivel 1-a-h>1=a-h<0, pois se considerou a > 0, isto s

ocorreria se a < 0 quando a propria solugdo analitica aumentaria também monotonicamente
com t.

Estas trés possibilidades sdo ilustradas nas figuras abaixo:
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11

My o :

/

\
u(j3,h3) 3 '
-5 2

t,jl-hl,j2h2 t,j3h3
Fig:1- Curva cheia solucdo analitica Fig:2- Curva cheia solugdo analitica
Losangos: h < 1/a Curva pontilhada h > 2/a

Quadrados: 1/a<h<2/a

Caso no procedimento acima a derivada de x(t), na interpretagdo do método por diferencas

finitas, fosse computada no final do intervalo ter-se-ia:
dy(t) _uj—uj
d¢ h

=f [ti , ui] , resultando no procedimento recursivo implicito:

t -t
uj =uj_y +h-fltj,u;] parai=1, 2, ---,nZ% (4)

este procedimento ¢ o método de Euler implicito que demanda, em cada intervalo de
integracao, a utilizagdo de um algoritmo de resolugdo de equagao nao-linear.

comug = X()

Exemplo Ilustrativo: Aplicando o método implicito de Euler a mesma EDO do exemplo
anterior, tem-se:

U =Uu —h-a-ui, comup=1.
devido a natureza linear do problema ¢ possivel, e apenas neste caso, explicitar o valor de u;,
na expressao acima resultando assim em:
ui_
u; ==l comug=1.
l+h-a
ou seja u; = - <1 paratodoi>0, deste modo este procedimento ¢ sempre
1
(1+h-a)

convergente e nao-oscilatdrio para qualquer valor positivo de h. Com isto caracteriza-se a
robustez do método que ¢ sempre estavel. A seguir compara-se graficamente a solucdo

analitica do problema com a solugdo numérica, pelo método de Euler implicito para dois
valores de h.
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x<ti>

u(jl,h1) 0.5
o

u(j2,h2)
X

t,jl-h1,j2h2

Curva continua: solu¢do analitica
Quadrados: solu¢do numérica com h = 0,5/a

x: solu¢do numérica com h=2/a

Para caracterizar a precisdo do método assim procede-se:

(1) expandindo y(t) em torno de ti.; com y(ti.;) = u;.;, tem-se:

dy(t) 1d?y(t) 2 1dy( 3
ty=u,_q + (t—t_q)+— t—t )" +——= (t—t._)+
YO =ui = ) (t—ti1) 2 42 (t—ti1) T (t=ti1)
i—1 tl—l tl—l
2 offt, y(t offt, y(t
- dY(t)=f[t,y(t)]; d*y(t) _ offt, ¥( )]+f[t’y(t)]. [t, y( )];
dt dt? ot oy
3 oflt, y(t oft, y(t o2 1t y(t o2 1t y(t
d”y(t) _ d | offt, y( )]+f[t’y(t)], [Ly®] | _ 71t ¥( )]+2f[t’y(t)]' [t, y( )]+
dt> dt ot oy ot2 Otdy
2
2 07 f|t,y(t)| | Of[t, y(t) of[t,y(t)| | of|t,y(t)
+fty(®] " [ ; ]+ [ ]+f[t,y(t)]- [ I ofl ]
By ot oy oy
em vista de em t = t;.; ter-se y(t) = ui.;, € adotando a notagao simplificada:
of of 0% f 0%
f t._ , Ui =f._ ’ _ = i ; _ = i ’ _ = i ’_ :f s ’
( i-1-U4 1) i—1 ot . t,i—1 5}’ . y,i—1 8‘[2 tt,i—1 8}/8'[ yt,i—1
i-1 tie1 tiog tiog
€ o't f tem-se:
2 = lyy,i-1> -S¢.
oy tiq
dy(t) 0
T =Li-1 > B = 1t,i-1 i-1"ty,i-1>
dt t dt b
a3yt 2
P = fyi + 2651 fiyion +{fis1} 7 - fyyint +[ft,i—1 +1i 'fy,i—1]'fy,i-1,

ti g
resultando finalmente para t = t;:
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h? :
y(ti)=uig +hefiy +7[ft,i—l +fio 'fy,i—1]+
(5
L 2 4]
§+?<ftt,i—1 +2f5 1 fiyicn +{fis1} 7 - fyyiot +[ft,i—1 +1i 'fy,i—I]'fy,i—1>+ 9[11 ]

onde 8[h4] designa termos de ordem igual e maior que h*.

(1) Método de Euler explicito: u; =u;_; +h~f[ti_1,ui_1], reproduz a expansao (5) apenas
até o termo em h, isto é o erro local contém termos de ordem igual ou superior a h%, que pode
<C; ‘h? com C>0.

ser representado pela notagdo: erropasso(ti) = S[h2 ] ou ‘ CITO 550 (ti)

Método de Euler implicito: u; =u;_; + h~f[ti , ui] , expandindo o termo f[ti , ui] em série de

Taylor em torno de [ti.;,ui.1], tem-se:

of(t,u) of(t,u)
— At =t ) +— “(u;—u;_q), mas t; — ti.,; = h,
ot C ( i 1 l) 3 i ( i i l) 1

logo  fltj,uj]=fiy +f i -h+fy;y-(uj-uj), resultando finalmente  em:

f[ti,ui] = f[ti_l,ui_1]+

~ 2
u; =Uui_ +h'fi_1 +ft,i—l -h +fy,i—1 -(ui —ui_1)~h

a expansdo de u; em vistade comh =0 > uj=u;; é u; =u;_;+a;-h+a, -h2+---, assim:

uj_1 +a; -h+a2 ‘h2+"'E ui_q +h'fi_1 +ft,i—1 'h2 +fy,i—1 -(al -h+a2 'h2+"')'h=

2 o
=uj_ +fi 'h+[ft,i—1 +ay 'fy,i—l]'h =ay =1y jay="f i1 +fi1-fy;q

que reproduz a expansdo (5) apenas até o termo em h, isto é o erro local contém termos de

ordem igual ou superior a h%, que pode ser representado pela notagio: erro passo (t i) = S[h2 ] .
Desta forma, os dois métodos de Euler apresentados (implicito e explicito) apresentam

o erro local de mesma ordem, ambos sdo de segunda ordem por passo.

Para avaliar o erro global assim procede-se:

Primeiro passo: o primeiro passo ¢ o unico passo de integragdo no qual o valor inicial
utilizado € o exato, assim neste passo, € apenas neste, y(t) = x(t) resultando em:

‘epasso(tl)‘ :|Y(t1)_ul| :|X(t1)—u1| <C; -h2

Segundo passo: ‘epasso (tp )‘ = |y(t2 )— u2| <C, -h?

=[y(t;) - u;| < C;-h?

1’ésimo passo: ‘epasso (t;)
= . _ 2
n’€simo passo: ‘epasso (tn)‘ = |y(tn) —un| <C,-h

Desta forma, o erro acumulado apos n passos de integracao (erro global) é:
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n
£ final — t .
<h? Z C;,mas t,=tfng € h= ~final 20 " considerando Cy
n

n
‘eglobal (tn)‘ = Z ‘epasso (t;)
n

o maior dos valores de C;, tem-se: Z C; <n-Cyy, resultando em:
i=1

‘eglobal(tﬁnal)‘ <h? ‘n-Cy = (tﬁnal —to)- Cym-h= C®.h, isto & o erro global do
procedimento numérica ¢ da ordem de h, S[h] , portanto uma ordem inferior ao erro local.

Nos métodos numéricos de integracdo que serdo aqui apresentados tem-se como regra:
se 0 erro de integracdo por passo é de ordem (m+1) o erro acumulado apds n passos €
sempre de ordem m. Os métodos de integragdo de EDO’s podem também ser classificados

segundo sua ordem de precisdo que € a ordem do erro acumulado apds n [>1] passos de
integragdo, deste modo o método de Euler ¢ um método de primeira ordem.

O conhecimento da ordem do método pode também ser util ao desenvolvimento de
método uma ordem superior através do procedimento conhecido como método de
extrapolacdo de Richardson, assim se o método é de ordem m tem-se:

tf l_tO
€global (tfinal ) = X(tfinal )_un =C-h™ em que : h=—""——

Utilizando um passo de integragdo h; tem-se o valor integrado de X em t,=u{!’ e utilizando um
passo de integragdo h, tem-se o valor integrado de X em t,=u(2’, permitindo construir:

Numero de Passos Intervalo de | Valor Erro acumulado (aproximado)
Integragdo integrado
M1 h ) ugy) X(tﬁna| )—uﬁ}) —C-h"
n
n>n; h - Linal —to uf3’ X(tfinar ) ~U3’ =C-hJ"
n,

Explicitando o valor de C nas expressoes do erro acumulado, tem-se:

X(thna ) —UL X (tgng )-ul? .
- (tora ) -0 - (tana ) -0 , permitindo calcular:

h" h"

2 1 2 1
UEZ)_UEH) —u® Uﬁz)—uﬁl)

(/b)) =1 " (n/n)" -1

X(tfinal):ugg) +

Entretanto, este ¢ ainda um valor aproximado de x(tﬁna|) sendo denominado de Usinal, melhorados

ou seja:
(2) _ (M
2), Unp"—u
:Ufinal melhorado = ng) +r12—nr111 (6)
(ny/n)" —1:
O valor de u?) -u{})| pode também ser utilizado como uma avalia¢do do erro de integragio e,

em muitos coédigos numéricos, € um critério utilizado para a selecdo automatica do passo de
integragao.
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2 1):
u,(u)—ugl)%
2M_1 -

(7)

Geralmente utiliza-se N, = 2 Ny, assim, neste caso, tem-se: %uﬁnm melhorado = ul2) +

Aplicando este procedimento ao método explicito de Euler, tem-se:

u” =u_, +h-f[t_,u_ |, com intervalo de integracdo igual a h;
i i-1 i—1oUi—1 gragao 1g

h
2
Ui(—l)/z =Ui +E' f [tm ’UH]

com intervalo de integragdo igualah/2.
@)y Nl e
U =i+ Tl 5ol

(2) _ (D)
LU :2'ui(2)_ui(l)
2-1

(2)

Assim: y; |

i.melhorado = U

Uma forma mais adequada para implementar este procedimento numérico ¢ definindo:

g, =h- f[ti—l ’UH]

h
g, =h-f |:ti—1 +51Ui—1 + 2L

2

}:ui =ui_1+gzé (8)

Este algoritmo traduz o método de Euler modificado que ¢ um método com dois
estagios/passo e de 2° ordem. Uma outra modificagdio do método de Euler é também
encontrada na literatura e € expressa pelo algoritmo:

= Ui :Ui—l +

g, =h- fl:ti—l :Ui—l] 0,+0, 9)
g, =h- [t +hu +9;] 2

Este procedimento ¢ chamado de método de Euler melhorado que ¢ também um método
com dois estagios/passo e também de 2° ordem.

Os dois ultimos procedimentos podem ser expressos na forma geral:

g, =h- f[tH:UH] _
{92 =h- f[ti_1 +c-hu, +c-§ll]:>uI G G (10)

Os coeficientes C, W; ¢ W, sdo determinados de modo a reproduzir a expansdo em série de
Taylor, Eq. (5), até o termo de h”. Isto pode ser feito expandindo o lado direito de g, em série
de Taylor em torno de [ti.1,Ui-1], assim:

g, =h-f[t_ +c-hu_ +c-g ]= h{f[ti_l,ui_1]+c-[h~ foi + i -glJ}

Mas g; €, pela notagdo introduzida na expanséo (5): h-fi.;, assim:

9 =h-fi, logo:
g, =h-fi+c-h’ [ foi+ fior- fy,i—1:| ’ .

U = Ui +W, -G, +W, -0y = Ui +(W +w,)-h- fi_ +w2-c~h2[ft’i_l+ fi fy’i_l] ,

(wrw, =1
Comparando com os termos em h e em h* de (5), tem-se:: wco ]
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Estas sdo as chamadas equacdes de ordem do método e qualquer valor de Wy, W, e C que as
satisfagam garantem que o erro local ¢ de ordem de h’ o que resulta em um erro acumulado,
apos n [>1] passos de integracio, de ordem de h*.

Note que este sistema de equagdes contém mais incognitas do que equagdes permitindo,
assim, que uma das constantes seja arbitrada, a inica restricdo que se impde ¢ que a variavel t
permanega no intervalo (ti., ti], o que implicaem 0 <c < 1.

No método modificado de Euler se utiliza ¢c=1/2 o que implica em W, = 1 e w; = 0 e no
método melhorado de Euler se utiliza ¢ = 1 implicando em W, =1/2 e em w; = 1/2.

Exemplo Ilustrativo: Aplicando os métodos de Euler aprimorados a EDO de primeira ordem,
dx(t)
Cdt
x(t)=e*', identificando: f[t,x(t)] = —a.x(t), tem-se de (10):

{ g, =—h-a-u,

linear e homogénea: =-a-x(t), em que a > 0 e x(0) = 1, cuja solugdo analitica ¢

g, =-h-afu_—c-h-a-u_ ]=-h-a-u_ +c-h*-a’-u_

U =Uj  +W, -G, +W,-J, :[1—(w1+w2)a-h+w2~c-e\2~h2}ui_1 ,

. a.h? a.h? !
Com as equagdes de ordem tem-se: u; =|1-a-h+ S | == l-a-h+ 5

2 K2

Que sera convergente se: |—a-h+

<1=a-h<2 ouseja: o<h<2, ndo havendo, neste caso, a
a

possibilidade do procedimento ser oscilatério, o que pode ser visualizado no grafico de
2 12

l-a-h+ versus a-h=H:

Eixo horizontal: a-h - Eixo vertical: _.p+ 2"
2

Nas figuras abaixo se mostram duas integragdes numéricas da equacgdo diferencial em
questdo, a primeira com h < 2/a [convergente] ¢ a segunda com h > 2/a [ndo convergente]:
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Uma outra modificagdo do método de Euler ¢ o método de Crank-Nicolson (ou trapézios),
que é um método implicito com erro local de ordem de h* e tem a forma:

(|

u. =U +g{ f [t. u.]+ f [ti_l,ui_l]}

Que pode ser prontamente verificada pela expansdo de y(t) e f[t, y(t)] em séries de Taylor em
torno de ti.;» = ti — h/2, e entdo subtraindo Yy(ti.;) de y(ti) e adicionado f[ti.;, y(ti.1)] a fti, y(ti)]
para eliminar f[ti.; 2, Y(ti.12)] da expansdo de y(t).

7.2 Métodos de Runge-Kutta

As duas formas aprimoradas do método de Euler apresentadas no item anterior
puderam ser representadas de uma forma geral por:

{ g, =h- [t Ui ]

g, =h-f[t_ +c-hu_ +c-g,]

:uizui,l+W1‘91+W2'92§ (10)

com: : , este procedimento ¢ também conhecido como método de Runge-Kutta

explicito, de segunda ordem e dois estagios. Podendo ser generalizado por:

Vv

gk:hf ti_l+Ck~h,Ui_l+ E (akjgj) para|(=1,2,--',v

(11)
\4
j=l1
Sendo v o niimero de estagios por passo e os coeficientes Cy, Cy, ....,Cy , 811, @12, ---.- A, Wy,
W, ..., W, sdo determinados de modo a satisfazer as equacdes de ordem do método. Tais

coeficientes sdo apresentados em um arranjo proposto por Butcher:

C1 air | a2 | .. ar,
Co | axn Ay,
Cy ay a2 ayy

W1 W» W,

Caso ajj = 0 para j>1 (ndo ha termos ndo nulos da matriz A na diagonal e sobre a diagonal) o
método ¢ chamado de explicito, caso ajj = 0 para j > i (ndo ha termos ndo nulos da matriz A
sobre a diagonal) o método é chamado de semi-implicito e caso exista algum termos nado nulo
sobre a diagonal de A o método ¢ chamado de implicito.

A seguir apresentam-se alguns dos métodos de Runge-Kutta mais conhecidos:
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Meétodo de Euler Explicito ou Método de Runge-Kutta de Primeira Ordem:
oo
j‘T

Método de Euler Melhorado ou Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem:

0 0 0
1 1 0
172 | 1/2

Meétodo de Euler Modificado ou Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem:

0 0 0
1/2 | 1/2 |0
0 1

Meétodo de Runge-Kutta de Terceira Ordem:
0 0 0 0
1/2 112 |0 0
1 -1 2 0
16 |2/3 |1/6

Método de Runge-Kutta de Quarta-Ordem (Forma Padréo):

o |o Jo |o Jo
172 |12 [0 [0 |0
172 o 12 [0 |0
1 0 |0 1 0
1/6 |1/3 |[1/3 |1/6
Método de Runge-Kutta-Gill de Quarta-Ordem:
0 0 0 0 0
12 |12 0 0 0
12 | 1A2-12 | 1-1A2 0 0
1 0 -12 1+1/2 0
1/6 1/3[1-12] | 1/3[1+1N2] | 1/6
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Meétodo de Runge-Kutta de Quinta Ordem de Butcher:

0 0 0 0 0 0 0

1/4 | 1/4 0 0 0 0 0

1/4 | 1/8 1/8 0 0 0 0

12 |0 -12 |1 0 0 0

34 |3/16 |0 0 9/16 0 0

1 -3/7 (277 12/7 -12/7 | 8/7 0
7/90 |0 32/90 |12/90 |32/90 | 7/90

Método de Euler Implicito ou Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem:

SREE

Este ultimo método pode ser deduzido considerando-se a forma geral do método de
Euler implicito: g, =h-f[t_ +c-hu_+c-g,] e u=u_ +w-g,.
Expandindo f[t_ +c-hy_ +c-g;] em série de Taylor em torno de [tii, Uii], tem-
se: g, = fiy-h+[ fy-h+ Ty g ]-c-h+- mas, em vista de g;=0 com h = 0, tem-se também:
9, =4 -h+a,-h*+...que é substituido em ambos os membros da expansio anterior, resultando
em: a -h+a,-h? +---=[fi71]-h+[ft’i71 +a - fyH]oh2 +---, igualando os termos eqiiipotentes de h
em ambos os membros, tém-se:
a =fi,

& = [ fiioi+a- fy,i_l]'C = [ foig+fio- fy’i_l]c

ASSIM: g = i hee[ fy+ iy fyp e € U =U +w - fi_l-h+[fm_1+ fi—l'fy,i—1:|'W1'C'h2+”'

y,i-1

Que, para reproduzir a expansdo (5) até o termo em h?, deve-se ter: Wi=1 e wy.c=1/2—>c=1/2,
deste modo o algoritmo de integragao:

g, =h-f {til +g,ui71 +%} e U =u_, +g,, apresenta um erro local da ordem de h’ e um erro

acumulado apés n [n>1] passos de integracio da ordem de h?.
O método de Euler semi-implicito de segunda ordem ¢é também chamado de método do ponto
médio.

. U —U; U._; +U; y ’
Tendo em vista que g, =u; —uU,_; —> U;_ + 9 U, +—4—=L =15 o método pode também ser
1 1 i-1 i—1 2 i—1 2 2 b

representado pela expressdo: u; =u;_ +h-f {ti_l +g,.ui-12+ u; }
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Meétodo de Runge-Kutta de Quarta Ordem-Implicito (dois estagios):

1/2-\3/6 1/4 1/4-\3/6
1/2+V3/6 1/4+3/6 1/4
1/2 1/2

Para ilustrar esta notacdo, tomando o método de Runge-Kutta explicito de quarta ordem na
forma padrao, temos entao:

g, = h f[ti—l’ Ui—l]
h 1
g, = h f|:ti—l +57 Ui +591}
h 1
g;=h f|:ti—l +E’ui—l +Egz}
g,=hflt_ +hu_+0,]

1
U, =Uu,, +g(g1 +29, +209;+0,)

7.3 Métodos de multiplos passos

Um método de passo multiplo aplicado a integracdo numérica da EDO (2):

(

il [t.y(t)] parat, <t<t;, sujeita & condigdo inicial: y(ti1) = Ui (2)

Pode ser interpretado de uma forma geral através da integragdo de ambos os membros de (2)
&

de tii a ti y(t)=u_ + | f[ty(t)]-dt, ou mudando a varidvel de integragio de t para

Gy
z=1
S toty tet {tzti_l—n:o

— =%:>dt=h-dz ° 1tet >221 , assim: y(t)=u;_, +h J-f[z,y(z)]-dz :
z=0

Adotando o conhecimento do valor da fungéo f[t, y(t)] em m passos de integra¢ao anteriores
(considerando o tamanho do passo constante e igual a h), isto é:

t flty(®)] S bt
h

ti-1 fi1 0

tio fia -1

ti-3 fi3 -2

ti-m fi-m '(m‘l)



7.3 METODOS DE MULTIPLOS PASSOS

21

Aproximando a fun¢@o f por um polindmio de grau (m-1) em z, na forma:

m

f [Z,y(Z)J = Zfi (Z) fi_j em que EJ- (Z):

k=1
k= j

z=1 z=1

I | z +k(k Tl) , resultando em:
-1

J‘f[z,y(Z)J-dZ%Zm: J‘fj(Z)-dz i =2Bm,j-fi-j

z=0 j=1 z=0

z=1

Sendo B, ; = j ¢;(z)-dz. Substituindo esta integral na expressdo de y(tj) tem-se:
z=0

%y(ti)zui:ui—l"'h' E Bm,j‘fi—jé
i

(12)

Este método é chamado de Método de Adams-Bashforth estando os valores dos coeficientes

Bm,; tabelados para diferentes m.
Como ilustracdo seja m = 3, assim:
2(z+1)

f[z,y(z)]];%- f o —2(z+2)-f_, + - f._,, logo:
1
B, :jwm:i{;z”}ﬁ ,
! 2 203 2 12
0
1
1 416
B3]2_—J.z-(z+2) dz_—{—+1 BT e
0
1
z(z+1) 11 1]_5
B“‘j 2 dz_?{??_‘lz
0
j 1 2 3 4 5 6 Erro
acumulado
P 1 9 [h]
2pj 3 -1 9 [h7]
125 23 -16 5 9 [h7]
244 55 -59 37 -9 9 [h*]
7204, | 1901 |-2774 |2616 |-1274 |251 9 [h°]
14406 | 4277 [-7923 [ 9982 [-7298 [2877 |-475 | 9[h%
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Devido a natureza explicita do método de Adams-Bashforth o mesmo apresenta baixa
estabilidade, para superar este problema hd uma modifica¢cdo do método que inclui na integral
de f[t, y(t)] o valor de f no final do intervalo, f;, resultando no algoritmo implicito:

gy(ti)gui:ui—1+h'ZBm,j'fi—j§ (13)

Este método é chamado de Método de Adams-Moulton estando os valores dos coeficientes
B m,j tabelados para diferentes valores de m.

J 0 1 2 3 4 5 Erro
acumulado

Baj 1 S [h]

2P 2 1 1 8 [h]
12B3; 5 8 -1 9 [h7]
24B 4, 9 19 5 1 9 [hY]
720Bs; | 251 | 646 264 | 106 -19 9 [h]
1440ps,; | 475 | 1427 |-798 |482 173 |27 9 [h°]

Geralmente a implementagao numérica destes algoritmos ¢ feita em duas etapas:

(1) Etapa de Predicio: método de Adams-Bashforth ~ u(® =y, + h.zsm, T
=

(2) Etapa de Correc¢ao: método de Adams-Moulton
m-1
Ui(k+1)=ui_1+h~ E ABm,j 'fi—j+h'ﬁm,0'f[ti’ui(k):| parak:(), 1,
=

Procedimentos deste tipo chamam-se de métodos preditor-corretor e sdo de largo emprego
em codigos computacionais.

De uma forma geral os métodos de passos multiplos podem ser descritos pela formula
geral:

ij Uiy Ty bi,j'f[tij'uij:E (14)

Admitindo-se na féormula acima a variagdo do passo de integragdo com i.

M¢étodos de retro-diferenciagdo (Backward Differentiation Formula: BDF) sdo os métodos de
passos multiplos em que b;;= 0 para j > 0, isto é:
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=

ui:Zai’j-ui_j+hi-bi]0-f[ti,ui]§ (15)

Aplicando o método de Newton-Raphson para a determinacdo de Uj, tem-se o procedimento
iterativo:

ki
]'(Ui(kﬂ)—ui(k)):hi'biy()'f|:ti,ui(k):|—ui(k)+ E ai1j~ui_j pal'ak:(), 1, 2, e

j=1

of (t;,u)
au

uo)

Uma das dificuldades de implementagdo de métodos de passos multiplos ¢ a necessidade do
conhecimento de valores de U no inicio do passo em questdo e em M passos anteriores, no
inicio do processo integragdo (i=1) o valor de u ¢ apenas conhecido no inicio do passo
obrigando assim ao método de passos multiplos ser o de menor ordem (método de Euler).
Para superar este problema duas estratégias sdo adotadas: (i) comecar os M primeiros passos
de integragdo adotando um método de passo simples (métodos de Runge-Kutta, por exemplo);
(i1) comegar o processo com um método de passo simples (Euler), no segundo passo adotar
um método de dois passos (M=2) e assim sucessivamente até atingir o nimero de passos
desejado. A segunda estratégia ¢ a mais utilizada em cddigos computacionais correntes no
mercado ¢ a mesma ¢ adotada com uma técnica adequada de selecdo do tamanho de passo
(que ¢ variavel ao longo do processo de integracao).

7.4 Conceito de rigidez

A estabilidade dos métodos explicitos esta garantida se o passo de integragdo for
limitado por:

hs— P
|5R(/1méx)

onde p ¢ uma constante que depende do método e Ayax € 0 valor de caracteristico do sistema
que apresenta a parte real de maior valor em modulo.

Por exemplo: usando o método de Euler explicito (p = 2) para resolver o seguinte
problema:

d
%z—yl . V(0)=15
y(t)=15¢" - A=-1
heZ_»

1

t; =10 = 5passos

e o problema:

% = 1000y, , Y,(0)=0,5

y,(1)=0,5e7"""" A =-1000
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h< 2 =0,002
1000

t; =10 = 5000 passos

quando estes sistemas estdo acoplados:

dy [— 500,5 499,5

= , 0)=[2 11
dt 4995 —500,5}y =2 1]

a solug¢do analitica ¢ dada por:

y, =15e™ +0,5¢7" S| 1
y, =15e" 0,57 —~1000
he2 - 0,002
1000

portanto, o passo ¢ limitado pela dinamica mais rapida do sistema. Uma forma de medir esta
limitacdo ¢ através da razdo de rigidez, definida por:

méax|R(4)
" minfR(2)

<20 naorigido
onde para SR {~10’ rigido
~10° muito rigido

sendo os métodos explicitos mais adequados para sistemas ndo rigidos e os métodos
implicitos mais adequados para sistemas rigidos.

Para ilustrar esta discussdo o seguinte exemplo serd considerado: sejam dois reatores
quimicos em série, onde ¢ conduzida isotermicamente uma reagdo de primeira ordem,
irreversivel em fase liquida:

4 C Z
v1©£1

7

os balangos de massa do reagente em cada um dos reatores ¢ dada por:
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1° Reator: V; dccit(t) =q[Co()-C(D)]-k-Cy()-V;

2° Reator: V, det(t) = q[Cl (t)-C, (t)] -k-Cy(t)-Vy

Considerando que no inicio da contagem do tempo ndo ocorra reagao alguma no interior dos
reatores, isto €é: C;(0)=C,(0)=0 e que exatamente em t=0 o primeiro reator ¢ alimentado por
uma solucdo com uma concentracdo constante: Cy. Assim adotando as variaveis

. C C V. A%
adimensionais: T :q—t; yi :—1; \2) :—2; r=—2 ; Da=k-—1, tem-se:
1 Co Co Vi q
1° Reator:% = [l -V (r)]— Da-y,(r) comy,(0)=0
T
2° Reator: r % = [yl(r) -y, (Z')]— r-Da-y,(r) comy,(0)=0
T

Considerando: Da = 0,01 e r = 100 (o segundo reator tem um volume 100 vezes maior que o
primeiro) tem-se assim:

1° Reator:% =1-1,01-y,(zr) comy,(0)=0
T

2° Reator: 100-% =[y,(z)=2-y,(r)] com y,(0)=0
T

dy, () -0 e dy, (7)

no estado estacionario, =0, temos:
T dr
1-1,01-y,,=0=Yy —Ley -2:¥,,=0=>y L
’ 1,ss 1,ss 1,01 1,ss 2,58 2,58 2’02

A solugdo analitica deste sistema de EDO’s ¢ dada por:

-1,01t

| ) 1-e e e
()= TR ¥(r)= 202 99.99

-0,02t -1,01t _ 4-0,02¢

ou adotando: Y,(7)= M =1,01-y,(r) e Y,(r)= yz_(z') =2,02-y,(z), tem-se:

1,ss 2,88

~1,01t 40,02t

€ €

NE)=1-e " e vy(e)=1-e e ot

As figuras abaixo mostram as variagdes de Y; e Y, com t:
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05 . Y2y ) 0.5 .
Y H(tl —

2(thy)

0 ' 0 '
0 5 10 0 100 200
tlk tZk

Curva superior Y|, curva inferior Y; Y, versus t

Escaladetde 0al0 Escala de t de 0 a 200

Note que a concentracao de saida do primeiro reator varia, como era previsivel, muito
mais rapido do que a concentragdo de saida do segundo reator e, apds o valor de Tt = 5, a
concentracdo de saida do primeiro reator mantém-se praticamente constante e igual a seu
valor estacionario final. J& a concentracdo de saida do segundo reator atinge o estado
estacionario apos t = 200. Esta diferenca acentuada da velocidade de resposta das duas
variaveis do problema caracteriza a rigidez do sistema (o sistema de EDO’s ¢ dito rigido).
Para este exemplo tem-se: SR = 1,01/0,02 = 50,5 > 20. Se o sistema ¢é nao-linear a razdo de
rigidez ¢ calculada sobre os valores caracteristicos da matriz jacobiana do sistema.

Sob o ponto de vista numérico a rigidez do sistema pode ser problematica, pois o
passo de integracao dos métodos explicitos deve satisfazer um critério relacionado ao modulo
da parte real do maior valor caracteristico do sistema, assim:

Cte
h< ——
[ max)
valor em modulo. O tempo total de integracdo necessario para acompanhar toda a resposta

dinamica do sistema ¢, entretanto, escolhido de modo a satisfazer um critério relacionado ao
modulo da parte real do menor valor caracteristico do sistema:

5 .‘%(;‘max)‘: 5 _
Cte ‘m(xmin)‘ Cte

Podendo-se assim depreender que quanto maior for a razdo de rigidez (SR) maior o
numero de passos de integracdo serao necessarios e, em conseqiiéncia, consumindo um
grande tempo de computagdo. A alternativa para resolver problemas rigidos ¢ utilizar
algoritmos numéricos de integragdo que sejam implicitos, pois estes métodos sdo geralmente
sempre estaveis ndo havendo restricdes imposta a sele¢do do tamanho do passo de integracao.

, onde A ..: € o valor de caracteristico que apresenta a parte real de maior

SR.

tiotal = Niotal N = ‘9{(7» = Dol >

min )‘

Uma maneira as vezes utilizada para contornar a rigidez do sistema ¢ considerar a
parte do sistema que tem a resposta mais rapida como se atingisse instantaneamente o estado
estaciondrio final, esta simplificagdo ¢ chamada de suposi¢do de estado quase-estacionario
(QSSA: quasi steady-state assumption) e ¢ largamente empregada em Engenharia Quimica.

No exemplo em questdo isto equivaleria em considerar: VY, (z‘)=yl’ss =ﬁ paraz >0,

2

resultando em:
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—-0,02:t

yz(r)zl e e Y,(r)= yz(T)zl_e—O,OZ-t.
2,02 Yass

concentragdo de saida do sistema versus t do modelo completo e do modelo adotando a QSSA

para a concentracdo de saida do primeiro tanque.

Abaixo representam-se as curvas de

1 0.1 :
\ \
Y2<t2k/ Y2<t1k/ )
0.5 . - 05 =
-.02-12 3 Y -.02-t1 0.05
k p k
I-e Vi 1-e
// I “/
0 0
0 50 100 0 5
t2k tlk
Y, versus t Y, versus t
Escalade tde0a 100 Escalade tdeOas5
Escala vertical de 0 a 1,0 Escala vertical de 0 a 0,1

7.5 Restri¢cOes algébricas e conceito de indice diferencial

Para ilustrar o conceito de restrigdes algébricas em equagdes diferenciais, considere

um vaso de flash multicomponente:
/\ "
F 121Tf1 Pf

——x—| |

< v

A\ 4

Adotando as seguintes hipodteses para a constru¢ao do modelo matematico:
- mistura perfeita nas fases
- dindmica da fase vapor desprezada
- entalpia do liquido: h = Cy(T — Trer) - Cp cte.
- entalpia do vapor: H=h + A(T, P, y, X)
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Balago de massa global: %—T =F-V-L

Balanco de massa por componente: m = m% + X; dam =Fz, —Vy, — Lx;
dt dt dt
dx

md_tI: F(zi —x)-V(yi —%)

dmm)=mgn+h%?=me—VH—Lh+q

Balanco de energia:

dt dt
dT
meE: FCp('I'f -T)-VA+q
Equilibrio termodinamico: yi = KiXi fracdes: Z X = z Yi
Ki=f(T, P, X, y)
Resultando no sistema:
M _evoL
dt
dx.
mTEﬁ:FL—{F+V(Kr—Dki =T,P,mx
dT
me E = FCp(Tf -T)-VA+q
> x(1-K)=0
i=1
V=1Ff/P), L=1f(m)
X(to)—xo I<i = f(T,P,Xay)
T,)=T, onde A= f(T.P.X.y)
M) =m, yi = KiX;

Que ¢ composto por um subconjunto de equagdes diferenciais ¢ um subconjunto de equagdes
algébricas, ou seja, um sistema de equacgdes algébrico-diferenciais (EAD). Que pode ser
escrito na forma:

F(t,v,viw,u)=0

onde Vv ¢ o vetor das variaveis diferenciais [T, m, X] e W € o vetor das varidveis algébricas [P].
Ou na forma:

F(tv,v’,u)=0

onde todas as variaveis dependentes compdem o vetor V, isto &, [T, m, X, P]. Em ambos os
casos U representa o vetor das variaveis de entrada (externas): [F, z, Ty, q].

Frequentemente as equagdes algébricas sdo resolvidas em um processo iterativo
interno a integracdo. Entretanto, este tipo de procedimento ¢, em geral, muito mais demorado
para resolver do que quando as equagdes algébricas sdo resolvidas juntamente com as
equagdes diferenciais, apesar do sistema resultante ser maior neste segundo caso. O cuidado
adicional que se deve ter para este tipo de problema ¢ a inicializagdo consistente, pois as
restricdes algébricas devem ser satisfeitas em t = t,.
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Métodos numeéricos: Transformam o problema de EADs em um sistema de equagdes
algébricas pela substituicdo de y'(t) (BDF, passos multiplos) ou y(t) (RK, passo tnico) por

uma férmula de aproximagao:

y'(t) = ACy(t) ou  y(t)=B(y'(t)
F(t,y,ACy),u)=0, ou
F(t,B(y),y,u)=0

que ¢ usualmente resolvido pela aplicagio do método de Newton-Raphson ou suas
modificagdes:

tem-se assim: {

Sistema nao-linear de
l EADs

Formula de
integracao
implicita

Incrementagdo em t
A

Sistema ndo-linear de
EA
Y

Lago N-R N
»|  Iteragdes de

Newton-Raphson

Sistema linear de EA

Y

Eliminagdo
Gaussian
(fatorizagdes)

Vetor solucdo

Procedimento de solugao de EADs.

Exemplo: Formulas de integracao tipo BDF (Backward Differentiation Formula)

y(tn+1 ) B y(tn )

1* ordem (Euler): Y. = AlY(t,.,)) = h

n+1
zy(tml) - y(tn ) - y(O) (tn+1)
h

2% ordem (trapézios): A(Y(t,,,)) =

n+1

onde y“t.)=Yy(t,)+h.y'(t) = predigdo de Euler para y(ty1)

QYo tOY +.+ Y,
h

ordem m: A(y(t,,,) =

n+1



30

7. PROBLEMAS DE VALOR INICIAL PARA EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

em geral:

y,(thrl) ra yn+1 + ﬂ

onde

a 1 &
a = h 0 5 ﬂ:_zajynﬂ—j

n+l hn+1 j=1

a e f dependem da ordem BDF e do passo de integragao.

=fy)=Fty, ay+p u)=0

Problemas de Indice

Exemplo: Tanque de armazenamento com valvulas na entrada e saida, onde se deseja analisar
a variacao de nivel do tanque frente a variag@o na pressao e vazao da alimentacdo (P e Fe).

U
®

Consideracoes:

Po

h

CVl

T

L

CVZ FS

Ps

> >

- isotérmico

- mistura perfeita

> >

- massa especifica e 4rea da se¢do transversal constantes

-F =C, VAP , onde AP ¢ a queda de pressdo através da valvulae C, ¢ a

constante da valvula.

Modelo:

Balango de massa: A% =F, -F,

Vazoes: F.=C, P, - P,
F,=C, JP —F

Pressao: Pr=Po+pgh

variaveis a determinar: Ps, Fg, h, Pt

h(to)

Condi¢ao inicial:

No estado estacionario temos:

0="Fe—F; = F
F.=C,JP.-P, = Pr

F,=C,{P-P, = P

PT:P0+pgh = h
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Aplicando o método de Euler explicito para o regime transiente, resolvendo primeiro as
equacdes algébricas em cada passo:

Pr =P+ yoX| h e h(to) =hg = PT(t())

Porém, com este valor de Pr(t)), a equagdo F,=C, /P,—P ndo tem varidveis

desconhecidas para ser determinada, causando uma singularidade estrutural no sistema. Neste
caso, isto implica em nao ser possivel fornecer uma condi¢ao inicial para h(tp), pois o seu
valor deve ser calculado pela equagdo Pt = Po+ pg h com P+(ty) sendo obtido a partir da

equagdo F, =C, /R, —P; . Este efeito € conhecido como problema de indice em sistema de

equacdes algébrico-diferenciais. Neste exemplo também surge o conceito de condi¢io

inicial consistente, pois hg ndo ¢ arbitrario e deve satisfazer a equacdo Pr(to) = Po+ o g h(to).
Para calcularmos Ps e Fs, usamos a equacao diferencial para F:

F-F-ad = F
dt

dh_ 1 dP | dP. _dP, 2F, dF,
dt pg dt d dt C; dt

F,=C.JP-P, = P

Esta necessidade de diferenciacdo do sistema original da origem ao conceito de indice
diferencial de um sistema de EADs.

, € depois a equacao:

Definicéo: (indice diferencial, v) Seja a seguinte forma geral de EADs:
Fty y,u=0

onde Ue R" ¢ o vetor de entradas, e y, Yy € R" sdo os vetores das variaveis de estado ¢ suas
derivadas em t, respectivamente, do sistema acima de dimensdao n, considerado ser
suficientemente diferenciavel. Entao, o indice diferencial, v, deste sistema é o nimero minimo
de vezes que todo ou parte do sistema deve ser diferenciado com respeito a t de modo a
determinar y* como uma fun¢do continuadey e t.

Para o exemplo acima, € necessario diferenciar mais uma vez o sistema para expressar

S

como fung¢do das variaveis dependentes, ou seja:

dt
2
dF, :dFe —Ad 2h
dt  dt dt
d*h 1 d’R d’P. d’P, 2 |_ d’F, [dFer .
mas ——- = 5 € = |Fk—5"+ , ou seja:
dt* pg dt dt dt G, dt dt

dF, dF, A |d’P, 2 |_ d’F, (dRY
- - T e s
dt  dt pg|d® C}| ° dt dt

que junto com as equagoes:
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A e _E
dt

dP. _dP, 2F, dF,
d  dt C; dt

d dt CZ dt Cl|dt pgl|d® C;

dP, dP, 2F dF, 2F |dF, A [d’P 2 |_d’F, (dF.Y
gt | dt

Observe que as derivadas que aparecem no lado direito destas equagdes sdo somente das
variaveis de entrada, cuja forma funcional ¢ conhecida e, consequentemente, suas derivadas,
formando assim um sistema de EDOs. Portanto, o indice diferencial do sistema de EADs
original € 2.

Lista de exercicios

1) Considere o exemplo da destilagdo em batelada de uma mistura binaria, que da origem a:

dx, (t) :_[ f[x(1)]-% (T)r

q Sujeita a condicdo inicial: X;(0)=Xy 0.
T o

Procedendo-se a integragdo de 1=0 a t=1, sendo o resultado buscado o valor de x; em 1=1.

m . — . o,

Sendo oo =—>—>1, considerando o problema para a destilagdo de uma mistura binaria de
My — Minal

n-octano e n-heptano conduzida a pressao atmosférica.

Sabendo-se que no inicio da batelada o balao contém 75 moles de n-heptano e 25 moles de n-
octano [My=100 moles], que no tempo final o baldo contém 10 moles da mistura [Mgpa =10
moles] e que a pressdo atmosférica a relacdo de equilibrio entre a composi¢do molar do n-
2,16+,

heptano na fase liquida e na fase vapor é dada por: y, = f (x )= PRI
+ ) : Xl
Determine X; final € represente a variacao de X; ao longo da destilagao.

2) Considere o baldo de destilagdo do primeiro exemplo com um condensador na saida do
vapor, em acordo com a figura abaixo:

y(®

Condensador: M=cte.

M
x (0

(1+R)D(t)

x. (1) x,(0)
RD(t) D(t)

As composicdes indicadas na figura se referem ao n-heptano.

Os balangos molares do sistema sao dados por:

(a) Balango do n-heptano no condensador: M - dx;t(t) =(1+R)-D(t)-[ y(t) =% (t)] comx,(0) =%,
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(b) Balango molar global no balao: drzft) =-D(t) com m(0)y=m,

(c) Balanco do n-heptano no balao:

dx(t
m(t)-——= ( [x ] (1+R)-D(t)- [y(t)—xc(t)} com X(0)=X,
Adotando a mesma varidvel adimensional t do problema anterior:
="M ¢4 mesma relacdo de equilibrio do exemplo anterior: y = _216-x ,
My — Mg, 1+1,16-X

reescreva as equagdes do problema e mostre que nesta nova variavel o sistema ¢ descrito por
apenas 2 EDO’s.
Utilizando: x(0)=0,75; X(0)= ye, [ x(0)]= 0,866; m(0)=100 moles; M=10 moles e Mfina=10

moles represente a variagdo de X e X, comt [0 <7t < 1].

3) Considere o modelo cinético da reagdo reversivel: A<—_1> B conduzida em batelada em um
k2

reator de mistura, iniciando-se com o componente A puro. A variagdo da concentragdo de A

com o tempo ¢ descrita pela EDO:

e (1)
dt

=—k,-Ca(t)+k,-Cq (1)

Com Cg = Cpp - Ca, sendo Cap a concentragdo de A em t=0.
Mostre que reescrevendo a equacdo em termos das variaveis adimensionais:

Ca(t)-Caeg
A0 CAeq

Ky

t=k, -t ex(r)= Kk
+

sendo Cheg = lim [Ca(t)]=—2-Cny, a equacido original se

d
transforma em: X(T):—{Hﬁ]-x(r) com X(r)| =1.
dt k, =0

Com k;/k,=1000 obtenha Xx;(7) aplicando o método de Euler explicito com intervalo de
integragdo constante. Repita o procedimento com o método de Euler implicito.

k3

: —_ . 1 .
4) Considere o modelo cinético de reagio: A=2B—>C conduzida em batelada em um reator
K
de mistura, iniciando-se com o componente A puro.

A variagdo da concentracao de A e de B com o tempo ¢ descrito pelo sistema de EDO’s:

dC, (1)

A0y (1) ke Ca (1) e 9% () 16, (0)~(k, +k)-Cs () com Ca(0)= Cao  Ca(0)=0

dt

Mostre que reescrevendo a equagdo em termos das variaveis adimensionais:

Cult Cy(t
=k, -t ;X (r)zﬁ e X (1= B( ) , transforma-se em:
CA,O CA,O

dxé_gt_H_l].xl (5)+x: () com x (5], =1 €

2
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o (d) ki (T)_[Hk_a]xz(r) com x, (t)) =0

dt ky Ky
Com ki/k,=1000 e k3/k, = 2 obtenha X;(t) e X»(t) aplicando o método de Euler explicito com
intervalo de integrag@o constante. Repita o procedimento com o método de Euler implicito.

5) Um reator tubular conduz adiabaticamente uma rea¢do em fase gasosa exotérmica e
irreversivel, as equagdes que descrevem as variagdes de concentragdo de reagente e da
temperatura ao longo do reator sdo [em forma adimensional]:

V) ey (x)-exply (1o _
Balango do Reagente: v Da-y(x) exp{y {1 e(x)ﬂ - y(0)=1

o) ! )
Balango de Energia: i _B~Da-y(x)-exp{y-[l—wﬂ —0(0)=1

A eliminacdo do termo ndo linear nas equagdes acima, a integra¢dao da equacdo resultante e a
utilizacao das condi¢des de alimenta¢do permitem chegar a:

1 B-y()]
0(x) 1+B[1-y(x)]
dy(x) v-B[1-y(x)]

. . =_Da- . - = -7 0 :1
descrito apenas por uma EDO i a-y(x) exp{HB[l—y(X)]} ~YO

As variaveis e parametros adimensionais do problema sao:

Assim, o perfil de concentracio pode ser

G(X):1+B[1—y(x)]:>1—

. C.r
x=£:y= c ;0= T ;Dazk0 L ;y:_E e p= alim{-AH]
L Calim T Rgas'-ralim p-Cp 'Talim

alim

Utilizando os dados: L =2 m; R = 0,1 m (raio do reator); Cgjim = 0,03 kmol/m3; Taiim= 700K;
(-4H) = 10* kJ/kmol; cp = 1 kJ/(kg.K); E = 100 kJ/kmol ; p = 1,2 kg/m’ e ko= 5 s™', obtenha a
variacao de y ¢ © com X.

6) Em um sistema fechado com trés componentes o seguinte esquema cinético ocorre:
Ky
A—>B

k2
B+C—>A+C

k3
2.-B—>B+C

Sendo desta forma a variagdo temporal da concentragcdo dos trés componentes descrita pelo

d
%:—kl')ﬁ"'kz'yz‘h—>y1(0):1

sistema de EDO’s: dstZ:k1 Yy =Ky ¥y Y3 =Ky y3 > ¥,(0)=0
LY
dt

3‘Y§—>Y3(0):0

Sendo: y1=Ca/Cao; Y2=Cg/Cpo € Y3=Cc/Cno. Calcule a variac¢ao de yi, Y, € Y3 com t utilizando
os seguintes valores das constantes cinéticas: k; = 0,08 sl k= 2,00x10* s e ky = 6,00 x107
s (Note que para todo t tem-se: y;+ yo+ y3 = 1).
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7) A figura abaixo ilustra um péndulo com haste de comprimento fixo e massa desprezivel. O
sistema de EADs resultante da modelagem do movimento do péndulo em coordenadas
cartesianas ¢ dado por:

X'=vy, =0 A

y'-vy =0

V, +Tx=0 A X A
vy +Ty+g=0

X2+y2-12=0

onde X e Y sdo as posi¢Oes horizontal e vertical do péndulo, vy e vy sdo os componentes da
velocidade nestas direcdes, T ¢ a tensdo na haste do péndulo de comprimento L e g ¢ a
aceleragdo da gravidade. Determine o indice diferencial deste sistema de EADs.
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