EQE-358—METODOSNUMERICOSEM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 8

Introducao a Otimizacao

No contexto de otimizag&o, os problemas sdo tratados usando as seguintes definicoes:
funcao objetivo: € afuncdo matematica cujo maximo ou minimo deseja-se determinar.

variadveis de decisdo: sdo as varidvels independentes que aparecem na fungdo objetivo.
Correspondem, em numero, ao excesso de variavels em relacdo a0 nimero de equacdes
(restrigdes de igualdade), isto é, o grau de liber dade do sistema.

restricoes. sdo os limites impostos a0 sistema ou estabelecidos pelas leis naturais que
governam o comportamento do sistema, a que estdo sujeitas as variaveis de decisdo. As
restricoes podem ser de igual dade (equactes) ou de desigual dade (inequactes).

regido de busca: ou regido vidvel, é a regido do espaco definido pelas varidveis de decisdo,
delimitada pelas restrigdes, em cujo interior ou em cujafronteira se localiza o 6timo da funcdo
objetivo.

Exemplo 8.1: No processo de extragdo por solvente puro, ilustrado abaixo, deseja-se encontrar
a condicéo de operacdo com amaior lucratividade possivel.

|™ |™

F, X F. X F, X2
1 2 —
l Wi, y1 l W, y2

onde W, e W sdo vazOes massicas de solvente, F € avazdo massicade agua, X; € amassa
de soluto por unidade de massa de &gua e y; € a massa de soluto por unidade de massa de
solvente. Uma analise econdmica gerou a seguinte expressao do lucro do sistema:

lucrooL=R-C
receitat R=Ps (W1 y1+ W3 )
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custo: C = Py (W + Wy)
restricdo: R>C
onde Ps é 0 preco do soluto no extrato, Py é o preco do solvente puro. Uma andlise técnica
gerou as seguintes rel agdes restritivas:
bal ancos de massa para o0 sol uto:
FXo—-Wi1yi—-Fx3=0
Fxp;—W3z y,-Fxx=0
bal angos de massa para 0 solvente:
W;—-W;-sF=0
W, +sF-Wj,—-sF=0
relagdes de equilibrio:
y1=mxg
Yo = MXp

onde s é a solubilidade do solvente em &gua (massa de solvente / massa de agua) e m € a
constante de equilibrio entre as fases. Portanto, dados F, x,, S, m, Ps e Py, 0 problema de
extrair o soluto da agua da maneira mais lucrativa possivel, consiste em maximizar L em
funcéo das condicles de operacdo. Este exemplo possui também 6 equacdes (4 equactes de
balanco de massa e 2 equacles de equilibrio) e 8 varidveis (Wi, Wi, Vi, X1 € Xp), tendo,
portanto, 2 variaveis de decisdo, ou dois graus de liberdade. Eliminando as equacbes de
igualdade e tomando x; e X, como variaveis de decisdo, a regido de busca para o problema de
otimizagao fica delimitada pelas seguintes restri¢oes de desigualdade:

Xo>X1>%2>0
L(X]_, x2)=a—bx2—c/X1—dx1/X2 >0

ondea=F [Psxo+Px(2/ m=9)],b=FPs, c=F PxX / med=F Px/ m. A figura abaixo
ilustra a regido de busca paraF = 1,0 x 10* kg-agua/ h, x, = 0,02 kg-soluto / kg-agua, s=7,0
x 10 kg-solvente / kg-agua, m = 4,0 kg-agua/ kg-solvente, Ps=0,4 R$/ kg-soluto e P, =
0,01 R$/ kg-solvente.

inviavel

002} economicamente
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A formulag&o do problema de otimizag&o para este exemplo € a seguinte:

max L(Xg, X2)
X%
sujeito a: L(X1, X2) >0
Xo > X1
X1 > X2
X2>0

8.1 Condicao de otimalidade

Sejaumafuncdo S X < R" — R. Diz-se que x* € um minimo global (ou absoluto) de
Sse §x*) < 9X) V X € X, eque x* éum minimo local (ou relativo) de S se existe ¢ > 0, tal
que S(x*) < §X) V x tal que |x — xX*|| < &. Se as desigualdades forem estritas, isto €,
S(x*) < §x) tem-se minimos globais e locais estritos.

A
\Js
minimos locais

v

minimo global

Um subconjunto K de um espaco vetorial X é dito convexoseV X, X, € Ke0O<a < 1:
axpt (1-a) X e K

e apresenta as seguintes propriedades:

APK={xeK/x=py, ye K} éconvexoparaVv € R;

b) K+ L e Kn L sdo convexos para vV subconjunto convexo L de X.

Seja K um convexo ndo vazio do R". A funcdo S K — R éditaconvexase V xi, Xz €
KeO<a<l

SOL X1+ (1—(1) Xz] <o aXl) + (1—0L) aXQ)

A funcdo S(x) é estritamente convexa se a desigualdade for estrita. Uma funcédo T(x) é
concava se afungdo S(x) = —T(x) for convexa.

Sejam §(x), S(X), i=1,2,...,n, funcBes convexas em um convexo ndo vazio K do R", entdo as
seguintes propriedades sdo apresentadas:

a) §(x) é continua em qualquer ponto do interior de K;

b) assecbes K, = {x € K / §X) < &} sd0 conjuntos convexos;
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n

c) SX) = >.S(x) éuma fungdo convexa. Se no minimo uma S(x) é estritamente convexa,
i=1

entdo S(x) é estritamente convexa;

d) B S(x) é convexaparay >0 € ‘R.

€) setodas §(X) < V x € K, entdo Sx) = max{ Si(X), S(X), ..., S(X)} € convexa.

Se §xX) € convexa entdo um minimo local é também global e se a funcdo é
estritamente convexa o minimo global é unico.

Parailustrar, definese y=axi+ (1—a) X e W=a X))+ (1—a) Sx)

) ) .
funcéo convexa funcéo concava
\\/
S(Y) /.
H X H : X
X1 y X2 X1 y Xo

Seja X um conjunto aberto ndo vazio do R" e Yx) uma funcdo diferenciavel em xX°
X. Se §(x) € convexaem x°, entdo

S(x) - SX°) 2 VIS (x - X°)
Para umafuncéo S(x) diferenciavel em X,
S(x) éconvexa < (X)) — ) = VISHAE-xD) V¥ xg, X2 € X
Seja X um conjunto aberto ndo vazio do R" e §XX) uma funcdo duas vezes
diferenciavel em x° € X. Se §(x) é convexa em x°, entdo V>Yx°) é positiva semidefinida. Para
umafungdo S(x) duas vezes diferencidvel em X,
S(x) é convexa < V2Y(X) é positivasemidefinidaV x e X.

Seja K um conjunto convexo néo vazio do k", xX° € K e d um vetor ndo nulo tal que (x°
+ a d) € K paraum o > 0 suficientemente pequeno. Entdo, a derivada direcional de §x) no
ponto x°, a0 longo da direcdo d, denotada por S (x°d), é definida pelo seguinte limite
(incluindo +o0):
(0] _ (0]
s, d)= lim SX°+ad)=S00) iy (VTS(x0)d +adTV2S(x)d)

a—0t a a—0*

Portanto, a derivada direcional no ponto x° é dada por S (x°,d) = V') d.

8.1.1 Otimizagao sem restricao

No caso da otimizacdo sem restri¢fes, onde se desgja encontrar 0s pontos extremos da
func&o objetivo:
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min S(x) ou max S(x)

xeR" xeR"

tem-se as seguintes condicdes de otimalidade.

* Condic¢&o necesséria de primeira ordem:

Para que x* sgja um minimo (maximo) local da funcdo S(x), diferencidvel em x*, é
Necessario que:

VS(x*) =0

* Condicdo necesséria de segunda ordem:

Para que x* sgja um minimo (maximo) loca da fungdo (x), duas vezes diferencivel
em Xx*, é necessario que:

VS(x*) =0 eque
H(x*) = V2S(x*) seja positiva (negativa) semidefinida
onde H(x*) € chamada de matriz Hessiana.

Observa-se que estas condi¢cbes sd0 apenas necessarias porque os termos de primeira e
segunda ordem podem estar nulos, deixando ainda davida sobre a natureza de x*.

* Condicéo suficiente:
Seja §(X) duas vezes diferenciavel em x* tal que:
VSx*)=0 e
H(x*) seja positiva (negativa) definida
entdo x* é um minimo (maximo) local estrito de S
Pode-se analisar a condicdo da matriz Hessiana, H(x*), pelas seguintes formas:

1) Pela sua contribuicdo no termo de segunda ordem da expansdo em série de Taylor em torno
do ponto 6timo.

S~ S0¢) = (x = X)THOE)(x—x) +-

2) Pelos sinais dos valores caracteristicos de H(x*).
Decompondo a matriz Hessiana em seus valores e vetores caracteristicos:
H*)=VAV!

onde V é a matriz dos vetores caracteristicos (nas colunas) e A é a matriz dos valores
caracteristicos (na diagonal). Definindo z(x) = V! (x - x*) e lembrando que sendo a matriz
Hessiana simétrica entdo V* = V' (matriz ortogonal) e (x - x*)" V = z'. Desta forma a
expansdo em série de Taylor pode ser escrita como:

n
S(X)—S(X*)=EZTAZ+---=12XiZi2+-~-
2 2ia
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3) Pelos sinais dos determinantes das primeiras menores principais de H(x*) (critério de
Sylvester).

A menor M;; de uma matriz H é definida como a matriz obtida pela remocéo da i-ésmalinha
e daj-ésima colunade H. Umamenor principal de ordem k € uma matriz obtida pela remocao
de quaisguer n — k colunas e suas linhas correspondentes de uma matriz de ordem n. A
primeira menor principal de ordem k de uma matriz H, denotada por My(H), é obtida pela
remocao das Ultimas n — k colunas e linhas da matriz H. Observa-se que os determinantes das
primeiras menores principais de ordem 1,2,...,n damatriz A sdo, respectivamente: Aj, A1l ...,
AAoAz - An.

Natabela a seguir apresenta-se as rel agdes entre a matriz Hessiana e as trés formas de analisar
a sua condicao.

H(x*) Taylor A A= det (My)
positiva semidefinida X H x>0 >0 >0
positiva definida X H x>0 >0 >0
negativa semidefinida X' H x<0 <0 (-1)*Ac>0
negativa definida x'H x<0 <0 (-1)*A>0
nao definida T H x z 0 z 0 # dos acima

Desta forma, pode-se afirmar que x* é:
* ponto de minimo local se H(x*) for positiva definida, S(x) > S(x*)
* ponto de méximo local se H(x*) for negativa definida, S(x) < S(x*)
* ponto de sela se H(x*) for ndo definida, ora S(x) > S(x*) e ora §(x) < §x*)

Nas situagdes onde H(x*) & semidefinida deve-se ainda investigar os termos de ordem
superior da expansao em série de Taylor.

Se §X) é convexa entdo as condicdes de otimalidade simplificam-se, porque as
condic¢des de segunda ordem séo equivalentes a convexidade local dafuncéo.

Exemplo 8.2: §(x) = (¢ - 1)*
x =0
VX)) =6x(x¥-1° - VSX) =0 <x,=1 , satisfazem a condicio necesséria de primeira
X =-1
ordem;
HX) = (¢ =1) (30X —=6) — H(x) =6; H(x) =0; H(xs) = 0 satisfazem a condicdo
necessaria de segunda ordem; contudo somente x; satisfaz a condi¢do suficiente. Neste caso

(univariavel) x, e xz sdo pontos de inflexdo, como pode ser visto no grafico abaixo, ou
avaliando o valor da derivadaterceira de x) nestes pontos:

V3YX) =24x (5 —3) > V3Yx,) =480 e V3Y(xg) =—48 = 0.
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-15

Exemplo 8.3: S(X,%,) = X + X X5
2
VS(x){Z’“XZ}
2% X,
entdo, X.* = x* =0, €

2 2
s, 2]

isto € uma matriz positiva semidefinida. O gréfico abaixo ilustra a fungdo §x), onde se
observaque x* =0 ndo é um ponto de minimo. Fazendo a mesma analise com a mudanca de

varidvel y = X2, verifica-se que aorigem € um ponto sela.

150 <
100

50

S(x)

-50

-100 4

8.1.2 Otimizagcdo com restricdes
Seja 0 problema de otimizagao sujeito a restrigdes de igualdade, h(x), e desigualdade,
9(x):
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min §(x)
sujeito a: h(x)=0,j=12,..,m
g(x)<0,j=12..,p
xe XcR"

onde Sx), g(x), eh(x) € C?. O conjunto de todos os pontos viaveis é definido por:
K={xe XcR"/h(x)=0, g(x) <0}

Uma restricéo de desigualdade g;(x) é chamada de ativa em um ponto viavel X segj(X) =0,
caso contrério €la € uma restricdo inativa. As restricbes ativas restringem a regido de
viabilidade, enquanto que as inativas ndo impdem restricdo alguma na vizinhanga do ponto
X , definida pela hiperesfera de raio € em torno deste ponto, denotada por B4 X ).

Um vetor d é chamado de vetor de direcéo viavel a partir do ponto X se existe uma
hiperesferaderaio ¢ tal que:

(X+1.d) € {BLX) N K} paratodo 0 <A < ﬁ

O conjunto de vetores de diregdes viaveis a partir de X é chamado de cone de direcdes
vidveis de K no ponto X . A figura abaixo ilustra estas defini¢oes.

X A

Sed =0, entdo X deve satisfazer as seguintes condicoes:
d"'Vh(x)=0
d'Vg(X) < 0paraasg(X) ativas, pois g(x) ~ /96620 +kVTg(Y)d <0

ese d' V(X) <0, entdo d é umadirecdo vivel e promissora, isto €,

X +Ad)<gX) paratodo0< A < ﬁ pois S(x)—S(Y)zXVTS(Y)d<O.

Se X =x* éum ponto de minimo local do problema, entéo para um A suficientemente
pequeno, tem-se:

Sx*) < St + A d).



8.1 CONDICAO DE OTIMALIDADE 9

A idéia chave para desenvolver as condi¢des necessarias e suficientes para um
problema de otimizagdo com restricdes € transforma-lo em um problema de otimizacdo sem
restricBes e aplicar as condi¢Bes para este caso. Uma forma de fazer esta transformacéo é
através da introducdo de uma funcdo auxiliar, chamada de funcdo de Lagrange, L(x, A, p),
definida como:

L(x A, 1) =SX) +27h(x) +p'g() , n>0

onde A e u sdo os multiplicadores de Lagrange associados com as restricdes de igualdade e
desigualdade, respectivamente (u sdo também conhecidos como multiplicadores de Kuhn-
Tucker). Deste modo, o problema transformado torna-se:

max min L(X, A, w)
Apu>0 X

onde os multiplicadores A associados com as restri¢cdes de igualdade, h(x) = 0, assumem sinais
positivos quando h(x) > 0 e negativos quando h(x) < 0. No ponto 6timo tem-se:
L(x*, A%, p*) = S(x*)

Cada multiplicador de Lagrange indica o quéo sensivel é a funcéo objetivo em relacéo a
restricdo associada. Por exemplo, se as restricoes de igualdade sdo perturbadas por um vetor
b, isto é, hy(X) = b, entéo:

Vp(X*) = —A*.

Note que neste caso a funcdo de Lagrange tem aforma:

L(x, %) = S(¥) + A" [ho(x) - b]
e sua sensibilidade em relacéo ao parametro b € dada por:

Vel = VEX [V + V() 2] + V& [ho(x) - b] =
Como os termos entre colchetes da expressdo acima devem ser nulos no ponto 6timo
(condic&o necessaria de primeira ordem), entéo:
VpL(X*, A*) =—A* e VpXx*)=-A*
pois  VpL(xX*, A*) = V,Sx*) + VE A [hp(x*) — b] + VE ho(X*) A* —A*
he(X) =b e Vphp(X) =1

Portanto, o valor de §x) aumenta ou diminui a partir de §x*) com um aumento ou
diminuicdo em b, dependendo do sinal de A*. Por isso, os multiplicadores de Lagrange sdo
também conhecidos como “shadow prices’ ou “custos marginais’ das restricdes, porque a
mudanca no valor 6timo da funcdo objetivo por unidade de acréscimo no lado direito da
restricéo de igualdade € dado por A*.

Exemplo 8.4: Seja 0 seguinte problema de otimizagdo com restrigéo
min Sx) = (X, — 5)° + (X2 — 5)°
sujeitoa h(x) =x; — X =0

Introduzindo uma perturbacéo na restri¢do de igualdade do tipo: x; — X, = b, entdo afuncéo de
Lagrange toma a forma:
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L(X, A) = (Xo — 5)* + (Xo — 5)> + & (X1 — X2 — b)
cujo gradiente nulo com relacéo ax;, X, € A leva ao seguinte sistema de equagdes:
2(1—-5)+1=0
2(-5)-1=0
X1—X2—b=0
resultando na solucdo 6tima: x;* =5+hb/2, x* =5-b/2 e A* =—h.
Deste modo S(x*) =b*/ 2 e VpS(x*) = b =—A*,

Para entender a origem da funcdo de Lagrange, o 6timo do exemplo acima deve
satisfazer as seguintes condigoes:

as= §8X]_'|‘ §8X2:O
0% 0X,

dh= é)—héix1+ a—thz:O
% %,

Se §(x) fosse uma funcdo sem restricdo, entdo as suas duas derivadas parciais seriam nulas no
ponto 6timo e dS(x*) seria nulo para quaisquer valores das variagOes dx; e dxp. Entretanto,
COMO as variaveis x; e X, estdo restritas (6x; e 6x; ndo sdo independentes), as duas derivadas
parciais de S(X) ndo podem ser arbitrariamente igualadas a zero. Contudo, S(x) deve ser um
extremo no ponto 6timo e portanto dS(x*) = 0. A segunda condic¢do, dh(x*) = 0O, existe porque
h(x) = 0. Para se obter uma solucéo (6x; e dxp) ndo trivial do sistema de equagles acima, a
matriz dos coeficientes do sistema:

s s
ox 0%
oh oh
o 0%
deve ter determinante nulo, ou sgja, as linhas da matriz séo linearmente dependentes:
a_S + }Lé_h =0 e a_s + xa_h =0
o O X 0%

Entao, definindo uma funco auxiliar: L(x, &) = S(x) + A" h(x)

as condicles acima sdo satisfeitas se: VyL(X, A) = 0. Para que arestricdo de igualdade, h(x) =
0, sgja também satisfeita € necessario que V;L(x, A) = 0. Portanto, no ponto 6timo é
necessario que VL(x*, A*) = 0.

A existéncia dos multiplicadores de Lagrange depende da forma das restricdes, e
estara garantida se e somente se os gradientes das restrigoes de desigualdade ativas, Vg;(x*), e
das restri¢des de igualdade, Vh(x*), forem linearmente independentes. Por exemplo, no caso
de um problema somente com restricbes de igualdade, a condicdo necessaria de primeira
ordem paraL(x, A) fica

V,SX) + [Vxh(X)] A =0
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cuja solucdo para A existird somente se amatriz V«h(x) possuir posto completo, m, isto é, estar
composta por m vetores linearmente independentes.

* Condicdo necesséria de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

Para que x* sgja um 6timo loca do problema com restrigdes, com Sx), g(x), e h(x)
diferencidveis em x*, é necessario que:

os gradientes das restri¢des de desigualdade ativas, Vgj(x*), e das restri¢gdes de igualdade,
Vh(x*), sggam linearmente independentes (qualificacdo de segunda ordem das restri¢des), e
gue as seguintes condic¢des sgjam satisfeitas:

VL (", 1%, p*) = VSe*) + (%) Vh(x*) + (u*)" Vg(x*) =0
h(x*) =0
g(x*)< 0
w* g(x*)=0,j= 1,2, ..,p (condicbes de complementaridade)
u >0
A condicdo do gradiente nulo, V,L(x*, A*, u*) =0, implicaem:
()T Vhx*) + () Vg(x*) = -VS(x¥)

gue interpretada graficamente, figura abaixo, mostra que o vetor VSx*) pertence ao cone
das direcOes viaveis, formado pelo negativo dos gradientes das restricbes de igualdade e

desigualdade ativas (umavez que u*j = 0 para as restri¢oes inativas).

X2 S(x) =const gx)=0

gz{x} =0

uil Vg,(x*)]
\-"/Y\‘_
i .
: A7 Vg (x*)
Fcu‘:ﬂhlc —>»
region B, Ngi*y .~
g(x)(—'n . -
' &) s
" X uve,om
_-"7"‘*“_‘)5(3&\ \"’l’
g &
t\ccm:musv\\’-

‘f/” ._.';5-();) const \\

X,

Supondo que VSx*) caia fora do cone das diregBes vidvels, entdo haveria uma
direcdo d tal que d' VS(x*) < 0, d' Vg(x*) <0 e d' Vh(x*) = 0, isto &, existiria um ponto
melhor que x*, como ilustra a figura abaixo.
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X3 .‘h(iJ: 0

gi(x) =0 /
< | X
B [/ “——Tangent to g,(x)
% ,:/ /
I
X / /£ —VS{x*)
S(x) = const \ 17/

“r SN
Feasible
region
g;(x)< 0

gi(x)=0 /

» Condicao necessaria de segunda ordem de KKT:

Para que x* sgja um minimo local do problema com restrigdes, com Sx), g(x), e h(x) duas
vezes diferenciaveis em x*, € necessario que:

a condicdo de primeira ordem de KKT sgja satisfeita e, que a matriz Hessiana da funcéo de
Lagrange, V)Z( L(x*, A*, u*), sgja positiva semidefinida para todo vetor ndo nulo d tal que:
dVh(*)=0,i=12 ...,m

d" Vgi(x*) = 0 paraas g(x*) ativas

isto &, d” VZL(x*, A*, u*) d>0.

* Condicéo suficiente de KKT:

Para que x* sgja um minimo local do problema com restrigdes, com Sx), g(x), e h(x) duas
vezes diferenciaveis em x*, é suficiente que:

a condicdo de primeira ordem de KKT sgja satisfeita e, que a matriz Hessiana da funcéo de
Lagrange, V)Z( L(x*, A*, u*), sgja positiva definida para todo vetor ndo nulo d tal que:
d'Vh(*)=0,i=12 ...,m

d' Vg(x*) = 0 paraas gj(x*) ativas{gj(x*) =0 e p* >0}

d" Vgi(x*) < 0 paraas g(x*) inativas{ gj(x*) <0 e u* =0}

isto &, d” V2L(x*, A*, u*) d > 0.

A positividade da matriz Hessiana com restricéo, isto &
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d" V2L0e, A%, p*)d>0 vde{d/d Vh(x*)=0,d vg(x*)=0,d=0}
€ garantida se todas as raizes do polinémio caracteristico

AM-ViIL M
MT 0

p(A) =

forem positivas, onde M € a matriz formada pelos gradientes de h(x*) e g(x*) ativas, isto €, a
matriz tal que d” M = 0, com m+p? < n e com posto completo (p* & o nimero de restri¢des g
ativas). O mesmo critério se aplica para semipositividade, negatividade e seminegatividade,
Com 0S respectivos sinais das raizes.

Exemplo 8.5: Verificar as condigbes necessé&rias e suficientes para o seguinte problema
(Edgar & Himmelblau, 1988 , pg. 314):

min S(X) = (X, — 1)? + x5

sujeitoa g1(X) =1 — X5 /4<0

Exemplo 8.6: Verificar as condigdes necessdrias e suficientes para o problema com a mesma
funcdo objetivo do exemplo 8.5, mas usando a seguinte restri¢ao:

02(X) = X1 — x% <0

8oy,

Feasible ;.

T S(x)=(x, 1y 4+ x2
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8.2 Métodos diretos

Neste texto abordaremos somente alguns métodos de otimizacdo sem restricdo, cujo
problema a ser resolvido €
min S(x) ou max S(X)

xeR" xeR"
como max S(X) é equivaente a min-S(x), os méodos descritos a seguir sdo para
xeR" xeR"
problemas de minimizacdo. Os métodos existentes para a solucdo deste problema podem ser
agrupados em duas categorias.

1) métodos que ndo usam derivadas (métodos de busca, métodos diretos);

2) métodos que usam derivadas (métodos analiticos, métodos da métrica variavel,
métodos indiretos).

Como regra geral, na solucéo de problemas sem restricdo, os métodos que usam derivadas
convergem mais rapidamente que os métodos de busca. Por outro lado, os métodos de busca
ndo requerem regularidade e continuidade da funcédo objetivo e, principalmente o calculo de
derivadas primeira ou segunda de §x).

8.2.1 Método da secéo aurea

E um método de busca monovariavel, onde a cada iteracio o intervalo de busca é
reduzido por um fator a, chamado de razéo aurea, obtido pela relacdo geométrica abaixo
(reténgulo &ureo):

a-b_b
a b a
2
b a a
a-b b a=9=_1+*/§=o,618
a

Ouitras escolhas do fator o levariam a métodos similares, como por exemplo o método da
bisse¢cdo para o = 0,5. Contudo, a vantagem da razéo aurea esta na redugdo do numero de
célculos da funcéo objetivo, em funcdo da propriedade deste método de conservar o retangulo
aureo a cada iteracdo. Outro método com caracteristicas similares a se¢do aurea € a busca de
Fibonacci.

algoritmo
1) Determinar o intervalo de busca [L°, U°] que contém o ponto de minimo

2) Fazer k<« 0, A° < U° - L,
X« L°+aA’, § « S(X),
X; U -ad’, § < Si),
3)Se S(x) > S(x), entdo LT, XX, St S
sendo U o, Xt S §)
4) Fazer k<« k+1e A« U*-LX,
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Se S(x5™) > S(x M, entdo x¢ « L“+a A, § « S(x)
sendo X « U “—a A, S « S(X)
5) SeA* > ¢ (tolerancia), entdo (ir para3)

sendo FIM.
SX) X
S(xu) -
S(x)
S(x) S(xu)
. X N N X
L ‘L U L Vv Ty
l aA oA
A oA

8.2.2 Método das aproximacdes polinomiais sucessivas

Na verdade € uma classe de métodos de busca monovariavel, que aproxima a funcéo S(x) por
uma interpolagéo polinomial, Pn(X):

PL(X) = ilé | 00S(x))
j=

n _
onde 7 (X) = H% s80 os interpoladores de Lagrange. Quando a derivada de S(x)
k=1 (Xj — Xy
k#

esta disponivel, entdo ela também é usada na aproximacao polinomial:
n
Pan1(¥) = 2 [m (0 S(x)) + hy (9 VS(x))]
j=1

onde hy (%) = 2 (x) [1— 2(x= % )V£  (x;)] € hp(x) = 13 (x) (x—x;) 20 os interpoladores de
Hermite.

I nter polagdo quadr ética ou método de Coggins (ou DSC-Powell)
O método de G.F. Coggins (1964) ou de Davies-Swann-Campey-Powell (1964) aproxima a
funcdo S(x) por umainterpolacéo quadratica, Px(X):
X— X5 )(X— X X— % )(X— X X— % )(X—X
By 0= XTI gy XEXX) gy KX)o
(%1 —X2) (% — X3) (X2 — %) (X2 —%3) (X3 — %) (X3 — X2)

calculando o minimo desta funcdo quadrética, isto é, O(ljﬁ =0, tem-se:
X

i _ 106 —x3)S04) + (4 —X¢)S(%) + (% — X5)S(¥s)

2 (X = %3)S(Xq) + (X3 = %) S(X2) + (% — X2)S(X3)




16 8. INTRODUCAO A OTIMIZACAO

agoritmo
1) Determinar o intervalo de busca [x1, X3

2) Calcular S; < SX1), S« 9Xg), o« (X1 +X3) /2 € S« YX)
3) Calcular X#<_1(X§—X32)5_L+(X§—Xf)52+(xf—xzz)53 e & ¢ S
2 (%=%)S+(%6-X)S,+(X-%)S
4) Se|X* — x| < e paradlgumi =1, 2, 3, ent&o FIM.
5) Se(xs— X') (X* —x2) >0, entdok« 1
sendok < 3
6)Se S'<S, entdo X <X, S« S e k2
7) Xax < X', Sy S efir para3).

P2(X)
7/ S(X)

S(x)

X1 X X2

8.2.3 Método de Hooke & Jeeves
E um método de busca multivariavel dividido em duas fases (R. Hooke e T.A. Jeeves, 1962):

fase deexploragdo:  estimar a direco provével do extremo, a partir de um ponto inicia

(ponto base).
fase de progressdo:  progredir na diregdo provavel do extremo enquanto o valor da fungdo
objetivo for diminuindo.
.4
X1 9 X1 9
5. 5
X2Q | 17 51 15 Lo 10 XoQ | 17 - - 15 10
X21 12 X1 12
_ . + Xl _ - ¥ X]_
X11 X10 X11 X11 X10 X11
exploragéo progressao
algoritmo
Partida:

1) Determinar aregido de busca[L;, Ui], (i =1,2,...,n)
2) Selecionar o ponto baseinicia x, (i =1,2,...,n)

3) Calcular ovalor S, «— §%,) dafuncéo objetivo em x,
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4) Selecionar osincrementosiniciais §; e as respectivastoleranciase; (i = 1,2,...,n)
5) Tomar aprimeiradirecéo de busca (k < 1)

Fase de Exploragéo:
6) Cacular X, < X, —9, (sentido negativo)

7) Se x, estiver fora daregido de busca, entdo insucesso em K (ir para 10)
8) Calcular ovalor de S < S(x;)
9Se § >S5  entdoinsucessoemk”
sendo sucesso em k™ efazer X, < x, € S « S (ir parald)
10) Calcular X, < X%, +9, (sentido positivo)
11) Se x;, estiver foradaregido de busca, ent&o insucesso em k™ (ir para 14)
12) Calcular ovalor de S, « S(x;)
13)Se S’ >S, entdoinsucesso emk*
sendo sucesso ek’ efazer x, < %, € S « S/
14) Sejaforam exploradas todas as diregdes (k = n) entdo (ir para 15)
sendo tomar adirecdo seguinte k «— k + 1 e (ir para 6)
15) Se houve sucesso em alguma direcdo entdo (ir para 17)
16) Se §, <g Vi entdoFIM.
sendo o, «— o, /2 Vita que §, >¢; (ir parab)
Fase de Progresséo:
17) Tomar x, <— X, =9, (e opcionalmente, 5, «— 29, ) paratodas as direcdes que houve
sucesso
18) Se x; estiver foradaregido de busca, ent&o insucesso na progressao (ir para 16)
19) Calcular ovalor de S <« S(x,)
20) Se S > S, entao insucesso na progressao (ir para5)
Sendo sucesso naprogresséo efazer x, «<— x, € § « S (ir paral7)

8.2.4 Método de busca de limites

A maioria dos métodos de busca necessita da definicdo do intervalo de busca, que contém o
ponto extremo, para garantirem a determinacdo do 6timo. Segue abaixo um algoritmo de
busca para a determinacdo de um interval o [Xo, X1] que contém um ponto de minimo.

algoritmo
1) Escolher um ponto inicial, X,, € um passo inicial, a, cacular § < ), k<« 0
2) Cacular xp «— X+t € S« X))
3)Se <G, entdo o« —a, k<« k+1 e (ir parab)
) S S, a20, Xp<X+ta e S« X)
5 Se >S5, entdo (ir parad)
sendo k<« 1 (ir para?)
6) Se k<2, entao (ir para?2)
X Xta(k=1), |« [X,Xx], FIM.
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8.2.5 Método dos poliedros flexiveis

E um método de busca multivariavel (J.A. Nelder e R. Mead, 1964), onde o pior
vértice de um poliedro com n + 1 vértices € substituido por um novo vértice colinear com o
vértice antigo e o centréide, como ilustra a figura abaixo.

As coordenadas do centroide sdo dadas por:
1 n+1 )
X, :E{Zx,j —xm} j=12,...n
i=1
onde x,; €0 pior vertice.

O algoritmo envolve quatro operacdes de busca, que para o caso da minimizagéo da
func&o objetivo tém as seguintes formas:

XS X +a(x -x) , a>0

1) Reflexao: ‘ " K
{onde S0  max {S(x)...., S(Xi.)}

Se S(x¢) < S(x) = min{S(x),..., S(x.)}
entdo x¢ « X +y(xk—-x) , y>1

2) Expans3o: Se S(x£) < S(x5), entdo x «— x¢
. sendo XM - xk
i k- k+1 (ir paral)

i
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Se S(x5) > S(xY), entdio x*' <« X +%()§" -X5)

4) Reducéo: i=12,...,n+1
k<« k+1 (ir paral

O critério usado por Nelder e Mead para terminar a busca é o seguinte:
1

1 n+l " a2 2
{n—HZ[sm )=S(x5) ] } <e.

i=1

8.2.6 Métodos estocasticos

S80 métodos onde caminhos aleatérios sdo construidos na sequéncia dos passos em
busca do 6timo. Existe uma boa variedade de métodos que se enquadram nesta categoria, tais
como os algoritmos genéticos, busca aleatéria adaptativa, smulated annealing, PSO, etc. O
Particle Swarm Optimization (PSO) € um algoritmo que tem como fundamento o
comportamento de organismos sociais tais como uma revoada de passaros ou um cardume de
peixes, onde cada individuo da populacdo (particula) modifica sua posicdo com o tempo
(geracdo). A velocidade e posicdo de uma particula sGo modificadas de acordo com a
experiéncia do individuo e a dos demais componentes da populagéo, valendo-se de sua
melhor posicéo e amelhor posicdo do conjunto, dadas por:

k+1 k+1

v = wy + g ol - X)) + 6, BT - X)

K+l ok | kil
X=X+

onde x* éaposicio da particulai naiteragio k, v¢ suavelocidade, p* suamelhor posicao até
a iteracdo k, g é a melhor posicdo dentro todas as particulas até a iterago k, o e B* sio
numeros aleatdrios entre 0 e 1, w (fator de inércia) e ¢; e ¢, sdo parametros de sintonia do
método. Para valores elevados de w, tem-se uma melhor busca global e para valores pequenos
tem-se uma melhor buscalocal. ¢, > ¢; favorece o refinamento da solugéo ja obtida, ou seja, a
busca local, ao passo que c; < c¢; favorece a busca global, ja que cada particula segue o0 seu
préprio caminho.

algoritmo
1) Inicializagdo: construgdo de x’ e v aeatoriamente, k = 0.
2) Avalia-se a aptiddo de cada particula e atualiza-se p e g

3) Calcula-se anovavelocidade v e posicio X', k<« k+ 1
4) Se k < nimero maximo de iteracdes entéo (ir para 2)

No passo (4) pode-se também adotar outros critérios de parada, como por exemplo, um
determinado nimero de iteracdes sem haver mudanca no valor de g~
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8.3 Métodos indiretos

Estes métodos tém como equagdo basica para 0 processo iterativo:
X = XK — oy WK V(XY
onde ayx €0 tamanho do passo, d=-W(xX) V(X) é o vetor direcdo e
W(xX) éamatriz diregdo (inversa da matriz Hessiana ou uma aproximacao desta)
Em qualquer método de otimizacdo, uma boa direcéo de busca deve reduzir (para o caso da

minimizacéo) o valor da funcdo objetivo, isto & S(X") < SX¥). Tal direcdo, d¥, satisfaz o
seguinte critério em cada ponto:

Vs d“<0

ou em outrasopal avras, 0 angulo (0) formado entre os vetores V(X e d* deve ser sempre
maior que 90, ou sgja:

VISX) d“= VTS| |d | cos6 <0 < 6>90°

S(x)=10
I; { \)
| S(x)=6
' A
\'\
N
\\.
\l
\
il‘l
o .4'{
—Vs(xt /
. (x%) /
P Region of
il = . ~ valid
T search directions

X

Como a otimizagdo sem restrigdes € equivalente a encontrar a solugdo do sistema de
equacdes ndo-lineares F(xX) = VYX) = 0 (dai vem a origem do nome dos métodos indiretos),
pode-se utilizar todos os métodos disponiveis para a solugdo de F(x) = 0. Por exemplo, na
utilizacdo do método de Newton-Raphson, a matriz Jacobiana € a propria matriz Hessiana.

8.3.1 Métodos gradientes
Utilizam somente a primeira derivada da funcéo objetivo, caso em que W(X") = I:
X = 5K — oy VXK



8.3 METODOS INDIRETOS 21

d = ~VS(x

— —_ Linearized S(x)

—

Quando ok € escolhido de modo a minimizar:

gk(a) = X~ o VX)) ,a>0

tem-se 0 método da maior descida (“ steepest descent”), cujo algoritmo bésico pode ser escrito
da seguinte forma.

algoritmo
1) Escolher um ponto inicial x°, k<« 0

2) Calcular d“« —v(x¥)
3) Encontrar oy tal que S(X<+ oy d¥) = min ga) = K+ o d

4) Calcular Xt « X + oy o
5) Se o critério de convergéncia ndo foi satisfeito, entdo k<« k+ 1 (ir para2)
6) FIM.

—L(X1,%2) i (®)
0.02} -

0.015

0.01

0.005

o)

O.OIOS 0.I01 0.(;15 O.I02 0.625 O.IO3
X1
A minimizagdo de g(o), conhecida como funcdo de mérito, também chamada de busca em
linha (“linesearch”), pode ser realizada com o uso de qualquer método de minimizacdo
univariavel. Para ilustrar esta funcdo, a figura abaixo mostra a funcéo g»(a) do problema
acima
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O2()

(27]
Aproximando S(x) por uma funcéo quadratica:

S(Xk+l) ~ S(Xk)+VTS(Xk) (Xk+l_xk)+%(xk+l_xk)T H (Xk)(xk+l_xk)
ou deformasimilar:
g, (o) = S(X + a0 d*) = S(X) + a V' S(x*) d* +%OLZ (d)" H (x*) d

gue minimizando em relagéo a a., % =0, resulta:

(0

*

st(Xk)dk (dk)T dk
=0 =T KN 4K (KT Ky 4K
(d*)" H(x)d" (d%) H(x)d

Contudo, a equacdo acima ndo é utilizada para o calculo de a. nos métodos gradientes, pois
exigiria o ciculo da segunda derivada da funcéo objetivo. Neste caso, se utiliza, em geral,
métodos de busca para a sua selecéo.

8.3.2 Método de Newton
Faz uso da segunda derivada da fungo objetivo, caso em que W(X®) = [H(X)]™:
X =X — a [H)] ™ v

gue é resultado da minimizacdo da aproximacdo de §x) por uma funcéo quadratica:

S(X) = S(x*) + V' S(x*) Ax* +%(Ax“)T H (x*) AX®

onde AX“=x—x¥, nadirecio AX", isto & aisk =0

AX = [HX]™ V(X
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d= —[Vis(x")] 'VS(x")

Quadratic approximation
of S(x)

Xy

Neste caso ax 0Ou € um parametro de relaxacéo do processo iterativo 0 < o < 1, ou € um fator
de correcéo dainversa da matriz Hessiana, caso esta ndo seja atualizada em todas as iteragoes.
A positividade da matriz Hessiana deve estar sempre garantida para evitar a migracéo paraum
ponto sela. E, para assegurar a convergéncia do método de Newton, a correcdo AX deve ser
tal que S(XY) < (xY.

Uma maneira de assegurar a positividade da matriz Hessiana é através da modificacéo
de Levenberg-Marquardt, que adiciona um fator gjustavel na diagonal da matriz Hessiana, ou
em suainversa:

HK) =HE) + Bl B> —min{2)
WOE) = [HOOI ™ + il ye> —min{ 1/}
onde A; sdo osvalores caracteristicos de H(x").

Em particular, quando o método de Newton € utilizado para a solucéo de problemas de
minimos quadrados, ele é comumente referenciado na literatura como método de Gauss-
Newton. Sendo que uma das aplicacdes é a solucdo de sistemas de equacdes ndo-lineares,
F(X) = 0, transformados em problemas de minimos quadrados ao procurar minimizar o
quadrado dos residuos, isto €,

S0 =FT(F ()= (3

j i

neste caso VS(X) = 2 JT(xX) F(X) e H(X) = 2 J7(¢) I + 2 Q(x), onde J(x) = {%} é

a matriz Jacobiana do sistema, Q(X) = Z f.(X)H,(X) eHi(x) € amatriz Hessiana da funcéo
i=1

fi(x). Quando fi(x) — 0 para X > x*, entdo Q(x") tende a zero, e as direcdes de busca do

método de Gauss-Newton para o problema de minimos quadrados:

min[3(x)d - F ()|

sS40 equivalentes as direcbes do método de Newton, ou sgja:
d“=—[ J(x) I (X F(x) ~ -[HX] ™ V(X)
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8.3.3 Método do gradiente conjugado

Utiliza somente a primeira derivada da funcdo objetivo, gerando uma seqiiéncia de
direcdes que sdo combinacdes lineares do gradiente:

gt = - d - VS(xk+1)
onde anova diregdo é conjugada com a direcdo anterior com respeito a Hessiana:
(dk+1)T H (Xk) d=0
e X' =x+ o, d, onde oy é obtido de forma similar a0 método da maior descida. Para
calcular g1, faz-se aaproximagdo quadratica de S(x), de onde obtém-se:

VX) ~ VX + HXK) (x — X9
e portanto: V(XY — V(X = H(X) (x*** — %) = H(X) ou d*, que multiplicado por d“* &
esguerda, resulta:
(dk+1)T [Vaxk+1) _ Vaxk)] = o (dk+l)T H(Xk) dk =0

substituindo a equacdo para d“**

[eke d = VX D] T [VSX™) - VX9 =0,
mas devido a ortogonalidade entre a direcdo de busca e o gradiente da funcéo objetivo no

minimo desta diregdo (d*)" VS(X*!) = 0 e para a aproximagao quadratica V'S(X%) V) = 0,
resultando em:

na expressao acima, tem-se:

. VT S(Xk+1) VS(Xk+1) B VT S(Xk+1) Vs(xk-HL)

el =TT 4T vS(X) VT S(X) VS(X)

a Ultima igualdade resulta do fato de d* = g d“* — V(X) , que multiplicado por VS(X") &
direita
(@7 VX = & (d) T VX - VISX) VSIX) = -VTSX) VE(X),

pois (d“Y)" V() = 0, pelamesmarazdo acima

algoritmo
1) Escolher um pontoinicial x°

2) Calcular o « ~VSX) , k<0
3) Encontrar oy tal que S(X + oy d) = min ga) = S+ o d)

4) Cacular X « X+ o e VXY
5) Se o critério de convergénciafoi satisfeito, entdo FIM.

T k+1 k+1
6) Calcular d“* « —VS(x*"!) + d* \4 ?(X k)VS(Xk )
VTS(X) VS(x¥)
7) Se k=n, isto & realizou ndiregBesL.l.  entdo fazer X’ « X* e (ir para2)
sendo (ir para3)

, ke k+1
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8.4 Método dos minimos quadrados
Sgja uma relagdo envolvendo m variaveis independentes xi, Xz, ..., Xm COM uma
variavel dependentey:

Yoo (X,@) = Z a - f,(x), sendo ay, ay, ..., a, 0s chamados n+1 parametros do modelo.

aymod(x’a):

f arak=0,1, ..., n
oa, k(x) P

Assim:

Nesse caso diz-se que afuncao € linear NOS parametros.
Desgja-se determinar os n parémetros do modelo que minimizem a fungdo objetivo que é a

2
soma dos quadrados dos erros. S(a Z[yexpJ Yimoa (0] :Z{ye‘xm Za }

Nex

——2ka {yexp] Zaf }E

a, Yepa
Adotando a notagdo matricial: a = 6}1 eR™ Yop = ye’fp’z e
a, Yep.Neg
fO(xl) fl(xl) f, (xl)

Assim:

[AT ‘A]nnhak = fk(xi ) fi(xj) e [AT ‘yexp]dememok :Z fk(xj)‘ Yexp,|
-1 -1

S

Resultando no sistema linear:
4T dla=aT yo, ma=[a" Al (47 y,,)
Uma forma de gjuste bastante empregada é o ajuste polinomial, neste caso:

f.(x)=x" parai =0,..,n, assim:
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No caso particular de n = 1 tem-se 0 ajuste linear quando:

1 x
e o)
Do X Xp v Xy,
XNexp
Neg Negp
Nexp z Xi Z yexp,i
Assm: AT A= | e A yep=[ 7 ou sgja
in inz in " Yexp,
i-1 i-1 i1
Negp Negp

dividindo ambos 0s membros por Ne, € definindo os valores médios:

Negp Nep Necp
Z z yexpl ‘ Xiz in : yi
(x)= Elexp ’ <yap> Nexp , <x2>:'I\TTp e <x- yeXp>:Il|\Tp resulta:

oo A )

Quando a equacdo do modelo € ndo-linear nos par@metros, pode se proceder da seguinte
maneira (método de Gauss-Newton): considerando «™® o valor do vetor dos pardmetros na
iteracdo k, lineariza-se a equacdo do modelo em torno de « , resultando em:

Yimodinearizado (¥ @) = Yinaa (xv”(k) )+ i [ai -al ] % (x) = I (x) Z a - fi(x

i=0

%ndo fi(k) X :ayL(x’a) e yr(]!l(g :ymo x,a(k) _ \ (k) fi(k) x
(x) oa " e ) d( ) Z;al (x)

O valor de «**? na proximaiteracdo (k+1) € entdo calculado por:

(k+l) [Ak Ak] (Ag-yg((?))

Yexpa yr(7l1<())d (xl)

(k)
Sendo: yg;)) _ Yep2 — ?/mod(xz)

Yep,Ne, ‘yrgri(o)d ( oo )
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() 190 ) — 10k )

Conforme observado na secéo anterior, quando o método de Newton é utilizado para a
solucdo de problemas de minimos quadrados, ele € comumente referenciado na literatura
como método de Gauss-Newton. Definindo entéo a funcdo residuo:

R () = Y, —ymod(xj ,a)

A funcéo objetivo pode ser escrita como:

S(@) = K" (a) R(@) = ), Ri(@)

N,

neste caso VS(a®) = -2 4] R(a¥) e H(a¥) = 2 4] A - 20(a"¥), onde Q(a) = Z R (a) H(a)
j=1

e Hj(a) é amatriz Hessiana da fung&o R(a). Quando R (™) — 0, entfo Q(a") tende a zero, e

as direcOes de busca do método de Gauss-Newton para o problema de minimos quadrados:
min|R(a®)- 4, d|
deR"

sS40 equivalentes as direcbes do método de Newton, ou sgja:

d= (A A,) " AT R@®) ~ [H@O)]* va®)

Casos Particulares de M odelos Ndo Lineares nos Parametros

1) Modelos EXponenciais: Y, (x,a,6)= Y a, -exp(b, - x)

i=0
Neste caso, se 0s pontos experimentai s s80 igual mente espagados, isto é
X; =% +(j—1)-h paraj=1, ..., Neq, tem-se:

ymod(xj ,c,p)=ZCi -p/™t, sendo: ¢ =4 -explb - x,) e p; =explb; -h)

i—0
Desse modo, em cada ponto experimental se tem:
R =Yoo, —20. p
Valores preliminares dos parametros ¢; e p; podem ser obtidos considerando que:
R = Ve, —Zn:cl P02y, = Zn:cl -p’™*, considerando que po, P , -.-Pn S30 0s valores

i=0 i=0
caracteristicos de uma equacdo de diferencas de ordem n+1, linear, de coeficientes constantes
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n

e homogénea da forma'y, ., + Zak Y, =0 Porém nos pontos experimentais tal equagéo
k=0

n&o é satisfeita totalmente, assim define-se o residuo:

n
9{j (a): yexp,j+n+l +Zak 'y®<p,j+k para 1< J < ‘Jmax = Nexp _(n+1)
k=0

Osvaoresde oy, o, ..., o S80 determinados de modo a minimizar a fungéo:

Jmax

Jimax n 2
F(a)zZin :Zl:yexp,j+n+l +Zak 'yexp,j+k:| Sendo ‘]max = Nexp _(n+1)21
j=1 k=0

j=1

J n
.. OF(a Z"“X Z .
ASSIm:#ZZ' yexp,j+m|:yexp,j+n+l + oy 'yexp,j+kj|:O ou sgja
m j=1 k=0

Im

ax n
yexp,j+m|:yexp,j+n+l +Zak 'yexp,j+k:|:0 param: O’-"’ n.
1 k=0

j=

yexp,l y@<p,2 yexp,S e y@(p, n+1 yexp,n+2
yexp,2 yexp,3 yexp,4 t yexp,n+2 yexp,n+3
Definindo: M =| Yeqs Yexpa Yops 7 Yepn:3 € v=| Yepnua |, tEM-se
y@(p,Jmax Yexp,Jmax +1 yexp,JmaerZ t yexp, Negp—1 Y<axp,Nexp
200
ay

(MT -M)- a, |=—M" -v, com os valores dos coeficientes oo , o, ..., an determinam-se as

n
(r)=r”*l+zak r*, sgjam estas raizes: p,, p,--, P,. Masem
k=0

n+1 raizes do polinémio: P,

n+l

vistade p, =exp(b -h)=b =%-In(pi) parai =0, 1,..., n. Assim ymod(x,az,b)=Z:ai -exp(b, - x)
i=0

e como agora a equacdo do modelo é linear nos coeficientes ap, ai, ...,a, e€stes sao

determinados apos a definicdo de:

explby - %) explb,-x) - explb,-x)

eXp(bo : Xz) eXp(bl : Xz) eXp(bn : Xz)

exp(bo" XNexp) eXp(bl XNexp) eXp(bn.' XNexp)

permitindo determinar: [A™- Al a= A"y, = a=[4"- A" (4" - y,,,)

Como exemplo do procedimento, considera-se n= 0, isto &
Yimoa (X, a0)=a-exp(b- x).
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yexp,l

yexp,z Negp—1
Resultandoem: M =| Yens3 =>M" M= Z ngp,i e

i=1

yeXp, Nep -1

Desse modo:
N N

exp
1 yexp,i : yexp,i—l
g = po =exp(b-h)= ~ap=b=In L

Z ygxp,i Z yezxp,i
i=1 i=1

p
yexp i yexp |—1
2

__ =
ao—_

Pararefinar os valores de ap e by assim procede-se:

Minimiza-se afuncéo: S(a,b) = Z[yexp] a-e” ]2 sendo:
=1

Nexp
b-x;
2.8 Veq,

Nexp :
Com: S __53 ey, —a-e -0 alb)- %,

aa j=1 f e2~b~xJ

Nexp

N
© 8S(az’b) 2_2""‘2 Xieb.Xj [yexra,j -a-e” ]=0: Z:Xieb‘xj [yexpyj —a.-ed ]: 0
i =

Essa Ultima expressdo, apds a substituicdo de a em funcdo de b, é uma funcéo ndo-linear
apenas de b que é resolvida numericamente por um método adequado.

Muitos trabal hos na literatura utilizam afungo vy, (x,a,b)=a-exp(b- x) em suaforma
logaritmica, assim:

IN[Y 00 (%, D))= Yooy (X, ,b) =In(a) + b- x=a + b- x, sendo = In(a) = a=e* .
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Essa nova funcéo é considerada como a equacdo do modelo e os valores de o e b sdo
calculados da mesma forma que no gjuste linear, assim:

L)) (e[ (e o :28::3
[<X> <X2>J Lbj (<x-vap>}se”d° S
'n(yexp,Nexp)

Esse procedimento é denominado erroneamente de linearizacdo e seu emprego ndo €
recomendavel quando se desgja um bom gjuste dos dados. Porém os valores de a e b assim
estimados podem ser utilizados como valoresiniciais para 0 procedimento mais rigoroso.

2) Modelo Hiperbdlico: y,,(x,a,b)= 1+‘; .
De forma semelhante da feita com o0 modelo exponencial acima, este modelo pode também
ser expresso naforma: Y, ,(x, a,ﬂ)=; =a+ f-x sendo:
Yimoa (X, 8,b)
a:§:> azé e ﬂ:g:bzg. Os valores de o e  sdo calculados da mesma forma que no
gjuste linear, assim:
1
ye:>l<-p,1
[<)1(> <<XX2>>} , {ZJ = [ <><<Ye;:xz >J sendo Y, = Yoo | Neste caso também vale as duas
1
Yexp,Ne

observagoes feitas acima.
Para um gjuste que minimize de fato a soma dos quadrados dos erros deve-se ter:

Neyp 2
Minimiza-se a funcéo: S(a,b)zjzll Ve —ﬁ} sendo:
< Ve,
Com GS(a,b):_ZNZ‘”’i 1 {yexp,,- _a }:o: (o) P 2
oa = 1+b-x 1+b-x; Nexp 1
j_1£1+b‘ij
aS(a b) _

Zaz Yeup z n I VR S
i1+bxi o] 1+bx i1+b-xjjz " 14b.x,

Essa Ultima expressdo, apos a substituicdo de a em funcdo de b, € uma funcdo ndo-linear
apenas de b que € resolvida numericamente por um método adequado.

Procedimento semelhante pode também ser aplicado a funcéo:
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a-x 1 1
ymOd(X’a’b)zler-x:> ymod(x,a,b)ZYmOd(X'a'ﬂ):a+ﬂ'X - sendor X =2
a=E eﬂzi

a a

3) Modelo Geométrico: Erro! N&o é possivel criar objetosa partir de codigos de campo de edigao.

De forma semelhante da feita com o modelo exponencial acima, este modelo pode também
sar expresso na forma Y, (X,2,b)=In(y,(xab))=a+b-X, sendo X=In(x) e

a=In(a)=>a=e".
Osvalores de a e b sdo calculados da mesma forma que no agjuste linear, assim:

I n(yexnl)

(<>1<> <<;2>>j'[gj{<i%m,sendo Y, - '“(yzexm)

I”(yexp,Nexp )
Neste caso também val e as duas observacdes anteriores.
Para um gjuste que minimize de fato a soma dos quadrados dos erros deve-se ter:

Nep
Minimiza-se afungdo: sendo: S(a,b) = z [yexp, j—a x?’]2

J
i1

ZX yEij

——ZZX [yexpJ a- x] 0= alb)=""——

exp

=1 .
| 20

8S(ab)__2 abe In(x Xyexp] a- x] O:be In(x )[y@(pj— : j]z

Essa Ultima expressdo, apds a substituicdo de a em funcdo de b, é uma funcdo ndo-linear
apenas de b que é resolvida numericamente por um método adequado.

0S(a,b)
oa

Com:

Lista de exercicios

1) Determine (a partir da definicdo de concavidade e convexidade) a concavidade ou
convexidade das funcdes:

€) 1‘(><l,x2):(x1—2)2+::"»-(x2 +1)2 no dominio: x,X,>0;

(b) f(X,%,%)=2-%"+X%—3-%> nodominio: x,X,, %, >0.

2) Determine a localizacdo e a natureza dos pontos estacionarios das funcbes abaixo,
determine também (em cada caso) 0 méximo e o minimo globais:
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@ f(x):li')’(‘2 para x> 0:
(b) f(x):senT(x) paa-7 <X<r;

(© f(x)=e* -sen(x) para0<x<r;
(d) T4, %) =X =3-% % +3-X;

1
(e)f(xl,x2)=—xf—§-><§+x1~x2+x1 parax,,x, >0.

3) Resolva, utilizando multiplicadores de Lagrange, cada um dos problemas abaixo:
(a) Maximize: f(x,X,)=X-X tal que: x, +2-X, =4;
(b) Minimize: f(x,%)=(%—~2)"+2-(% -1)"+(x—3)° tal que:

2% +X%+2-%24 e x2+2-x2+3-x2 > 48;

(€) Minimize: f(xl,xz)=(x1—2)2+2-(x2—1)2+(><3—3)2 tal que:
2% +X+2:%<4 e xZ+2-x5+3-x2 <48;

(d) Minimize: f(x,%)=x+x ta que: (x,~1)’-x2=0.

4) Se as coordenadas X1 e x» estdo relacionadas por: 2-x + X, =1, ache os pontos sobre a
glipsdide: 2-x°+x,+x; =1 que se encontram, respectivamente, mais proximo e mais
afastado da origem.

5) Determine as dimensdes do paralelepipedo, cuja diagonal tem um comprimento d, que
apresenta o maior volume.

6) Teste as condigdes necessarias e suficientes do problema abaixo.
min §(X) = X3 X2
sujeitoa g,(x)=x>+x>—-25<0

7) Em um reator quimico é conduzida uma reacdo quimica irreversivel de segunda ordem, o
processo é em batelada. O balango de massa do reagente € descrito pela equacdo diferencial:
% =—k-[c®)]? com ¢(0)=c,

A variacdo da concentragdo do reagente com o tempo é medida construindo-se a tabela:

t (min) 1 2 3 4 5 7 10 12 15 20 25

cx100 | 4,049 | 3,086 | 2,604 | 2,222 | 1912 | 1,524 | 1,142 | 0,980 | 0,741 | 0,649 | 0,521
(mol/L)




8.4 METODO DOS MiNIMOS QUADRADOS 33

Baseado nestes dados estime os valores de k e de cp.

Dica: A solugdo da EDO & c(t)=c—°C considere: a=c, e b=k-c, e determine os
Cy-
paréametros a e b como indicado em na se¢éo 7.4 para model o hiperbadlico.

8) A intensidade de radiagdo de uma fonte radioativa é expressa por: I(t)=1,-e“".
Determine os valores de Iy e de « que melhor gjustem os dados experimentais abaixo:

t 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8

1(0) 3,16 2,38 1,75 1,34 1,00 0,74 0,56

Dicaa note que o0s pontos estdo iguamente espacados, considere entdo que:
lmoa(tina)= P+ Imoa(t;) SENdO t =0,2+0,1-i parai =0, 1, ..., 7.

9) y é uma funcéo de x dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependéncia é expressa por:
y(x)=A-e“*+B-e”*. Determine osvaloresde A, B, o e 3.

X 04 05 0,6 0,7 0,8 09 1,0 11

y(x) |2,31604 | 2,02877 | 1,78030 | 1,56513 | 1,37854 | 1,21651 | 1,07561 | 0,95289

Dicaa’ note que o0s pontos estdo iguamente espagados, considere entdo que:
Yo (tis2 )+ B Vinga (i1 )+ € Yioa (t )=0 sendo t =0,4+0,1-i parai = 0, 1,....,7. Os valores de
b e ¢ sdo determinados de modo a minimizar afuncéo:

5

D[ Vimoa (tie2) +0° Yirga (1) + € Yinoa (8 )]2 —0 com os valores de b e ¢ determinam-se as
i=0

raizes r, e r; de p’+b-p+c=0, sendo r=€"**=a=-10-In(r) e

r,=e% = p=-10-In(r,)

10) y é umafuncao de x dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependéncia € expressa por:
y(x)=C-e**.sen(b- x). Determine osvaloresde C , aeb

X 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14 16

y(X) 0,00000 | 0,15398 | 0,18417 | 0,16156 | 0,12301 | 0,08551 | 0,05537 | 0,03362 | 0,01909

Dicaa’ note que o0s pontos estdo iguamente espacados, considere entdo que
Yo (tis2)+ B Voo (ti1 )+ €+ Yioa (t; ) =0 sendo t =0,2-i parai = 0, 1, ...,, 8. Tendo em vista
bxi _ q-bxi (—atbx)i _ L(-a-b-x)i
%:e‘“ ~sen(b-x)=2 : © , pode-se assim interpretar
-1 -1

como se 0 polindmio caracteristico associado apresenta um par de raiz complexa conjugada.
Apés as raizes serem determinadas o0 valores iniciais dos parametros seriam:

a:%-ln|9?e(r0) =5-InRelry )= € b:%~|arg(r0] =5-Jarg(ro )

que sen(b-x)=

11) y é umafuncao de x dada pela tabela abaixo, sabe-se que esta dependéncia € expressa por:
y(x) = A-e“* +B. Determine os valoresde A, B e «
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X

1,0

1,2

14

1,6

1,8

2,0

2,2

24

2,6

2,8

3,0

y(X)

3,00767

2,79720

2,61553

2,45874

2,32340

2,20659

2,10576

2,01874

1,94363

1,87880

1,82284

Dicaa note que os pontos estdo igualmente espacados, considere entdo que:
Yiod (o2 ) = (@4 D) Yoo (i1 )+ b+ Yioa(t )=0 sendo t =1+0,2-i parai = 0, 1, ..., 10. Com o

valor de b determinam-se as raizes de p® - (1+b)- p+b=(p-1)-(p-b)=0 estas raizes sio:
n=ler,=b=e%"*=oa=-5-In(b). Calculam-se entdo A e B por regressdo linear.

12) Através de fotografias estroboscdpicas de pequenas bolhas de ar é possivel medir o perfil
de velocidade préxima a parede de um tubo no qual escoa um fluido. Com um ndmero de
Reynolds de 1200 e com um tubo de 1 polegada de diéametro interno os seguintes pontos

experimentai s sdo obtidos:

y (disténcia a parede) u (velocidade) y (disténcia a parede) u (velocidade)

cm cm/s cm cm/s
0,003 0,03 0,056 0,85
0,021 0,32 0,061 0,92
0,025 0,30 0,070 1,05
0,025 0,33 0,078 1,117
0,037 0,57 0,085 1,32
0,043 0,66 0,092 1,38
0,049 0,74 0,106 157
0,053 0,80 0,113 1,65
0,055 0,84

A funcdo que melhor gjusta o perfil de velocidade & u(y) = p-y+q-y?, baseado nos dados
acima determine os valoresdep e g.

13) Os coeficientes de transferéncia de calor em trocadores de calor sdo adequadamente
modelados por expressdo do tipo: Nu=«-Re”-Pr.r?

Onde Nu, Re e Pr sdo, respectivamente, os nimeros de Nusselt, Reynolds e Prandt er € a
razéo entre a viscosidade a temperatura média do fluido e a temperatura da parede; a., B, y € 6

s30 constantes. Os

uintes dados experimentais estéo disponiveis:

Nu Re Pr r
277 49000 2,30 0,947
348 68600 2,28 0,954
421 84800 2,27 0,959
223 34200 2,32 0,943
177 22900 2,36 0,936
114,8 1321 246 0,592
95,9 931 247 0,583
68,3 518 251 0,579
49,1 346 273 0,290
56,0 1229 1518 0,294
39,9 54,0 1590 0,279
47,0 84,6 1521 0,267
94,2 1249 1074 0,724
99,9 1021 186 0,612
83,1 465 414 0,512
35,9 54,8 1302 0,273
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Estimar osvaloresde a., 3, y € 5 que melhor gustam os pontos acima.

14) Encontre o minimo das seguintes funcdes objetivo usando os métodos diretos e indiretos
descritos nas segdes 7.2 e 7.3 e compare os resultados em termos do nimero de funcdes
objetivo avaliadas por cada método:

a) IX) = 100 (Xo— X9 + (1 — xq)?

b) S(X) = [1,5- X1 (1 — X2)]? + [2,25- X1 (1~ %9)]? + [2,625— X1 (1 — %2°)]?
0) X) = 4 %% — 2 X1 Xo + Xo°

d) S(X) = exp(xa) (4 X2 + 2 %% + 4 X Xo + 2 X + 1)

) SX) =4 (xa— 5) + (xo— 6)°

f) SX) =x°—5x1+ 3%°+ 3

9) SX) = (a—2)* + (xe— 1)
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