EQE-358 - METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA QUIMICA
PROFS. EVARISTO E ARGIMIRO

Capitulo 9

Problemas de Valor de Contorno para
Equacdes Diferenciais Ordinarias

Considere o exemplo ilustrativo da difusdo-reacdo em uma particula catalitica esférica
e porosa:

Balango de massa: (estado estaciondrio, isotérmico)

1d dc
——|Dr2—|=(-ry), O0<r<R
r2dr( drj (1)

Condig¢des de contorno:

dC

— =0 C(R)=C

arl . (R)=C,
(simetria) (concentragdo fixa na superficie)

onde D ¢ a difusividade, considerada constante, e ra = —K.f(C), onde k é a constante da reagao.

1 d dC
D——|r2—=|=k f(C
r2dr( dr] ©

Pode-se ainda definir um fator de efetividade da particula (forma integral):
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f[,ra©av joRk f(Cradr

.[V ra(Co)dVv - IOR K f(C,)r2dr " taxa da reacdo maxima baseada na superficie

taxa de reagdo média na particula

Isto € Ty =n-ra(C,), a taxa média de reagdo no volume da particula.
Definindo também o adimensional:

reacao
difusdo

D= R\/% , conhecido como modulo de Thiele =

KT(C)

(o]

para uma reacao de primeira ordem, ou ® =R para uma reacao de qualquer ordem.

Outra defini¢ao para o Modulo de Thiele ¢ a sua versao generalizada:

d=L ré Co) (Médulo de Thiele Generalizado)
\/2 Djo “ry(C)dC

onde L ¢ o comprimento caracteristico da particula, definido como o volume da particula
dividido pela sua superficie externa, que para o caso da esfera L = R/3. Com esta defini¢ao

tem-se @ =3 ® para uma reagdo de primeira ordem na esfera.

Pode-se entdo reescrever a equagdo diferencial na forma: k f(C)r2dr= Dd(r2 Z—Cj e
r

substitui-la na expressao do fator de efetividade resultando em:

R
R dC dC
D_[ d(rz) [rz } 5
n= 0 dr _3DL_3DR—dC

(forma diferencial)

K f(CO)IOerdr k f(CoR? "k f(Cy)R? dr| _g

w _,
3R dC 3 dy dr|,_,
1= o2c, drl_, @ dx dy
0 r=R X=1 7 =9
dX x=1
onde Yy EC£ e X= % Ou seja, para calcular o fator de efetividade da particula, tanto na
(]

forma integral quanto na forma diferencial, ¢ necessario conhecer o perfil de concentragdo no
interior da particula, que € obtido através da solucao do problema de valor de contorno:

2
%+3%=®29(y), 0<x<1

X X ax Problema de
dy valor de

dx| =0 e yh=I contorno
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f(Coy)
f(Co)

onde g(y)=

Para o caso de uma reacdo de primeira ordem: g(y) =Y, o problema acima tem como solucao
analitica a equacao de Bessel modificada:

_ senh(®X) N _3 11
“Xsenh(®@) ' @[ tgh(®) ®

senh(Dx) _o - y(0)= )

Nota: y(0) ¢ finito e lim _—
X0 X senh(®d)

O®—-0:n—>1c¢e¢ ®—>oo:n—>0{nwz%}

n <1 evidencia o efeito da transferéncia de massa.

Para reagio de ordem n # 0 ou 1: g(y) = y", deve-se buscar a solu¢io numérica do problema de
valor de contorno. Alguns métodos numéricos possiveis sao:

- diferencas finitas

- volumes finitos

- elementos finitos

- shooting

- aproximagao polinomial

Como os trés primeiros métodos serdo abordados no proximo capitulo, vamos tratar
aqui do método de shooting e da aproximagao polinomial.

9.1 Métodos iterativos

A idéia destes métodos ¢ transformar o problema de valor de contorno em um
problema de valor inicial (PVI); atribuir um valor inicial para as variaveis com valor inicial
desconhecido; resolver o PVI; e verificar se as condigdes finais foram satisfeitas; sendo
atribui-se um novo valor para as condi¢des iniciais desconhecidas e reinicia-se o
procedimento iterativo até estas condi¢des serem satisfeitas.

Para o exemplo da particula catalitica definem-se as novas variaveis:

d

Y_y e y=u

dx

Gerando o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem:

du
— =V v(0)=0
dx
dv

:d)zg(u)—gv u(l) =1
dx X
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O procedimento iterativo descrito acima é conhecido como método da tentativa-e-erro ou
método de shooting. Uma variante deste método ¢ o multiplo shooting, onde o problema ¢

decomposto em subintervalos.

No caso particular de equagdes diferenciais lineares, pode-se usar o método de
shooting com o principio da superposi¢do de solugdes, obtendo-se a solugdo analitica:

y'+ F(X)y'+g(x)y =r(x) xe(a,b)

Exemplo: {
y@=a; yb)=p

Llyl=y"+ f(X)y'+g(X)y (operador linear)
L[Cl y, + Czyz] =C, L[y1]+ Czl—[yz]

L[y;]1=0 L[y, ]=r(x)
a) shooting: y(@)=0 e yr(a)=a
yi(a) =1 y2(8)=0
superposi¢ao: Y(X) = C1y1(X) + Cay2(X)
LIyl =r(x)= ¢ M+C2M = =1
=0 =r(x)

y(X) = C1y1(X) +Ya(X) ; y(@) = a = c1yi(a) + Cay2(a)
y(b) =B = c1yi(b) + ya(b)

_B-y,(® _ B—y,(b)
¢ = yi(0) y(X) =y (X) + 7i() y1(%)
LIy 1=r(x) Ly, 1=r(x)
b) shooting: y(@)=a e y,(a)=a
yi(@=v y2(8) =7,

v1 € 72 tais que Yi(b) # ya(b).
superposi¢ao: Lly]=r(x)=c, L[y, ]+¢c,L[y,] = CtC=1
— ——
(%) r(x)
y(@) = a = cryi(a) + C2y2(a)

y(b) =B = c1y1(b) + caya(b)

{ c +C, =1
yi(b)c +y,(b)c, =



9.1 METODOS ITERATIVOS 5

_ B=y,(b) . . = yi(b)-B

Ly -y (b) 27 yi(b) -y, (b)

y(x) = {[B=¥2(0)]y1(0)+[yi(b)—B] y2(x)}

1
y1(b) -y, (b)

Para equacdes diferenciais ndo-lineares:

dy d2y
F (X, y,&,mj =0

y@=a; yb)=p

a aplicagdo do método de shooting gera um procedimento iterativo, arbitrando-se um valor
inicial para a condigdo desconhecida (no problema acima: Yyy(a) =y, ), criando o problema de

valor inicial (k = 0):
F (X Yi: Vi Yk ) =0
yr(@)=o
Y (@) =1k

Cuja solug@o no final do intervalo ndo deve satisfazer a condig@o de contorno y(b) = f.

Q)
(&)

Entdo se pode criar um problema para o calculo da raiz da equacao:

f(y) =yb;y)-p=0

Por exemplo, usando o método de Newton-secante:

~ (k) -B)(vk —vk-1)
Yk (b) = i1 (b)

Yk+1 = Yk k:(), 1,2,...
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9.2 Método da aproximacéao polinomial

Considerando um problema genérico de valor de contorno com equag¢des diferenciais
ordinarias de segunda ordem:

2
f(x,y,(jl—y,oI yJ r(x) xe(0,1)
X dx
g(O,y,d—y]:O,x:O
dx

dy
h| 1y, 0, x=1
[ydj

n+1

E aplicando a aproximagao polinomial: y(x) = P,,,(X) = ZC i X

n+1 n+1 (X Xk

ou PM(X):ZgJ_(X)yj onde £;(x)= H “ %)

0=Xo <X <X <..<Xp<Xps1=1
tem-se o residuo da aproximagao na equagao diferencial:
g‘R(X C) - f(X9 n+1° n+1’Pn'£r1) r(X) ou SR(X y) - f(X9 n+1° n+1’Pn'£r1) r(X)
n+l d 2€ X
onde P/ (x)= Z d( ) y; e PL(x)=)] ( )
X =0

j=0

Nos pontos nodais temos: yx) =y, =P, (X))
n+l1

Y'(%) = P (%)= z Aij Y
j=0

n+1

y"(xi) Pﬂl(x ) ZBljy]

d?/
¢ B = dx’

i

onde A =——-

X=X X=X;

n+1

Definindo o polindmio nodal: P; (X) =a,,, H (X—=X;), grau n+2
i=0

Chega-se em: li(x)= e E()NSIE’)’()(X ) (if [(X) = lj
J/UNT WA j=0
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Pl\’JT(Xi) i;tj
(Xi _Xj)Pl\’lT(Xj) ’

Aij= _ (JZ—;AU: J

M, i=] i=0.1..n+1
2I:)NT(Xi) i ’

Xi — X

2/&{/&— : } i

b PR
3Pir (X))

Portanto, dados os pontos nodais X;, Xa, ..., X pode-se obter Pnt(X), P’n1(X), P”’n1(X) €
P’?’n1(X) para o célculo de / j (X), Ajj e Bjj. Nota-se que ndo ¢ necessario obter ay+», pois tem-

se sempre a razao de polindmios. Uma forma eficiente de obter estes polinomios ¢ através de
suas formulas de recursdo:

pj(X):(X_Xj)pj—l(X) com po(x)=1
q;(X) = (X=X;)q; (X)+ P (X) comQ,(x)=0
r(X)=(X=x)r,,(X)+2q;,(x) comr,(x)=0
S;(X)=(X=X;)8;,(X)+3r,,(X) coms,(x)=0
onde Py (X)=P,,,(X); Py (X)=0,,,(X); Pi(¥)=r,(%); P&F)=s,,(X)

Resta escolher a forma de obtengdo de Xij, 1 =1, 2, ..., n e o calculo dos coeficientes da
aproximacao polinomial.

Método dos Residuos Ponderados:
1
Iw(x)Hk(x)iR(x;c)dx=0 k=1,2,3,..,n
0

onde Hy(X) sdo as ponderagdes do residuo e wW(x) ¢ a fungdo peso associada a equagdo
diferencial.

X # X,

0,
Método da colocag@o: Hy(X) = 6(X — Xk) = { = %
o0 . = K

= R(X;C) =0 com X arbitrario

Fazendo que R(X;;¢)=0 parai=1,2, ..., n, isto ¢, residuo nulo nos pontos internos, tem-se:
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n-+1 n+1
f(xi,yi,zAjyj,ZBijij—r(xi):o i=1,2,..,n
j=0 j=0
(n+2)eq. ol
g(O,yO,ZAo,-y,-}O
j=0

(n+2) var.
n+l
h(la yn+1 o z An+1,j yj J = 0
j=0

gerando um sistema ndo-linear de equagdes algébricas para ser resolvido.

Método dos momentos: Hi(X) = X<
. . OR
Método dos minimos quadrados: H,(X)= 8—(X; C)
Ck
Método de Galerkin: H (X)= ﬂ(X;C)
oc,
Método da colocacdo ortogonal: Xk sdo raizes de um polindmio ortogonal e Py(X) com

relacdo a fungdo peso W(X):

1
[wO)x<1R, (0)dx =0
0

Ex:  w)=x(1-x)" = Polindmios de Jacobi P“*(x)

Exemplo: Difusdo-reagdo (reagdo de ordem m) — estacionario.

1 d|_dy ) m
—— | X == |=D"|y(X
x° dx[ dx} [y( )]
s=0 — geometria plana
s: fator geométrico s=1 —» geometria cilindrica
s=2 — geometria esférica

CClI: ﬂ =0 (simetria)
x|,
CC2: y(1)=1
1
Fator de efetividade da reagdo: 7 =(s+ 1)'[ x*[y(o]"dx = (Sq;l) %
0 X x=1

Fazendo a mudanca de variavel: u = x*, tem-se:
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2
1 i[u(sﬂ)/z ﬂ}: p[y(u)]m, onde p :%

us=D72 du du

CC1: d_y = finito
duf,_,

cc2: y()=1

d’y (s+1)dy o
=U—— —_—
du? " 2 du Py

1
(S+D 1, s-1y2 m (s+1) dy
=———|u uwf du=-——=—

n=— { [yw)] 20 dul,

A fungio peso associada a equagio diferencial é: w(u) = u®~ ">

n+l n .
Aproximagao polinomial: y(X) = P,(X) = Zﬁ [y, = chu‘

j=1 i=0
Utilizando uj, Uy, ..., Uy como pontos de colocagdo e Uy:; = 1 como ponto de interpolagdo.
n+1
_ (u-u,)
OB | Freare

k(U —Uy)
k=]

Pela CC2: P.(D)= z C; =1, desta forma pode-se representar P, (x) =1+ (1- u)z du™'

=0 i=1

1

Método dos momentos: .[u(s*”/z u*'R(u,d)du=0 k=1,2,..,n
0
1
Método de Galerkin: ju(H)/z «(I-u)-u*'R(u,d)du=0
0
1
Método da colocagio ortogonal: Iu(s‘l)/z -1-w*-u*'R(u,d)du =0
0

Com os polindmios ortogonais de Jacobi: P“#(u)

s—1 a =0 = método dos momentos
onde f =——. Observa-se que ) .
2 a =1 = método de Galerkin

Os polindmios de Jacobi podem ser escritos na forma:

PP W) = D (=) 7y
j=0

_:(n+1—j)_(n+j+a+ﬂ)}/_
b (+p "

Ou pela formula recursiva:

onde yo=1¢ y j=12,.,n
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PP (U)=[u-g,(@ AP W) -h (e, /HPS W)  j=1,2,..,n

com PP u)=0 ¢ P*”U)=0

0., p)=—L1 g,—(a,m:l[l— (@ =F) } i>1
o 2

+p+2 Qj+a+p+1)7 -1
—0- _ (@+D)(p+1)
(@ £)=0; n.h) (@+f+2)(a+p+3)
h (a, B) = U-D-1+a)(j-1+p)(i-1+a+ p) j>2
P Qita+ f-DQRjta+ -2 Qj+a+ f-3)
Que na forma matricial tem-se: PP (u)=|ul = M|
I g, -1 |
_hz g, -1
onde M, = = .9_3 .__1
.1
L _hn gn_

e as raizes de P/“#’(u) sdo os valores caracteristicos de My:
|ugl = M| =0, k=1,2,..,n

Substituindo a aproximagao polinomial no problema tem-se:

n+1
Z{ u; B; +(S A”}yJ y" i=12,...n

j=1

yn+l = 1

isto ¢, um sistema de equacdes algébricas lineares (M =0 e 1) ou nao-lineares (M #0¢ 1).
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