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Resumo No presente trabalho é feito um estudo sobre zeros de
polinémios. Dessa forma, fazemos uma discussao sobre localizagao
dos zeros, avaliacao de polindémios e consideramos os Métodos de
Newton e Newton-Bairstow.
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de polinémios

1 Resultados Basicos

Dados ag, a1, ... ,ay, a, # 0, um polindbmio de grau n é escrito na forma

() = ans™ + ap_12" M 4 . 4 arx +ag
onde os a; sdo chamados de coeficientes de p(z).
Definicao Diz-se que o nimero real ou complexo § é raiz (zero) de p,(x) se p,(§) = 0.

Definigao A raiz £ é chamada de raiz maltipla de p,(z) = 0 com multiplicidade m se
Pa(€) =pa(©) = . =p" V=0 e pM(E) #£0
Segue os principais resultados sobre zeros de polinémios:

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Se p,(x) é um polinémio de grau n > 1, entdo p, () possui
pelo menos uma raiz (possivelmente complexa

Corolario 1.1. Sendo p,(x) um polindmio de graun > 1 e x1, ..., x raizes de p,(x), entdo existem unicos nimeros
mnteiros my, ..., mg tais que

k
E m; =n
i=1

Pr(x) = ap(x —21)™ (2 — 22)™2 ... (x — ap)™"
Este corolario diz que p,(z) é escrito de modo tnico como produto de fatores de sua raizes x; e multiplicidade

m;, sendo i =1,..., k.

Teorema 1.2. Se z, = ay + iby € uma raiz do polinémio de grau n, p,(x), entdo Zx, = ap — iby também €é uma
raiz de pp(x). Além disso, se zj possui multiplicidade m, Zx também possui multiplicidade m.

*Apoio fincanceiro: CAPES



2 Localizacao dos Zeros

Sendo p, (7) = apz™ + an_12" "1+ ... +a17 + ag um polindmio real (ou seja, todos os seus coeficientes sio reais)
de grau n, é possivel determinar um circulo de raio R onde todas as raizes de p, () estdo no interior desse circulo.

O seguinte resultado é devido a Augustin Cauchy:

Teorema 2.1. Seja p,(x) um polinomio real de grau n e A = maz{|aol,|a1], ... ,|an-1]}. Entdo cada zero de

pn(x) pertencem ao circulo centrado na origem e raio R =1+ ﬁ
Qn

Demonstragao:Sabemos que |a + b| > |a| — |b|. Logo,

Ipn ()] = |ana™ + apn_12" "t + ... + ar1x + ag| >

> |apa™| — |ap_12" 1+ ... +arz+agl > ... >

v

janllz™] = (Jan-1ll2" 1 + . + lal|z] + Jao] ) >

v

z|” —1
(anllel” = Al o]+ 1) = ol - A(B )

||™

= lanlle]” = AL + 2As > (laal - Gy )l

Assim, |a, — m%ﬁ > 0 o que implica em p,(z) > 0, ou seja, p,(x) ndo tem raizes reais, o que nos da uma
contradi¢ao. Portanto as raizes de p,(z) devem satisfazer

_A

lanl = mi=1

<0 = | < oty = lanllz] —lan| <A =
= lanlle] < A+an] = |2| < (5 +1=R [
Podemos também prever a localizagdo das raizes de p,(x) através do seguinte resultado

Teorema 2.2. Seja p,(z) polinémio real de graun e B = max{|a1], |az], ... ,|an|}. Entdo as raizes de p,(z) estdo

fora do circulo de centro 0 e raio r =

Demonstracao:Seja y = % Assim,

(1) ! + ! + .+ ! +
Pnl—) = apn— Ap—1—"—7 a1 — ap.
Yy y" ynt Yy

Considerando Q. (y) := y”Pn(i), segue que
Qnly) =y" (any% Fapigar + o Farg + ao) -
= ap+ a1y + ... +a1y" !+ agy™.
Do teorema anterior segue que as raizes de @, (y) devem satisfazer
Yl <1+ = Bl=hl<i+ 2 = r:(1+1B)<IwI.
Taol

Dessa forma, dos dois tltimos resultados segue que as raizes de um polindmio real de grau n, p,(z) = a,z™ +
an—12" 1+ .. + a1z + ag (an # 0 e ap # 0) estao sempre no anel {z € C; r < |2| < R}.



Exemplo Seja p3(z) = 2% — 22 + 2 — 1. Entdo, n =3, a9 = —1,a1 =1, as = —1 e azg = 1, além disso

lag| = lai| = |az| =1

e do teorema 2.1 segue que R =1+ ‘:;3‘ =141 =2, logo, os zeros de p3(x) se encontram num disco centrado na
origem e raio 2. De fato os zeros de p3(x) sdo x1 =1, 23 =i e 3 = —i.

Exemplo Considere py(z) = (v — 2)(z +2) = 22 — 4. Logo, n =2, ap = —4, a; =0, e az = 1 , entdo

lag| = 4,|a1] =0

e do teorema 2.1 segue que R =1+ I;;zl =144 =5, e portanto os zeros de p (a:) se encontram num disco centrado
na origem e raio 5. De fato os zeros de py(z) sdo 1 =2 e xg = —2.



3 Avaliagao de Polindmios

Seja
Pp(T) = anx™ + apn_12" '+ .. Farx +ag
um polinémio real de grau n.
Para calcular p,(z) num ponto xg dado é necessario efetuar n adiges e n+ (n —1)+ ... +2+4+1= @

multiplicagoes.
Assim, para n > 1 este procedimento se torna inviavel. Com o objetivo de minimizar esforgos, temos a seguinte
solugao:

Teorema 3.1 (Método de Horner). Sendo p,(z) = ana™ + an_12" "1 + ... + a17 + ag.
Se

b, =a, e by =ar+bgr120,k=0,1,....,n—1
entdo by = p(xg). Além disso, se

Q(JJ) = bnxnil =+ bn—lafni2 + ... + bz + by

entao
p(x) = (& = 20)Q(x) + bo

Demonstracao:Da defini¢ao de Q(x),
(x —20)Q(x) + bo = (v — 20) (bt + by 12" 2 + ... + box + b1) + b =
= (bp2™ + by 12"+ o+ b22? + b1) — (bpwor™ L + ..+ bawox + b120) + by =
= b2 + (bp_1 — bpzo)x™ 1 + ... + (b1 — baxg)z + (bo — b1g) =
=a"z" 4+ a1z + ...+ ag

logo, (z — 20)Q(x) + by = p(x) e by = p(xo).

Do dltimo teorema segue que

pn(xo) =byg =ag + brxg = ag + (a1 + bzl‘o)xo =..=ag+ (a1 + (Clg + ( + (an_l + &nxo)aio...)xo)l‘o)xo

n(n+l) _ 2
=

e neste caso efetuamos n adigbes e n multiplicagoes para calcular xy. Observe que F+H5E>nen>2

e entao de fato vemos que o esfor¢o para calcular p,(z¢) é reduzido.



4 Método de Newton

Seja pn(x) = ana™ + an_12" 1+ ... +a17 + ap e Tp uma aproximacao inicial para uma raiz procurada de p, ().
O Método de Newton consiste, a partir da aproximacao inicial zy, desenvolver aproximacoes sucessivas para a raiz
¢ a partir da iteracao:

p(xk) (1)

T+1 = Tk —
* P’ (w)

Do método de Horner, sabemos que

p(x) = (= 20)Q(x) + bo

sendo

Q(LL’) = annil + bn_ll’n72 + ... + bz + by
dessa forma, derivando em relagao a x
P () = Q) + (v — 20)Q'(z) e p'(z0) = Qo)
Assim, podemos combinar o Método de Newton com o método de Horner, de modo que
P (k) = Q(ak)
e para cada zj, calculamos entdo Q(z).

Exemplo Considere py(z) = (z — 1)(z — 2) = 22 — 3z + 2 e tomemos a aproximacao inicial para a raiz £ = 1,
xo = 0.5. Utilizando o método iterativo (1) de Newton, temos as seguintes aproximagoes para &

Iteracao Tk f(zg)
1 0,875 0, 140625
2 0, 9875 0,012657
3 0, 999848 1,520231.(10)~*
4 0, 999999 1.(10)~6

Neste caso, |24 — & = 1.1076 e |f(24) — f(£)] = 1.1076.



5 Deflagao

Seja P(x) um polindémio de grau n. Ao se obter um zero aproximado zy de P(x), por exemplo pelo método de
Newton, do método de Horner segue que,

P(z) = (z —2n)Q(x) + b = (z — 2n)Q(z) + P(an) = (¢ — 2n)Q(2)

ou seja, © — xy € um fator aproximado de P(z). Fazendo x; = xx como um zero aproximado de P e Q1 = Q(x)
como um fator de aproximacao, temos

P(z) ~ (z — 21)Q1(2)

Podemos encontrar um segundo zero aproximado de P aplicando o método de Newton a Qq(x). Se P(z) é um
polinémio de grau n com n zeros reais, esse procedimento aplicado de forma repetida resultard em (n — 2) zeros
aproximados de P e um fator de aproximagao quadrético @, —2(x). Nesse momento, @,,—2(z) = 0 pode ser resolvido
pela formula quadratica para encontrar os dois ultimos zeros aproximados de P. Esse procedimento que acabamos
de descrever é chamado Deflacgao.

A dificuldade na precisao dos zeros de P(z) por este procedimento deve-se ao fato de que, quando obtemos os
zeros aproximados de P(x), o método de Newton é utilizado no polinémio reduzido Q(z), ou seja, o polindmio
que tem a propriedade

P(z) = (x — 21)(x — x2)...(x — 25)Qr(x)

Assim, um zero aproximado 11 de Q dard um valor aproximado da raiz de P(z) = 0 e a imprecisdo crescera
a medida que k crescer. Uma maneira de eliminar essa inconveniéncia é tomar os zeros aproximados de @y e
entdo utiliza-los como dados iniciais no método de Newton sobre o polinémio P(z), para entdo melhorar essas
aproximagoes para os zeros de P(z).

Exemplo Considere

p3(x) = (x — 1)(z — 2)(z — 10) = 2 — 132% + 322 — 20

e suponhamos que uma estimativa da raiz £ = 10 seja 10.1. Dividindo ps(z) por = — 10.1 temos

p3(x) = (. — 10.1) (2% — 2.92 + 2.71) + 7.371 ~ (z — 10.1) (2 — 2.92 + 2.71)

Sendo que os zeros de (x%—2.9x+2.71) sdo dados por w ~ 1.45£0.78:. E entao, através de um erro de 10.1
- 10 = 0.1 na aproximagao da raiz £ considerada, o método da deflagao produziu um grande erro na aproximagao
dos zeros restantes de ps3(z). Agora, se considerarmos uma estimativa da raiz £ = 1 como 1.1, segue que

p3(x) = (z — 1.1)(2* — 11.92 + 18.91) + 0.801 ~ (z — 1.1)(2® — 11.92 + 18.91)

e neste caso as raizes de (22 —11.92 +18.91) sdo &; ~ 10.0111 e & = 1.889, e portanto sdo boas aproximacoes para
os zeros restantes de ps, uma vez que |§; — 10| = 0.0111 e |&; — 2| = 0.111 .

Exemplo Considere agora pz(z) = (z — 1)(z —2) = 2% — 3z +2 e 1.1 uma estimativa para a raiz £ = 1. Temos que

22 =32 +2=(z—11)(xr —1.9) —0.09 = (z — 1.1)(x — 1.9)

e como p = 1.9 é raiz de (x — 1.9), segue que p = 1.9 serd uma aproximagao para a raiz a = 2 de pa(x). O erro de
aproximagao neste caso sera |y — 2| = 0.1.



6 Meétodo de Newton-Bairstow

Seja P, (x) = agz™ + arz™ '+ ... +an_12 + a, um polindmio real de grau n, antes de mencionarmos o método
de Newton-Bairstow faremos algumas consideragoes:
Inicialmente fazemos a divisao de P, (x) pelo fator quadratico ¥? — pz — ¢, com p,q € R, e obtemos

Pn(x) = (552 — pxr — Q)Pn—2(-77) + bn—l(x —p) + by,

sendo

Pn_z(l‘) e b0$n72 + b1$n73 + b2$n74 + ...+ bn_4CC2 4+ b3+ by_o

e a relagado entre os coeficientes dada por

z" apg = bo
" ap = by — pho
"2 ay = by — pby — gby

I a; = bj - pbj_1 - qu_g (] =2,3,..., n)
Logo, os coeficientes de P,,_o(z) sdo calculados através do seguinte algoritmo

bo =ao, b1 = a1+ pbo @)
bj =a; +pbj_1 +gbj_2 (_j =23, 7n)

O fator 22 — pr — ¢ é um divisor de P,(z) se, e somente se , o resto R(z) = b,_1(x — p) + b, for nulo, ou
seja, se tivermos b,,—1 = b, = 0. Dados os valores de p e g, os coeficientes de P,,_o(x) e de R(x) sdo unicamente
determinados.

Tais coeficientes podem ser considerados como fungoes de duas variaveis, no caso, p e ¢. Dessa forma, o problema
de encontrar o divisor quadratico considerado de P, (x) é equivalente a resolver o sistema de equagbes nao lineares

nas variaveis p e ¢. Para solucionar (3) é utilizado o método iterativo de Newton, e para isto necessitamos das
derivadas parciais de b,,_1(p, q) e b,(p,q) com relagio a p e q. De (2) segue que

0b; Ob;_1 obj_o .
9 J J =23,... 4
ap i 1+p ap +q 6]9 (] 737 777') ( )
além disso,
Obg Oby
Po _ P _ g,
(9]) 0 e 8p 0 (5)
Através de (4) e de (5) definimos
0b; .
Ci_1 = — 7=123,..,n 6
=G ) 0
Assim, de (4) e (5) temos o seguinte algoritmo
co =bo, 1 =0b1+pco (7)

¢; =bj+pcj_1+qci—e (j=2,3,...,n—1)

Novamente de (2), agora considerando as derivadas parciais com relacdo a ¢, temos

ab, ab;
T = bim P

Ob;_
4 g—I=2

S a2t (G=2.3m) ®

além disso,



8b0 8b1 8b2
oo Ao 2 _ by
g dq € g 0 (9)
Entao,
0b; )
87; =Cj—2 (] :2,37...771) (10)

sendo que estas derivadas parciais satisfazem (7). Em particular, de (6) e de (10) as derivadas necessarias para o
método de Newton sao

On-1 _ c On-1 _ c % =c % =c (11)
ap — Cn-2 aq — tn-3 ap — Cn—1 aq — tn—-2

Consideradas essas preliminares, pode-se iniciar o método iterativo de Newton para solucionar o sistema (3).
A formula (11) define os elementos da matriz Jacobiana ® e do método de Newton segue que

bncn—3 — bp—_1Cn— bn_1¢n—1 — bpcCn—
p(k+1) :p(k) + n2n 3 n—1tn—2 7 q(k+1) :q(k) + n21 n—1 ntn—2 (12)
Ch—9 —Cn—-1Cpn—3 Ch—2 — Cn—1Cn—-3

O denominador 0%72 — Cp—1Cp—3 ¢ o determinante da matriz Jacobiana ®. Se este determinante for nulo,
nao podemos utilizar a formula (12), neste caso, podemos utilizar o método de Newton simplificado ou os valores
iterados p® e ¢*) podem ser mudados pela adicdo de nimeros aleatérios.



(Newton-Bairstow) O Método de Newton-Bairstow consiste na determinacio de um fator quadratico 2% —px — ¢
de um polinoémio real P, (x) de grau n > 2, através dos seguintes passos:

(1) dadas as aproximagdes p(¥) e ¢(¥), calcule os valores de b; através de (2) e os valores de c; através de (7).

(2) se o determinante da matriz Jacobiana é néo nulo, os valores iterados p*tD e ¢(F+1) 530 calculados através de
(12).

Observe que o Método de Newton-Bairstow possui ordem de convergéncia quadrética, ja& que o sistema nao
linear (3) é solucionado pela iteragdo do método de Newton.

Exemplo Considere o polinomio p3(z) = (x —1)(x —2)(x — 10) = 23 — 132 + 322 — 20. Neste caso n = 3 aplicando

o método de Newton-Bairstow para p(®) = e ¢(0) =, segue que

k 0 1 2 3 4 5
p(F) 1 | 3.03704 2.99470 2.99999 3 -
q® 2 | 240741 | -2.03530 | -2.00002 -2 -
by 22 | 4.14950 | 0.0018281 | 0.00005 0 -
by | -22 | -31.38273 | 0.36926 | 0.00037 0 -
co 1 1 1 1 1 -
er | -11 | -6.92592 | -7.0106 | -7.00002 - -
s 13 | -14.47739 | -23.02811 | -22.99996 - -
Ap®) | — | 203704 | -0.04234 | 0.00529 | 0.00001 | -
Ag¢® | — | 040741 | -4.44271 | 0.03528 | 0.00002 | —

Assim, 22 — p®) — ¢®) = 22 — 32 4 2 & um fator quadratico de p3(z), cujos zeros sdo & = 2 e & = 1. Além
disso

p3(x) = (22 — 3z + 2)py(x) + ba(x — 3) + b3 = (2* — 32 + 2)(z — 10)

logo, (z — 10) também ¢é um fator de p3(x), cuja raiz é & = 10.



Consideremos agora o caso de raizes complexas.

Exemplo Seja py(z) = 2* — 223 + 422 — 42 + 4. Temos que n = 4, e considerando py = 1 e o = —1, segue do
altimo método que

k 011
p(F) 11 2
g® | -1 -2

bs -1 0

by 110

C1 0 -

Co 1 -

C3 0 -

Ap®) | — |1
Ag®) | — | a1

Portanto 22 — p() — ¢V = 22 — 22 + 2 é um fator quadratico exato de pa(x). Temos também que

pa(z) = (22 — 22 + 2)pa(x) + bz(x — 2) + by = (2% — 22 + 2) (2 + 2)
logo, as raizes de py(x) sdo 1 +i e £ i4/2.
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