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1. Formulacao de Problemas

Os componentes chaves da formulacdo de um problema de otimizagéo séo:
1) A funcgéo objetivo
2) O modelo do processo
3) As restricOes

A funcdo objetivo representa lucro, custo, energia, producdo, distancia, etc., em
termos das variaveis de decisdo do processo ou sistema em analise. O modelo do
processo e as restri¢cbes descrevem as inter-relacdes entre estas variaveis.

1.1 Aplicagdes
As técnicas de otimizagdo, que buscam a melhor solucdo para um problema

(maximos ou minimos de grandezas mensuraveis em seus dominios de definicéo),
fazem-se necessarias em muitas areas da engenharia, tais como:

* pesquisa operacional: otimizacdo de sistemas técnico-econémicos, controle de
estoques, planejamento de producéo, etc.;

eengenharia de processos: dimensionamento e otimizacdo de processos,
integracdo massica e energética de processos, estimacdo de parametros,
reconciliacdo de dados, andlise de flexibilidade, etc.;

e controle de processos: identificacdo de sistemas, controle étimo, controle
adaptativo, controle preditivo, estimadores de estados, etc.;

« analise numérica: aproximacdes, regressdo, solucdo de sistemas lineares e ndo-
lineares, etc.

A otimizacdo pode ser efetuada em diferentes niveis dentro de uma empresa,
desde uma combinacdo complexa de plantas e unidades de suprimentos, passando por
plantas individuais, combinacdes de unidades, equipamentos, pe¢as de equipamentos,
até entidades menores. Portanto, o escopo de um problema de otimizacdo pode ser
toda a empresa, uma planta, um processo, uma equipamento, uma peca de um
equipamento, ou qualquer sistema intermediario entre estes. Em uma inddstria tipica
existem trés niveis que podem ser otimizados: nivel gerencial, nivel de projeto de
processo e especificacdo de equipamento e nivel de operagéo de plantas.
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Existe uma série de atributos de processos que afetam os custos ou lucros,
tornando-os atrativos para aplicacdo de otimizacéo, tais como:

vendas limitadas pela produgdo - aumento de capacidade produtiva

vendas limitadas pelo mercado - aumento de eficiéncia ou produtividade

- grandes unidades de processamento - reducdo dos custos de producéo

- elevados consumos de matéria-prima ou energia - reducdo do consumo

- qualidade do produto superior as especificacdes - operar perto das restricdes

- perda de componentes valiosos para os efluentes = ajustes e re-aproveitamentos

- alto custo de méo-de-obra - automacao e replanejamento das unidades.

Exemplo 1.1: No projeto de um sistema de resfriamento representado abaixo:

j Wy, Ty l W, T, j Ws, Ts
F; tO F1 tl F1 tz F! t3
Aq, Uq | Az, Uy | Az, Us >
l Wll Tl l W21 T2 l W31 T3

deseja-se dimensionar os trocadores de calor de modo a resfriar a corrente a
temperatura t, para t; com o menor custo possivel. Uma analise econdmica levou a
seguinte expressao do custo do sistema:

custo por unidade: ¢; = a;/A, +b; W,

3
custo total: ¢; =) ¢
i=1
onde o coeficiente a; é funcdo do tipo de trocador de calor e do fluido refrigerante e b;
€ 0 custo unitario do refrigerante. Uma analise técnica (balanco de energia) gerou as
seqguintes relacdes restritivas:

Ai = FCp In(ti_l_Tij e Wi :ﬂ(ti—l_ti)
Ui ti _Ti }\.i

onde Cp € o calor especifico da corrente, U; é o coeficiente global de troca térmica e A;
é o calor de vaporizacdo do refrigerante. Portanto, dados os tipos de trocadores de
calor e fluidos refrigerantes, e conhecidas as temperaturas T; e as propriedades Cp, A; e
Ui, o problema de levar a corrente (F, t,) para a condigdo (F, t3) da maneira mais
econdmica possivel, consiste em minimizar ¢ no projeto dos trocadores de calor.

6
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1.2 Nomenclatura
No contexto de otimizacdo os problemas sdo tratados dentro da seguintes
definicoes:

funcdo objetivo: ¢ a funcdo matematica cujo maximo ou minimo deseja-se
determinar. No exemplo acima a funcgéo objetivo é o custo total.

variaveis de decisdo: sdo as variaveis independentes que aparecem na funcéo
objetivo. Correspondem, em ndmero, ao excesso de variaveis
em relacdo ao numero de equacOes (restricdes de igualdade),
isto &, o grau de liberdade do sistema. No exemplo acima tem-
se 6 equacdes (3 para A; e 3 para W;) e 8 variaveis (ty, t,, Aj e
W;), portanto 2 variaveis de decisdo ou grau de liberdade igual
a 2.

restricdes: sao os limites impostos ao sistema ou estabelecidos pelas leis naturais que
governam o comportamento do sistema, a que estdo sujeitas as variaveis
de decisdo. As restricbes podem ser de igualdade (equacGes) ou de
desigualdade (inequacBes). No exemplo acima tem-se 6 restricdes de
igualdade e 3 restri¢fes de desigualdade: t; <t, <t; <t,.

regido de busca: ou regido viavel, é a regido do espaco definido pelas variaveis de
decisdo, delimitada pelas restricGes, em cujo interior ou em cuja
fronteira se localiza o 6timo da funcéo objetivo. No exemplo acima,
tomando t; e t, como variaveis de decisdo, a regido de busca €
aquela delimitada pelas restri¢cdes de desigualdade.

A

B
L=>20

to "t

No exemplo acima, o problema de otimizacdo foi gerado pela busca de um
projeto 6timo do processo. Outra aplicacéo tipica de técnicas de otimizacao aparece na
melhoria das condi¢fes de operacdo de um processo em producao.
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Exemplo 1.2: No processo de extragcdo por solvente puro, ilustrado abaixo, deseja-se
encontrar a condi¢do de operacdo com a maior lucratividade possivel.

o
F, X, F, x; F, X,
— 1 "2
l W, y1 l W5, yo

onde W; e W’; sdo vazdes massicas de solvente, F é a vazdo méassica de 4gua, x; é
a massa de soluto por unidade de massa de 4gua e y; é a massa de soluto por unidade
de massa de solvente. Uma andlise econémica levou a seguinte expressao do lucro do
sistema:

lucro: L=R-C

receita: R =P (W’; y; +W’; y,)

custo: C=Py (W +W,)

restricdo: R>C

onde Pg é o preco do soluto no extrato, P, € o preco do solvente puro. Uma andlise
técnica gerou as seguintes relagdes restritivas:
balangos de massa para o soluto: FXe—Wy y1—Fx;=0

FX]_—W,Z yz—FXZZO
balangcos de massa para o solvente: W;-W’;—-sF=0

W2+SF—W,2—SF:O
relacBes de equilibrio: Y1 =mXg

Y2=mX;
onde s é a solubilidade do solvente em dgua (massa de solvente / massa de 4gua) e m
é a constante de equilibrio entre as fases. Portanto, dados F, X, S, m, Ps e Py, 0
problema de extrair o soluto da agua da maneira mais lucrativa possivel, consiste em
maximizar L em funcdo das condicbes de operacdo. Este exemplo possui também 6
equacOes (4 equacdes de balanco de massa e 2 equacgdes de equilibrio) e 8 variaveis
(W;, W’ Vi, X1 € X), tendo portanto 2 varidveis de decisdo, ou dois graus de liberdade.

Tomando X; e X, como variaveis de decisdo, a regido de busca para o problema de
otimizacdo esta delimitada pelas seguintes restricdes de desigualdade:

Xo>X1>X%X>0
L(X1, x2) >0

8
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A figura abaixo ilustra a regido de busca para F = 1,0 x 10" kg-4gua / h, X, =
0,02 kg-soluto / kg-agua, s = 7,0 x 10 kg-solvente / kg-agua, m = 4,0 kg-agua / kg-
solvente, P, =0,4 R$/Kkg-soluto e P, = 0,01 R$/kg-solvente.

inviavel

0.021 economicamente

0.015
18

0.01 +

0.005 +

O.(;OS 0.I01 0.(;15 0.02 0.625 O.IO3
X1
Outra aplicacdo muito comum, que utiliza as técnicas de otimizacao, é o ajuste
de modelos matematicos a dados experimentais (ajuste de curvas), onde a funcao
objetivo utilizada, S(x), é formada pelos quadrados dos desvios do modelo em relacao
aos dados experimentais (minimos quadrados):

N
S0 =2 [y; (0 -yj*1°
j=1
onde y(x) € o modelo proposto (ou tipo de curva) para ser ajustado aos N dados
experimentais y*®, e x sdo os pardmetros de ajuste do modelo. Ou, se for utilizado o
método da méaxima verossimilhanca:

N 1 exp 12
S()=> S lyj()-yi*]
=107

onde GJZ sdo as variancias dos dados experimentais.

1.3 Procedimento geral

N&o existe um Unico método que pode ser aplicado eficientemente para todos o0s
problemas. O método escolhido para um caso particular depende das caracteristicas da
funcdo objetivo, da natureza das restricdes e do numero de variaveis do problema.
Contudo, os seguintes passos devem ser observados na formulacéo e solugdo de um
problema de otimizacdo:
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1) Anélise do processo e suas variaveis;

2) Determinacdo do critério para otimizacdo e especificacdo da funcdo objetivo em
termos das variaveis do processo;
3) Desenvolvimento do modelo para o processo, relacionando as suas variaveis

atraves de restri¢cfes de igualdade e desigualdade. Calculo do grau de liberdade do
sistema;

4) Se a formulacdo do problema é de dimenséo elevada, entdo procurar particionar o
problema em partes menores ou simplificar a fungdo objetivo e/ou 0 modelo;
5) Aplicacdo de técnicas apropriadas de otimizacdo;

6) Analisar a solugdo obtida e a sua sensibilidade frente a variagdes em parametros do
modelo e suas consideracdes (hipoteses).

1.4 Dificuldades encontradas

Problemas de otimizacdo que apresentam funcbes objetivo e/ou restricdes
complicadas podem apresentar grandes dificuldades para obter a solucdo pelo uso de
algumas técnicas de otimizacdo. Algumas destas complicacdes estdo listadas abaixo:

- funcdo objetivo e/ou restricdes podem apresentar descontinuidades;
- funcéo objetivo e/ou restricdes néo lineares;

- funcéo objetivo e/ou restricbes podem estar definidas em termos de complicadas
interacOes entre as variaveis, podendo ocorrer valores ndo unicos destas variaveis
para o valor 6timo da funcéo objetivo;

- funcdo objetivo e/ou restricdes podem exibir patamares (pouca sensibilidade a
variagdo das variaveis) para alguns intervalos das variaveis e comportamento
exponencial (muita sensibilidade) para outros intervalos;

- funcéo objetivo pode apresentar 6timos locais.

2. Conceitos Basicos

2.1 Minimos e maximos

Seja uma fungdo S: X < R" — R. Diz-se que x* é um minimo global (ou
absoluto) de S se S(x*) < S(x) V x € X, e que x* é um minimo local (ou relativo) de S
se existe € > 0, tal que S(x*) < S(x) V x tal que ||x — x*|| < &. Se as desigualdades forem
estritas, isto €, S(x*) < S(x) tem-se minimos globais e locais estritos.

10
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\\{ S(x)
minimos locais

minimo global

Se existe um numero 3 tal que S(x) > B V x € X e, para um ¢ suficientemente
pequeno, S(X) < B + ¢ para algum x € X, entdo 3 é o infimo (ou valor inferior) de S(x).
Considerando os pontos too, entdo toda funcdo S(x) tem um infimo e um supremo (ou
valor superior) em X. Nem toda funcdo tem minimo (maximo), mas se ele existir deve
ser finito e é obtido no infimo (supremo), isto &,

S(x*) = mi)r(1 S(x) = in;‘( S(x) [S(x*) = ma)z<S(x) =sup S(x) ]

xe X

Por exemplo, a funcdo S(x) = €* ndo tem maximo em X = R e a fungdo S(x) = €™ ndo
tem minimo em X = R. Contudo, o supremo de ¢ é +o, € 0 infimo de e™ é zero.

2.2 Condigdes para a otimalidade

2.2.1 Otimizacao sem restricao

No caso da otimizacdo sem restricdes, onde deseja-se encontrar 0s pontos
extremos da funcdo objetivo, tem-se as seguintes condic¢des de otimalidade.

 Condicéo necessaria de primeira ordem:

Para que x* seja um minimo (maximo) local da funcdo S(x), diferenciavel em
X*, € necessario que:

VS(x*) =0
* Condicdo necessaria de segunda ordem:

Para que x* seja um minimo (maximo) local da funcdo S(x), duas vezes
diferenciavel em x*, é necessario que:

VS(x*) =0 e que

H(x*) = V2S(x*) seja positiva (negativa) semidefinida

onde H(x*) é chamada de matriz Hessiana.

11
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Observa-se que estas condi¢fes sdo apenas necessarias porque 0s termos de
primeira e segunda ordem podem estar nulos, deixando ainda davida sobre a natureza
de x*.

« Condicéo suficiente:
Seja S(x) duas vezes diferencidvel em x* tal que:
VS(x*)=0 e
H(x*) seja positiva (negativa) definida
entdo x* é um minimo (maximo) local estrito de S.
Pode-se analisar a condigdo da matriz Hessiana, H(x*), pelas seguintes formas:

1) Pela sua contribuicdo no termo de segunda ordem da expansdo em série de Taylor
em torno do ponto 6timo.

S(x) = S(x*) =%(><—X*)T H (X*)(X = X*) + -+

2) Pelos sinais dos valores caracteristicos de H(x*).
Decompondo a matriz Hessiana em seus valores e vetores caracteristicos:
Hx*) =V AV?

onde V é a matriz dos vetores caracteristicos (nas colunas) e A € a matriz dos valores
caracteristicos (na diagonal). Definindo z(x) = V* (x - x*) e lembrando que sendo a
matriz Hessiana simétrica entdo V' = V' (matriz ortogonal) e (x - x*)" VV = z'. Desta
forma a expanséo em série de Taylor pode ser escrita como:

n
S(x)—S(x*):lzTAz+---:£Zkizi2 4+
2 2ia
3) Pelos sinais dos determinantes das primeiras menores principais de H(x*) (critério
de Sylvester).

A menor M;; de uma matriz H é definida como a matriz obtida pela remogéo da
i-ésima linha e da j-ésima coluna de H. Uma menor principal de ordem k é uma matriz
obtida pela remocdao de quaisquer n — k colunas e suas linhas correspondentes de uma
matriz de ordem n. A primeira menor principal de ordem k de uma matriz H, denotada
por My(H), é obtida pela remocéo das ultimas n — k colunas e linhas da matriz H.
Observa-se que os determinantes das primeiras menores principais de ordem 1,2,...,n
da matriz A séo, respectivamente: Ay, LAy, ..., AiAoAgeAy.

12
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Na tabela a seguir apresenta-se as relacOes entre a matriz Hessiana e as trés
formas de analisar a sua condicao.

H(x*) Taylor A A= det (My)
positiva semidefinida X H x>0 >0 >0
positiva definida x'H x>0 >0 >0
negativa semidefinida| x"H x<0 <0 (-1)*A=0
negativa definida x"H x<0 <0 (-1)“A¢>0
ndo definida X'H x>0 20 # dos acima

Desta forma, pode-se afirmar que x* é:
* ponto de minimo local se H(x*) for positiva definida, S(x) > S(x*)
* ponto de méximo local se H(x*) for negativa definida, S(x) < S(x*)
* ponto de sela se H(x*) for ndo definida, ora S(x) > S(x*) e ora S(x) < S(x*)

Nas situacdes onde H(x*) é semidefinida deve-se ainda investigar os termos de
ordem superior da expansdo em série de Taylor.

Exemplo 2.1: S(x) = (x* = 1)*

VS(X) =6 x (X* —1)*> > VS(X) =0 {xz =1 , satisfazem a condicdo necesséria de

primeira ordem;

HX) = (x*-=1) (30 x*—6) — H(xy) =6; H(x,) =0; H(xs) =0 satisfazem a condicao
necessaria de segunda ordem; contudo somente x; satisfaz a condigéo suficiente. Neste
caso (univariavel) x, e x; sdo pontos de inflexdo, como pode ser visto no gréafico
abaixo, ou avaliando o valor da derivada terceira de S(x) nestes pontos:

V3S(x) =24 x (5 X% =3) —> V3S(x;) =480 e V3S(x5) = —48 = 0.

13
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S(X)
2.0 1

15 +
1.0 +
0.5 +

00
oo

-0.5%

Exemplo 2.2: S(X;,X,) = X7 + Xy X5

2
vs00=| 2|
172

entao, X;* = x,*=0, e:

H(x){2 ZXZ} > HE9=| 5§

2%y 2%

isto €, uma matriz positiva semidefinida. O gréfico abaixo ilustra a fungédo S(x), onde
observa-se que x* =0 ndo é um ponto de minimo. Fazendo a mesma analise com a
mudanga de variavel y = x2, verifica-se que a origem é um ponto sela.

150 -
100

50

S(x)

-50
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2.2.2 Otimizagéo com restri¢des
Seja o problema de otimizacdo sujeito a restricdes de igualdade, h(x), e
desigualdade, g(x):
min S(x)
sujeitoa: hj(x)=0, j=1,2,..,m
0i(x)<0,j=1,2,..,p
X e XcR"

onde S(x), g(x), e h(x) € C2. O conjunto de todos os pontos viaveis é definido por:
K={xeXcR"/h(x) =0, g(x) <0}

Uma restricéo de desigualdade g;(x) € chamada de ativa em um ponto viavel x
se g;(x) = 0, caso contrario ela € uma restri¢do inativa. As restricdes ativas restringem
a regido de viabilidade, enquanto que as inativas ndo impdem restricdo alguma na

vizinhanga do ponto X, definida pela hiperesfera de raio € em torno deste ponto,
denotada por B(X).

Um vetor d é chamado de vetor de direcdo viavel a partir do ponto X se existe
uma hiperesfera de raio ¢ tal que:

(x+1d) e {B{X) " K} paratodo 0 < 1 < ﬁ

O conjunto de vetores de direcdes viaveis a partir de X é chamado de cone de dire¢des
viaveis de K no ponto X . A figura abaixo ilustra estas definicdes.

X A

Sed =0, entdo x deve satisfazer as seguintes condices:

d"Vh(%) =0

15
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d" vg(x) <0 para as g(X) ativas, pois g(x) ~ M:o +AVTg(X)d <0
ese d"VS(x) <0, entdo d é uma direco viavel e promissora, isto &,

S(x +Ad)<S(x) paratodo0 <A< ”T‘c’” pois S(x)—S(X) »AV'S(X)d <0.

Se X = x* é um ponto de minimo local do problema, entdo para um A
suficientemente pequeno, tem-se:

S(x*) < S(x* + A d).

A idéia chave para desenvolver as condi¢fes necessarias e suficientes para um
problema de otimizacdo com restricbes é transforma-lo em um problema de
otimizagdo sem restricdes e aplicar as condigOes para este caso. Uma forma de fazer
esta transformacéo € através da introdugdo de uma fungéo auxiliar, chamada de funcéo
de Lagrange, L(X, A, u), definida como:

L(x, A, 1) = S() +27h(x) + u'g(x) , p>0

onde A e u sdo os multiplicadores de Lagrange associados com as restricbes de
igualdade e desigualdade, respectivamente (u sdo também conhecidos como
multiplicadores de Kuhn-Tucker). Deste modo, o problema transformado torna-se:

max min L(X, A, u)
Apu>0 X

onde os multiplicadores A associados com as restricdes de igualdade, h(x) = O,
assumem sinais positivos quando h(x) > 0 e negativos quando h(x) < 0. No ponto
6timo tem-se:

L(x*, A*, u*) = S(x*)
Cada multiplicador de Lagrange indica o quéo sensivel é a funcédo objetivo em

relacdo a restricdo associada. Por exemplo, se as restricbes de igualdade séo
perturbadas por um vetor b, isto &, hy(x) = b, entéo:

VpS(X*) = —A*.
Note que neste caso a funcédo de Lagrange tem a forma:
L(x, A) = S(x) + A [hp(x) — b]
e sua sensibilidade em relacédo ao parametro b é dada por:
VoL = V] X [V, S(X) + VI hy(X) A] + V] & [hp(x) — b] = A

Como os termos entre colchetes da expressdo acima devem ser nulos no ponto 6timo
(condicgdo necessaria de primeira ordem), entéo:

16
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Vel (X*, A*) ==A* e VpS(x*) = -A*
pois  VuL(X*, A*) = V,S(X*) + V| A [Ny(X*) — b] + V| hp(x*) A* —A*
hb(X) =D € Vbhb(X) =1

Portanto, o valor de S(x) aumenta ou diminui a partir de S(x*) com um aumento ou
diminuicdo em b, dependendo do sinal de A*. Por isso, 0os multiplicadores de Lagrange
sdo também conhecidos como “shadow prices” ou “custos marginais” das restri¢des,
porque a mudanca no valor 6timo da funcdo objetivo por unidade de acréscimo no
lado direito da restricdo de igualdade € dado por A*.

Exemplo 2.3: Seja o seguinte problema de otimizagdo com restri¢do
min S(x) = (X, — 5)° + (X, — 5)°
sujeito a: h(x) =x; —x, =0

Introduzindo uma perturbacdo na restricdo de igualdade do tipo: x; — x, = b, entéo a
funcdo de Lagrange toma a forma:

L(X, 1) = (X1 = 5)° + (X2 = 5)* + & (X, — X2 — b)
cujo gradiente nulo com relagdo a x;, X, € A leva ao seguinte sistema de equagoes:
2(x,—-5)+A=0
2(X—5)—1=0
X1—X,—b=0
resultando na solugdo Otima: x,*=5+b/2, x,*=5-b/2 e A* =-h.

Deste modo S(x*) =b?/2 e V,S(x*) =b = —A*.

Para entender a origem da funcdo de Lagrange, o 6timo do exemplo acima deve
satisfazer as seguintes condigdes:

ds= B sx,+ S sx,=0

6X1 8X2
dh= Mox + Nox,=0
OX1 0Xy

Se S(x) fosse uma funcdo sem restricdo, entdo as suas duas derivadas parciais seriam
nulas no ponto 6timo e dS(x*) seria nulo para quaisquer valores das variacdes ox; e
Ox,. Entretanto, como as variaveis x; e X, estdo restritas (6x; e OX, ndo sdo
independentes), as duas derivadas parciais de S(x) ndo podem ser arbitrariamente

17



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

igualadas a zero. Contudo, S(x) deve ser um extremo no ponto 6timo e portanto dS(x*)
= 0. A segunda condigéo, dh(x*) = 0, existe porque h(x) = 0. Para se obter uma solugéo
(6x; e dxp) néo trivial do sistema de equagOes acima, a matriz dos coeficientes do
sistema:

oS 0S

o o

oh  oh

o

deve ter determinante nulo, ou seja, as linhas da matriz sdo linearmente dependentes:

§+)L6_h:0 e §+)La_h:0

0% 0% OXo OXo
Entdo, definindo uma funcéo auxiliar: L(x, 1) = S(x) + A" h(x)

as condicdes acima sdo satisfeitas se: V,L(x, A) = 0. Para que a restri¢cdo de igualdade,
h(x) = 0, seja também satisfeita € necessario que V,L(x, A) = 0. Portanto, no ponto
6timo é necessario que VL(x*, A*) = 0.

A existéncia dos multiplicadores de Lagrange depende da forma das restrigdes,
e estara garantida se e somente se os gradientes das restricGes de desigualdade ativas,
Vg;j(x*), e das restricoes de igualdade, Vh(x*), forem linearmente independentes. Por
exemplo, no caso de um problema somente com restricdes de igualdade, a condigéo
necessaria de primeira ordem para L(x, ) fica:

V,S(X) + [Vih(x)]" A =0

cuja solucdo para A existird somente se a matriz Vyh(x) possuir posto completo, m, isto
é, estar composta por m vetores linearmente independentes.

* Condicdo necessaria de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

Para que x* seja um 6timo local do problema com restri¢es, com S(x), g(x), e
h(x) diferencidveis em x*, é necessario que:

os gradientes das restricdes de desigualdade ativas, Vg;(x*), e das restricoes de
igualdade, Vh(x*), sejam linearmente independentes (qualificacdo de segunda ordem
das restri¢des), e que as seguintes condicdes sejam satisfeitas:

V,.LOCk, A%, u*) = VS(x*) + (A*)T Vh(x*) + (u*)" Vg(x*) = 0
h(x*)=0
gix*)< 0
w*gix*)=0,j= 1,2, .., p (condicdes de complementaridade)
u* >0

18
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A condicgédo de independéncia linear pode ser relaxada por outras qualificagdes
de primeira e segunda ordens das restricdes (Floudas, 1995, pg. 59 e 64).

A condicéo do gradiente nulo, V,L(x*, A*, u*) =0, implica em:

(A*)" Vh(x*) + (u*)" Vg(x*) = ~VS(x*)

que interpretada graficamente, figura abaixo, mostra que o vetor —VS(x*) pertence ao
cone das direcdes viaveis, formado pelos gradientes das restricdes de igualdade e
desigualdade ativas (uma vez que u’} = 0 para as restrigdes inativas).

X,

Supondo que

S(x)=const g{x)=0

gz(x.} =0 . —
A /\— —Tangent to g,(x)

/ 31 Va,(x*))

uj

Feasible

region =& Vg, (x*) =
g0 £ 7
= S
L S utvg,x)
/ F— > 8(x) \X/';"
=/ = &
f—"— o S t\CCi'L‘,ithﬁh‘(‘\\/:
_‘.-f:'- _-';S'(x} const \(
éf‘ 5 gi(x) =0
G =0 /

X,

—VS(x*) caia fora do cone das dire¢cdes viaveis, entdo haveria

uma direcdo d tal que d" VS(x*) < 0, d' Vg(x*) <0 e d' Vh(x*) = 0, isto &, existiria
um ponto melhor que x*, como ilustra a figura abaixo.
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X, gi(x)=0

g:(x) =0 /
' i

% f A
/ / ~——Tangent to g,(x)

S(x) ufnl\! \

Feasible %
region
gAx)< 0

gi(x)=0 /"

» Condicdo necessaria de segunda ordem de KKT:

Para que x* seja um minimo local do problema com restri¢cdes, com S(x), g(x), e
h(x) duas vezes diferenciaveis em x*, é necessario que:

a condicdo de primeira ordem de KKT seja satisfeita e, que a matriz Hessiana da
funcdo de Lagrange, V2L(x*, A*, u*), seja positiva semidefinida para todo vetor ndo

nulo d tal que:
d"Vh(x*)=0 ,i=1,2,..,m

d’ Vgj(x*) = 0 para as g;(x*) ativas

isto &, d” V2L(x* A*, pu*)d>0.

» Condicéo suficiente de KKT:

Para que x* seja um minimo local do problema com restri¢cdes, com S(x), g(x), e
h(x) duas vezes diferenciaveis em x*, é suficiente que:

a condicdo de primeira ordem de KKT seja satisfeita e, que a matriz Hessiana da
fungo de Lagrange, V2L(x*, A*, u*), seja positiva definida para todo vetor ndo nulo

d tal que:
d"Vh(x*)=0 ,i=1,2,..,m
d’ Vg;j(x*) = 0 para as g;(x*) ativas {g;(x*) =0 e p* >0}
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d" Vgj(x*) < 0 para as g;(x*) inativas {g;(x*) <0 e p* =0}
isto &, d' V2L(x* A*, p*)d >0,
A positividade da matriz Hessiana com restricéo, isto €:
d" VZL(x*, A%, u*)d>0 Vde {d/d Vh(x*)=0,d" Vgi(x*) =0, d =0}
é garantida se todas as raizes do polinbmio caracteristico

AM-VIL M

-0
MT 0

p(A) =

forem positivas, onde M é a matriz formada pelos gradientes de h(x*) e g(x*) ativas,
isto &, a matriz tal que d" M = 0, com m+p® < n e com posto completo (p? é o nimero
de restrigdes g ativas). O mesmo critério se aplica para semipositividade, negatividade
e seminegatividade, com os respectivos sinais das raizes.

Uma maneira de resolver o problema de valor caracteristico acima é usando a
decomposicdo decomposicdo QR (ou decomposi¢do ortogonal-triangular, ou
decomposicdo de Householder) da matriz M (= Q R) para obter a matriz de projecéo,
Z'", do vetor d no sub-espaco nulo de M, isto é d'M = 0, ou entdo a decomposicdo em
valores singulares da matriz M" (= U S V™). A matriz Z é formada pelas Gltimas w
colunas de Q, ou ainda pelas Ultimas w colunas de V, onde w é a dimenséo do espaco
nulo (nimero de valores singulares nulos, ou nimero de linhas nulas da matriz R):

Zij=Qi;j=Vij i=12,...n, j=m+p*-w+l,..m+p?
R o ) _
onde Q" M= {O} (Q é uma matriz unitaria e Q> = Q" é a transposta conjugada)

Uma vez encontrada a matriz Z, obtém-se os valores caracteristicos da matriz Hessiana
projetada neste sub-espaco: Z' V2L Z.

Exemplo 2.4: Verificar as condi¢cdes necessarias e suficientes para o seguinte
problema (Edgar & Himmelblau, 1988 , pg. 314):

min S(x) = (X, — 1)? +x2

sujeito a: g1(X) =X, — x2 /4<0

Exemplo 2.5: Verificar as condigdes necessérias e suficientes para o problema com a
mesma fungéo objetivo do exemplo 2.4, mas usando a seguinte restrigdo:

92(X) =X — x2 <0
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Exemplo 2.6: Verificar se 0 ponto x* = [1 4,9]" é um minimo local para o seguinte
problema (Edgar & Himmelblau, 1988 , pg. 316):

min S(X) = 4 X, — x5 — 12
sujeito a: hy(x) =25 — xZ — x3 =0
0:(X) = xf —10x; +x —10x, + 34 <0
02(X) = —(x1 — 3)* = (X2 — 1)*<0
g3(x) =—x, <0
02(X) =—X%<0
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S i Y

»—Vg,(1,4.9)

2.3 Convexidade

Um subconjunto K de um espaco vetorial X é dito convexo se V X3, X, € Ke 0
<a<l:

o X+ (1—0()X2€ K

e apresenta as seguintes propriedades:
aQ)pK={xeK/x=By, ye K}éconvexoparaV p € R;
b) K+ L e Kn L sdo convexos para vV subconjunto convexo L de X.

Seja K um convexo néo vazio do R". A funcdo S: K — R é dita convexa se V
X, X e Ke0<a<l:

S[axi+ (1-a) %] <o S(xe) + (1—a) S(xy)

A funcédo S(x) é estritamente convexa se a desigualdade for estrita. Uma funcéo T(x) é
concava se a funcdo S(x) = —T(x) for convexa.

Sejam S(x), Si(x), i=1,2,...,n, funcbes convexas em um convexo ndo vazio K do
R", entdo as seguintes propriedades sdo apresentadas:

a) S(x) é continua em qualquer ponto do interior de K;

b) as sec¢des K, = {x € K / S(x) < €} s&o conjuntos convexos;
n
c) S(x) = X.S;(x) € uma funcdo convexa. Se no minimo uma S;j(X) é estritamente
i=1
convexa, entdo S(x) € estritamente convexa,
23
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d) B S(x) é convexa para § >0 € R.
e) se todas Sj(x) <o V x € K, entdo S(X) = max{Si(x), Sz(x), ..., Sn(X)} é convexa.

Quando S(x) é convexa, as condicdes de otimalidade simplificam-se, porque as
condicBes de segunda ordem sdo equivalentes a convexidade local da funcdo. Além
disso, um minimo local serd também global e se a funcdo for estritamente convexa o
minimo global é Unico.

Para ilustrar, define-se y=oa x;+ (1—-a) X, € w=a S(xy)+ (1 - a) S(X,)

S(x) S(x)

x funcdo céncava
fungdo convexa

st/
“ Ve
Ne— |
S(y) \
i X : : X
X1 y X2 X1 y X2

Seja X um conjunto aberto ndo vazio do R" e S(x) uma funcédo diferenciavel em
x° € X. Se S(x) é convexa em x°, entdo

S(x) — S(x°) > V'S(X°)(x — x°)
Para uma funcéo S(x) diferenciavel em X,
S(x) é convexa < S(x) — S(x}) = VIS(xXH)(X* = xb) ¥ xq, X € X.

Seja X um conjunto aberto ndo vazio do R" e S(x) uma funcdo duas vezes
diferenciavel em x° € X. Se S(x) é convexa em Xx°, entdo V3S(x°) é positiva
semidefinida. Para uma funcdo S(x) duas vezes diferenciavel em X,

S(x) é convexa < V25(x) é positiva semidefinida V x e X.

Seja K um conjunto convexo néo vazio do R", x° € K e d um vetor ndo nulo tal
que (xX° + a d) € K para um a > 0 suficientemente pequeno. Entdo, a derivada
direcional de S(x) no ponto x°, ao longo da direcéo o, denotada por S™(x°,d), é definida
pelo seguinte limite (incluindo +x):

o] _ o
s'(x0,d) = lim 20 =S00) iy (VTS(x°)d +adTV25(x°)d)

a—0* (0} a—0*

Portanto, a derivada direcional no ponto x° é dada por S"( x°,d) = V'S(x°) d.

Seja K um conjunto convexo ndo vazio do R" e S(x) uma funcdo convexa.
Entdo, o sub-gradiente de S(x) no ponto x° € K, denotado por d, é definido como:
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S(X)>S(x°) +d" (x—x° , VxeK

Isto é, a aproximagdo linear com o uso do vetor d sempre resulta em uma sub-
estimativa de S(x).

2.4.1 Generalizagéo de fungdes convexas

Para generalizar a definicdo de fungcbes convexas € necessario definir a
continuidade de funcgdes escalares multivariaveis.

Sejam X < R", x° € X, e S(x): X —> R.
S(x) é continua em x° se:
para cada ¢ > 0 existir 5(¢) tal que ||x — x°|| <& = |S(X) — S(x°)| <&, ou

para cada seqiiéncia x*, X2, ..., X" em X convergindo para x°:

lim S(x™) = S(n!i_rﬂoxm): S(x°).

M—>0
S(x) é continua em X se ela for continua para todo x° € X.
S(x) é semicontinua inferior em x° se:

para cada & > 0 existir 8(¢) tal que ||x — x°|| < & = —& < S(x) — S(x°), ou

para cada seqiiéncia x*, X%, ..., X" em X convergindo para x:

lim infS(xm):S( lim xmj:S(xo),

m—oo m—o0

onde lim inf S(x™) = lim min{S(x}),S(x?),...,S(x™}.

m-—o0

S(x) é semicontinua inferior em X se ela for semicontinua inferior para todo x°
e X.

Stx) S(x)T
|
\ /
// [ ] \ //
7 @
/
' \\. ) -
:“///’
X R '\
funcé@o semicontinua inferior funcé@o semicontinua superior
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S(x) é semicontinua superior em x° se:
para cada ¢ > 0 existir 5(¢) tal que |[x — x°|| <& = S(x) — S(x°) <, ou

para cada seqiiéncia x*, x°, ..., X" em X convergindo para x°:
lim supS(x™) = S( lim xm) =S(x°),
m-—o0 m—oo

m—oo

onde lim supS(x™) = lim max{S(x}),S(x?)....,S(x™)}.

S(x) é semicontinua superior em X se ela for semicontinua superior para todo x°
e X.

Seja K um convexo ndo vazio do R". A funcdo S: K — R é dita quasi-convexa
seVX,XeKel0a<l:

S[oe X3+ (1 — o) Xo] < max{S(xy), S(x2)}
A funcdo S(x) é estritamente quasi-convexa se a desigualdade for estrita quando S(x;)
# S(X). Uma funcéo T(x) é (estritamente) quasi-cbncava se a funcdo S(x) = —T(x) for

(estritamente) quasi-convexa. Um minimo local de uma fungédo estritamente quasi-
convexa sera também global.

S(x)

Fungéo quasi-convexa Funcao estritamente quasi-convexa

Definindo as se¢fes K, = {x € K / S(x) < €}, ent&o:
S(x) é quasi-convexa < K, é convexo V ¢ € ‘R.

Seja S(x) uma funcdo semicontinua inferior no convexo K < R". Se S(x) é

estritamente quasi-convexa em K, entdo S(x) é quasi-convexa, mas 0 converso ndo é
verdadeiro.
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A soma de funcBes quasi-convexas ndo é necessariamente uma funcdo quasi-
convexa, propriedade valida para fungdes convexas. Por outro lado, o reciproco de
uma funcéo quasi-convexa, 1/S(x), € uma funcdo quasi-cdncava, mas o reciproco de
uma funcdo convexa ndo é necessariamente uma funcdo concava (ja o reciproco de
uma funcdo concava positiva é uma fungdo convexa). Por exemplo, S(x) = e* é
convexa e 1/S(x) é convexa também.

Seja S(x) uma funcdo diferencidvel em um conjunto convexo aberto ndo vazio
K < R", entéo:

S(x) é quasi-convexa < S(x%) < S(x') = V'S —x) <0 V¥ xq, X, € K.

Seja S(x) uma funcdo quasi-concava duas vezes diferenciavel em um conjunto
convexo aberto ndo vazio K < R", entdo uma direcéo, d, ortogonal ao VS(x) exibe as
seguintes propriedades:

a)se xX’eK, de R" e d" VS(x°) =0, entdo d" VZS(x°) d < 0;

b) a matriz Hessiana de S(x) tem no méaximo um valor caracteristico positivo V x € K.
Isto é, a generalizacgdo da concavidade de fungbes (para quasi-cOncavidade) é
equivalente a existéncia de no maximo um valor caracteristico positivo da Hessiana.

Seja S(x) uma funcéo diferenciavel em um conjunto aberto néo vazio X < R".
S(x) é pseudo-convexa se S(x°) < S(x') = V'S —=x) <0 V xq, Xp € X.

Uma funcdo T(x) é pseudo-cbncava se a funcdo S(x) = —T(x) for pseudo-
convexa. O reciproco de uma funcdo pseudo-cdncava, 1/S(x), € uma funcdo pseudo-
cbnvexa. As seguintes relagdes sdo validas:

a) uma funcao convexa diferencidvel é pseudo-convexa;

b) uma funcdo convexa € estritamente quasi-convexa;

¢) uma funcéo convexa é quasi-convexa;

d) uma funcédo pseudo-convexa € estritamente quasi-convexa;

e) uma funcdo estritamente quasi-convexa e semicontinua inferior é quasi-convexa.

2.4 Formas funcionais

O método empregado para solucionar um problema de otimizacdo depende,
fundamentalmente, da forma da funcéo objetivo e de suas restricdes. Com relacdo a
funcdo objetivo tem-se:

n
funcdo linear: S(x)=a+c'x=a+ D¢ X

i=1
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como neste caso VS(x) = ¢ = 0 V x, a funcdo S(x) ndo apresenta pontos de maximo ou
minimo. Para este tipo de funcéo objetivo, s6 faz sentido a existéncia de um problema
de otimizacdo com restricdo, cuja solucdo, se existir, estara localizada em algum ponto
da fronteira da regiéo de busca.

x . 1 4 14
funcéo quadratica: S(x) = a+ch+ExTAx =a+ .G X += 2. > a; X X
i—1 i—1 j=1
como X' Ax éumescalar = x' Ax=[x"Ax]" =x"ATx,
1 1
tem-se que: xTAx:E(xTAx+xTATx) =x' {E(A+ AT)}X

entdo definindo Q = %(A+ AT), que é uma matriz simétrica: Q = Q',

resultaem: x' Ax =x" Q x, isto é:

S(x)=a+c'x+= x TQx= a+Zcx+ ZZq”xx

| 1j=1
e portanto:
os 5ij
VS (x = — Xj+Xi7—1 1>
0= {axk} { %%q”( OX L Xy }

aX O ,i * k 1 n n
mas como —-=3§;, = ,tem-se: VS(X) =| ¢ + =D > (O Xj + ik X;)

OXy 1 ,i=k 2i:1j:1

e sabendo que a matriz Q é simétrica:

VS(x)z{ck +Zn:qik xi}z c+Qx

i=1
e H(X) = V2S(x) = Q

com isto, a condicdo necessaria de primeira ordem, VS(x*) = 0, para este tipo de
funcdo resulta em:

Qx*=-c oudeformasimilar (x*)'Q=-

S(X*)=a+C' X*+= (x*) Qx*= a+;c X*
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Subtraindo S(x*) da funcdo S(x) tem-se:
S(X)=S(x*)+c' (x—x*) +%[XTQ X—(x*)"Q x*]
como ¢’ = —(x*)" Q,

()= S009+ 2 [XTQX = (9T QX*~(¢) T Q (X~ x¥) — (x) Q (x—x*)

S = S(6) + [T Qx= (66T QX = (x)7 Q (x~x*)

S = S(09+2[(x—x9T Qx= ()7 Q (x-x¥)]

S0 = S(¢)+ 2 (x=x) T Q (x-x9)

funcéo ndo linear: S(x): R" - R

a expansao em serie de Taylor de S(x) em torno de um ponto X, é dada por:
S(x) =S(Xg) +V'S(Xp) (X — x0)+%(x—x0)T V25(Xg) (X = Xg) ...

No caso particular de X, = x*, tem-se VS(x*) =0 e:

S(x) = S(x*) +%(x—x*)T H (X*) (X — x*)

0%S
OX; OX

Se S(x) for duas vezes diferenciavel em x*, entdo H(x*) = { } é simétrica.

I x
Portanto, tanto no caso de fungdo quadratica, onde H(x*) = Q, quanto no caso geral de
funcdo ndo-linear, a matriz Hessiana fornece as caracteristicas do(s) ponto(s) 6timo(s)

de S(x).

Algumas observacdes adicionais:
1) no caso de S(x) ser uma func¢do quadratica, o ponto 6timo é global,

2) se H(x*) é positiva definida, entdo S(x) é estritamente convexa na vizinhanca de x*
(ou V x no caso da funcdo quadrética);
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3) se H(x*) é positiva semidefinida, entdo S(x) é convexa na vizinhanca de x* (ou V X
no caso da funcdo quadratica)..

4) se H(x*) é negativa definida, entdo S(x) € estritamente c6ncava na vizinhanca de x*
(ou V x no caso da funcéo quadrética);

5) se H(x*) é negativa semidefinida, entdo S(x) é cdncava na vizinhan¢a de x* (ou V x
no caso da funcéo quadratica);

funcdo mista linear e inteira: S(x,y) =c'x+d'y , xeXcR" eyeY

onde y é um vetor de varidveis inteiras de dimensdo g, Y < 3% ou um vetor de
variaveis binarias de dimensdo g, Y = {0, 1}%. Como a funcéo é linear, sé faz sentido a
existéncia de um problema de otimizagdo com restricao.

funcdo mista ndo linear e inteira: S(X, y): X x Y -> R

Problemas de otimizacdo mista ndo linear e inteira apresentam grandes desafios e
dificuldades associados com o carater combinatorial do dominio discreto (inteiro)
junto com as comumente encontradas ndo convexidades e ndo linearidades do dominio
continuo.

funcdo unimodal: é a funcdo que apresenta apenas um extremo.

funcdo multimodal: é a funcdo que apresenta mais de um extremo.

NOTA: toda funcdo concava ou convexa € unimodal, mas nem toda fungéo unimodal é
necessariamente concava ou convexa. Veja exemplo S(x) = (x* — 1)°.

2.5 Algebra vetorial

Sejam xey e Xc R", AeB e R, S(X): X > R, g(x) e h(x): X — X. Entdo
as seguintes regras de diferenciacédo se aplicam:

VIg(x)" h(x)] = V'g(x) h(x) + V'h(x) g(x)
VIS(x) 9(x)] = g(x) V'S(x) + S(x) Vg(x)
VAX)=A

V(X" A) = A

V(X" Ax) = (A+A")x

VS[g(x)] = V'g(x) VS(9)
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VS{g[h()]} = V'h(x) Vi'g(h) VS(0)

Vg[h(x)] = Vrg(h) Vh(x)
d(x"y)
dt

9AY _ Ax+ Ax
dt

d(AB)
dt

d(x" Ax)
dt

:XTy+xTy

- AB+AB

Exercicios de fixagao

= X" Ax+ X' Ax+x"AX
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1. Teste as condicdes necessarias e suficientes do problema abaixo.

min S(X) = X1 X,

sujeitoa: g, (x) =xZ +x2 -25<0

2. Determine se as funcbes abaixo sdo cdncavas, convexas, estritas ou ndo, ou

nenhum destes casos ?

a) S(X):2X1+3X2+6

b) S(X) = 2xZ 3% Xy +2%3

C) S(X) = X3 +x3 —3% +8X, +2

3. Verifique se as restricdes abaixo, definindo uma regido fechada, formam uma

regido convexa.

G = —x +X=1 e G(X)=Xp—X <2

NOTA: se todas as restricOes colocadas na forma gi(x) < 0 s&o funcgdes convexas (ou
na forma gij(x) > 0 sdo funcdes cbncavas), entdo elas formam uma regido convexa.
Funcdes lineares sdo tanto convexas quanto concavas.

4. Mostre que a fungdo S(x) = —x; X, com X; >0 e x, >0 é quasi-convexa. Ela é

também convexa ? Por qué ?

5. Mostre que a funcdo S(x) = xZ +5x; X, +3x5 com X, >0 e X, > 0 é pseudo-

convexa. Ela é também convexa ? Por qué ?
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3. Otimizagao Sem Restrigao

Na otimizacdo sem restricdo o problema que esté sendo resolvido é:

min S(x) ou maxS(x)
xeR" xeR"

como max S(x) éequivalentea min —S(x), os métodos descritos a seguir sao para
xeR" xeR"
problemas de minimizacdo. Os métodos existentes para a solucdo deste problema
podem ser agrupados em duas categorias:
1) métodos que ndo usam derivadas (métodos de busca, métodos diretos);

2) métodos que usam derivadas (métodos analiticos, métodos da métrica
varidvel, métodos indiretos).

Como regra geral, na solucdo de problemas sem restricdo, os métodos que usam
derivadas convergem mais rapidamente que os métodos de busca. Por outro lado, 0s
métodos de busca ndo requerem regularidade e continuidade da funcdo objetivo e,
principalmente o célculo de derivadas primeira ou segunda de S(X).

3.1 Métodos de busca monovariavel e multivariavel
Uma forma de avaliar os diferentes algoritmos de busca € utilizando os seguintes

critérios:

1) Ndmero de problemas resolvidos

2) Numero de célculos da funcao objetivo em cada exemplo
3) Tempo computacional para a solucéo de cada exemplo
4) Qualidade da solucao

Pode-se entdo definir uma tabela de classificacdo, com indices de 0 (pior) a 100
(melhor) usando os seguintes indices:

g 1003 T, 100 S5 . _100Ni _100 i (dj +¢)
Nid Sl I yo= 3 L . =100—-

N 4T YTN &, N N S (d,+e)

onde, para o i-ésimo algoritmo, 6; é a sua eficacia, y; é a sua eficiéncia, n; € a sua
robustez para resolver problemas, &; € a qualidade da solugéo obtida, T;; € 0 seu tempo
computacional para resolver o problema j, TJ-* € 0 menor tempo entre os algoritmos

para resolver o problema j, Si; € o seu numero de avaliagdes da fungéo objetivo para
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resolver o problema j, S]f € 0 menor nimero de avalia¢Bes entre os algoritmos para
resolver o problema j, d; é a melhor qualidade da solugéo para o problema j, d;; € a

qualidade da solucéo para 0 problema  j definida como
_”Xi,j_x;” |S(Xi,j)_S(X;)|
d;; = . + . ,

variavel independente, &5 € a tolerancia na funcdo objetivo, x; € a solugéo exata do

€ € a precisdo da méaquina, & € a tolerancia na

problema j, N; € o0 seu numero de problemas resolvidos e N é o nimero total de
problemas. Quando o i-ésimo algoritmo ndo consegue resolver o j-ésimo problema,
entédo Ti,j =g Si,j = o0,

3.1.1 Método da secéo aurea

E um método de busca monovariavel, onde a cada iteracdo o intervalo de busca é
reduzido por um fator a, chamado de raz&o &urea, obtido pela relacdo geomeétrica
abaixo (retangulo aureo) :

a-b_b
a b a
b)z b
—] +—-1=0
: 3
a-b b
azgzﬂzoﬁlg
a 2

Outras escolhas do fator o levariam a métodos similares, como por exemplo o método
da bissecdo para a = 0,5. Contudo, a vantagem da razdo aurea estd na reducdo do
namero de célculos da funcdo objetivo, em funcdo da propriedade deste método de
conservar o retdngulo &ureo a cada iteracdo. Outro método com caracteristicas
similares a secdo durea é a busca de Fibonacci.

algoritmo
1) Determinar o intervalo de busca [L°, U°] que contém o ponto de minimo

2) Fazer k=0 e calcular A° =U° - L°,
X0 = L% +aA®, SO =S(x0),

xj =U°%-aA’, S§=S(x]),

3) Se S(xS)>S(x{), entdo Lt =xk, x5t =xF, sft=sf

k+1

sendo U =x{, xK=x§, sft=5f
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4) Fazer (k < k + 1) e calcular A" = U* - L¥,
X = Lok, sK=s(xf) se sS(x§1)>s(xf?
ou x§ =UK—a Ak, sK=s(xX) se S(x§™*) < S

5) Se A* > ¢ (tolerancia), entdo (ir para 3)

senao FIM.
S(x) S(x)
S(xu)
S(xp)
S(xv) S(xv)
X
L Xu XL U L Xy XL U X
| —
oA oA
b —
oA oA

3.1.2 Método da aproximagéo polinomial

Na verdade é uma classe de métodos de busca monovariavel, que aproxima a funcéo
S(x) por uma interpolacdo polinomial, Py(x):

Py() = _ile ;00S(x))
j=

n —

onde /;(x) = H((XX—X)'(‘) sdo os interpoladores de Lagrange. Quando a derivada de
k=1 (Xj — Xy
k+#j

S(x) esta disponivel, entdo ela também é usada na aproximacao polinomial:

Pon100 = 200 S0c)) + 1y (0750 )]
j=

onde hl(x):fzj(x)[l—Z(x—xj)Wj(xj)] e hz(x):fzj(x)(x—xj) sdo os interpoladores

de Hermite.
Interpolagéo quadréatica ou método de Coggins (ou DSC-Powell)

O método de G.F. Coggins (1964) ou de Davies-Swann-Campey-Powell (1964)
aproxima a funcdo S(x) por uma interpolacdo quadratica, P,(x):
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(X—=X2)(X—X3) S(x) + (X—=X%)(X—X3) S(X,) + (X=X)(X—X5) S(xs)

(q—X)K—%g) T (o —X)(a —X3) 2 (X —Xq)(Xg — Xp)

P (x) =

calculando o0 minimo desta funcdo quadratica, isto &, O:jﬁ =0, tem-se:
X

i _ 105 —x5)S(x) + (6 —x7)S(xp) + (4 —X3)S(¥a)
2 (X = X%3)S(X1) + (X3 = %1)S(X2) + (X — X2)S(X3)

algoritmo
1) Determinar o intervalo de busca [xy, X3]

2) Calcular S; = S(x;) e Sz = S(X3)
3) Calcular X, =0,5 (X1 + Xg) e S, = S(Xg)

2,2 2 .2 2,2
4) Calcular x* _1 (%5 —X3)Sy + (X5 —X1)Sp + (X —X3)S3 o S(x’)
2 (Xg —X3)Sy + (X3 —X%1)S, + (X —X)S3

5) Se |x* — x| < e paraalgum i = 1, 2, 3, ent&o FIM.
6) Se (xs — X") (X" —x;) >0, entdo k=1

sendo k =3
7)Se S*<S,, entdo X<« X, S« S, e k=2

8) Xax « X', Ssx < S" e (ir para 4).

P2(X)
/'S(X)

S(x")

Interpolagéo cubica

Para a aproximacdo cUbica sdo necessarias quatro informacdes sobre a funcéo
objetivo, ou seja, quatro valores da funcdo ou dois valores da funcdo e de sua
derivada:
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4 2
Ps(0 = 21 (0S(xj)  ou P = 3 [ (05 0¢;) + 0y (0 VS (x))]
= J=

Escrevendo o polindmio na forma: Ps(X) = as X° + a, x> + a; X* + a , a condigo
necessaria de primeira ordem para 0 minimo:
dP;(x)

; =3a;x’+2a,x+a;=0
X

4 —a i\/a§—3a1a3 . .
resulta no ponto x" = 3 cujo sinal usado é aquele que fornece um
a3

valor positivo para a derivada segunda de P5(x), isto &, 6 az x* + 2 a, > 0. No caso de
usar dois pontos tem-se as expressoes:

. VS(Xp)+w-—z B
X" =X, {VS(XZ)—VS(X1)+2W}(X2 X1)

onde z=VS(Xxy) + VS(X2) — 3 [S(X0) = S(x2)] / (X1 — %) e
w = [2% = VS(X1) VS(x2)]*?
algoritmo

1) Determinar o intervalo de busca [xy, x5]
2) Calcular Sy = S(x1), VS; = VS(X1) e S, =S(x2), VS, = VS(X,)
3) Calcular x*, §* = S(x") e VS" = VS(xY)
4) Se X" — xi| < e paraalgumi =1, 2, entdo FIM.
5)Se VS* VS, >0, entdok=1

sendo k =2

6) X < X', Sy« S", VSy « VS e (ir para 3).

3.1.3 Método de busca seccionada

E um método de busca multivariavel, mas em uma Unica diregdo por vez, que utiliza
0s métodos de busca univariavel em cada direcdo. As figuras abaixo ilustram a idéia
do método na busca de um ponto de minimo.
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S(x) :

} /// // | )
. o / /

/ /

S(x*)

i X2 !
Xo* X4

3.1.4 Método de Hooke & Jeeves
E um método de busca multivariavel dividido em duas fases (R. Hooke e T.A. Jeeves,
1962):

fase de exploracdo: estimar a direcdo provavel do extremo, a partir de um ponto
inicial (ponto base).

fase de progressdo: progredir na direcdo provavel do extremo enquanto o valor da
funcao objetivo for diminuindo.

4
X21 5. 9 Xa1 5 9
Xog [ 17 ~hen 15 O 0 T 10
; & i
XEl 12 Xgl 12
_ : T X1 | . + Xl
X11 X10 X11 X11 X10 .
- progressao
algoritmo

1) Determinar a regido de busca [L;, Ui], (i=1,2,...,n)
2) Selecionar o ponto base inicial x;, (i=1,2,...,n)
3) Calcular o valor S, = S(x,) da funcdo objetivo em x,

4) Selecionar os incrementos iniciais o; e as respectivas tolerancias g; (i =1,2,...,n)

5) Tomar a primeira direcdo de busca (k = 1)
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Fase de Exploracao:

6) Calcular x,, = X, — 6, (sentido negativo)
7) Se X, estiver fora da regido de busca, entdo insucesso em k™ (ir para 10)
8) Calcular o valor de S, = S(X,)

9) Se S, >S5S, entdo insucesso em k~

sendo sucesso em k™ e fazer xy, < X, € S, «— S, (ir para 14)
10) Calcular x,, = X, + 8, (sentido positivo)
11) Se x,, estiver fora da regido de busca, entdo insucesso em k* (ir para 14)
12) Calcular o valor de S; = S(x;)
13) Se S, >S, entdo insucesso em k*
sendo sucesso em k* e fazer X,, < X, € S, < S,

14) Se ja foram exploradas todas as dire¢des (k = n) entdo (ir para 15)
sendo tomar a direcéo seguinte (k <~ k + 1) e (ir para 6)
15) Se houve sucesso em alguma direcdo entéo (ir para 17)
16) Se §; <g; Vientdo FIM.
sendo §; < 6; /2 Vital que §; >¢; (ir para5)

Fase de Progressao:

17) Tomar x;; =X;, £9; (e, opcionalmente, J; «<— 293;) para todas as direcdes que
houve sucesso
18) Se x, estiver fora da regido de busca, entdo insucesso na progressao (ir para 16)

19) Calcular o valor de S; = S(x;)

20) Se S; > S, ent&o insucesso na progressao (ir para 5)
sendo sucesso na progressao e fazer x, <— x; e S, « S, (ir para 17)

3.1.5 Método de Rosenbrock

E um método de busca multivariavel parecido com a fase de exploracio do método de
Hooke & Jeeves (H.H. Rosembrock, 1960). Entretanto, ao invés de continuamente
explorar nas direcbes dos eixos coordenados, sdo construidas novas direcoes
ortogonais, usando o procedimento de Gram-Schmidt, baseadas nos tamanhos dos
passos das direcGes bem sucedidas.

Sejam df e R",i=1,2, .., n, vetores direcdo unitarios do k-ésimo estagio de
busca e A% =38, asoma de todos os passos bem sucedidos (distancia percorrida) na
i-ésima direcdo durante o k-ésimo estdgio de busca. Ordenando os valores das
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distancias em ordem decrescente: ‘A‘i‘ > ‘A"z‘ >...>|A|, onde as Gltimas m direcdes (se

existirem) possuem AX =0, i=(n—m) + 1, ..., n, entdo os novos vetores direcdo para
0 estagio de busca k + 1 sdo obtidos pelo seguinte processo de ortogonalizagéo:

n -
Ai"zj;iA"jd'j‘ , 1<i<n

K
d1k+1: Ajl.(
Al
w1 B K Ak i_l[ KT k+1] K+l :
di :? y Bi:Ai—Zl(Ai)dj dj 1<|S(n—m)
i 1=

dft=df  (n-m)<i<n
algoritmo
1) Selecionar o ponto base inicial x°, fazerk = 0, e d° =e; (direcdo dos eixos)
2) Selecionar os incrementos iniciais d; e as respectivas tolerancias g; (i = 1,2,...,n)
3) Calcular Sy = S(x°) , escolher a direcdo m =1 e fazer AY =0 (i = 1,2,...,n)
4) Fazer x*=x°+ 8, dX e calcular S; = S(x*)
5)Se S; >S5, entdo insucesso e fazer &, <« -0, / 2
sendo sucesso e fazer x° <« x', So<— S, A « A¥ +8,, 8n < 38
7) Se alguma direcéo ainda néo teve insucesso, fazerm «<— (m<n?m+1:1)

(ir para 4)
7)Se §; <g; Vi entdo FIM.

8) Calcular a nova direcdo ortogonal e fazer k «— k + 1 (ir para 4).

3.1.6 Método de Powell

E um método de busca multivariavel ao longo de direcdes conjugadas (C.S. Smith,
1962 e M.J.D. Powell, 1964). Duas direcdes d; e d, € R" séo ditas conjugadas entre
si, com respeito a uma matriz H, se:

d]T H d2 =0
A ortogonalidade é um caso particular de conjugancia, onde H = I. Em geral, um
conjunto de n direcdes linearmente independentes di € R" , i = 1,2,..,n, sdo

conjugados com respeito a uma matriz positiva definida H € R™" se:
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df Hdj=0 1<i=j<n

Se H é a matriz Hessiana de uma fun¢do quadratica, S(x), entdo o minimo é alcancado
apos n estagios de buscas unidirecionais exatas. Se 0s eixos coordenados sdo
transladados e rotacionados por transformacdes adequadas de modo que 0s e€ixos
estejam nas direcbes dos vetores caracteristicos de H e centralizados no ponto
estacionario de S(x), entdo a conjugancia pode ser interpretada como ortogonalidade
no espaco transformado.

Para construir uma direcdo conjugada sem o uso das derivadas de S(x), pode-se
partir de um ponto x° e obter o ponto x* que minimiza S(x) ao longo de uma direcéo d,
como ilustra a figura abaixo. Entdo, partindo de outro ponto x* = x° e obtendo o ponto
x" que minimiza S(x) ao longo da mesma direcdo d, o vetor (x° — x%) é conjugado ao
vetor d, com respeito a matriz Hessiana, H, se S(x) é uma funcdo quadratica (para
funcdes ndo lineares em geral, este conceito € uma aproximacao).

Xy

Para verificar esta conjugancia, basta representar S(x) em série de Taylor em torno do
ponto x°:

S(x) = S(x°)+VTS(x°)(x—x°)+%(x—x°)T H(x—x°)

e minimiza-la ao longo da diregdo d: x = x° + o d, isto €, obter o tal que:

dS(x° +a.d)

; =0=V'S(x°)d+d"Had=d"VS(x°)+d"H a.d
o

vTS(x%)d

resultando em: o = - =
d' Hd

Rescrevendo a fungdo S(x) na forma: S(x) =a +b' x + % x' Hx, tem-se:

VS(X)=b+Hx e VSX)=b+HX°
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que substituido na equacdo dS/da = 0, sabendo que o d = x* — x°, resulta em:

d"O+HX)+d " HX -x) =0 - d"(b+Hx}) =0

e portanto: d' VS(x?) = 0, isto &, o gradiente da funcéo objetivo no minimo da direc&o
de busca é ortogonal a esta direcdo. Fazendo a mesma anélise para o ponto x*, tem-se:
d" vS(x®) =d" (b + H x°) = 0. Subtraindo estes dois resultados chega-se a:

dHK -x%)=0

que mostra que d é conjugado a direcdo (x” — x*) com respeito a matriz H.

O método de Powell é uma implementacdo da busca em dire¢bes conjugadas,

que pode ser sumarizado nos seguintes passos:

1)
2)

3)

4)

5)

algoritmo
Selecionar um ponto inicial xJ, fazer estagio k=0 e d? =e; (diregio dos eixos)

A partir do ponto x§ determine o, via busca unidimensional na direcdo de df e

£ = x§ + oy df. A partir do ponto x{, determinar o, via busca unidimensional

na direcdo de d5 e fazer x5 = x¢ + a, d, e assim sucessivamente até determinar

todos 0s a;, i = 1, 2, ..., n. A transicdo do ponto x§ para o ponto x¥ € equivalente
a

K K o o K
Xm = Xg +Z(Xidi ) m:]., 2, U
i—1

Calcular x*,, = 2x¢ — x§, isto é, fazer um passo adicional de tamanho (x¢ —

x¢) na direcdo resultante das n buscas unidimensionais. Este passo procura

garantir que duas dire¢des de busca ndo se tornem colineares quando algum o, =
0.

Calcular A = rTax [S(xik_l)—S(xik )]. A direcdo de busca relativa a esta variagédo
i=1,...,n

méaxima sera designada por d . Definindo S; = S(x&), S, = S(xX) e S3=S(x£,,),

SeSy>S;efou (S —2S;,+Sg) (51— S, — A% > 1% A¥(S; — S5)?, entdo usar as

mesmas direcdes do estagio k, isto &, df* =df, i=1,2, ..., neiniciar o préximo

estagio a partir do ponto x§™ =x¢ (ou x,; se S, > Ss).

Sendo usar as diregBes [df™t d5* .. d¥?] = [df d¥ ..odXy dE, .LodfodK],
onde a direcdo dX (de méxima variac4o) é eliminada e a nova direcéo resultante,
d¥, (de x§ para x¥) é incluida em ltimo lugar, com o correspondente valor de a.

obtido via minimizago nesta direcdo e x{™ = x* +a d¥.
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6) Se

xK —xSH <e entdo FIM

7) Fazer k < k + 1(ir para 2).

3.1.7 Método de busca de limites

A maioria dos métodos de busca necessitam da definicdo do intervalo de busca, que
contém o ponto extremo, para garantirem a determinacdo do 6timo. Segue abaixo um
algoritmo de busca para a determinacdo de um intervalo [X,, X;] que contém um ponto
de minimo.

algoritmo
1) Escolher um ponto inicial, x,, € um passo inicial, o
2) Calcular S, = S(x,), k=0
3) Calcular x; =x,+a e S;=S(xy)
4)Se S;<S;, entdo a <« —a, k<« k+1 e (irpara?7)
5)Sp«S;, o<« 20a, X=X t+ta e S;=5(x)
6) Se S,>S;, entdo (ir parab)
sendo k=1 (ir para8)
7) Se k<2, entéo (ir para 3)
8) Xo — Xota (k-1), 1=1]xo Xq], FIM.

3.1.8 Método dos poliedros flexiveis

E um método de busca multivariavel (J.A. Nelder e R. Mead, 1964), onde o pior
veértice de um poliedro com n + 1 vértices é substituido por um novo vértice colinear
com o veértice antigo e o centrdide, como ilustra a figura abaixo.

x2 A
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As coordenadas do centroide séo dadas por:
1 n+l .
Xo,j = _|:ZXU - Xh,,} j=12,...n
Nz

onde x,; € o pior vertice.

O algoritmo envolve quatro operacdes de busca, que para o0 caso da
minimizacdo da funcdo objetivo tém as seguintes formas:

X§ =x§ +a(xf -xf) , a>0

1) Reflexao:
) {onde s(xr'f):max{S(xf),...,S(xr',‘+1)}

Se S(x§) <S(x)=min{S(x),....S(x.1)},

entdo x¢ =x; +y(x§s—x5) , y>1

2) Expans&o: Se S(x)<S(xs), entdo x™ = x{
sendo X = x§

k=k+1 (ir para 1)

onde x¥ é o melhor vértice.

Se S(x§)>S(X) V izh, entdo x§ =x§+B(X —x)
3) Contragao: xT=x§, 0<p<1
k=k+1 (ir para 1)

Se S(xK)>S(xk), entio x< = xK +%(xik —x)

4) Reducéo: i=12,...,n+1
k=k+1 (ir para 1)

O critério usado por Nelder e Mead para terminar a busca é o seguinte:
1

n+1 5
{ﬁE[S(xik)—S(xg)]z}z <g.
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3.1.9 Métodos de busca aleatéria

Sdo os métodos de busca menos elegantes e eficientes (menores valores para ) de
todas as técnicas de busca, mas sdo mais robustos para problemas multimodais e
atrativos para computacéo paralela (multiprocessamento).

Método complex

E similar ao método dos poliedros flexiveis, sem a restricio de usar somente n+1
vertices (M. J. Box, 1965). A partir de um ponto inicial, Xx;, outros p—1 pontos sédo
obtidos aleatoriamente:

Xi:L+\|li[U-L] , i:2,3,...,p

onde L e U sdo vetores que limitam a regido de busca e y; € uma matriz diagonal de
numeros aleatorios, distribuidos uniformemente no intervalo [0,1]. A busca procede de
forma analoga ao método dos poliedros flexiveis. Recomenda-se, em geral, usar p = 2
n.

Busca aleatdria repetitiva

E uma busca completamente aleatéria (R.J. Kelly e R.F. Wheeling, 1962), onde um
caminho aleatério € construido na seqliéncia dos passos em busca do 6timo, através da
seqguinte relacdo:
kil _ k d k
X =x" + o, | A-B) " +Bre |, k=1.2,.
d

onde oy € R é 0 passo, que € ampliado apds uma direcdo bem sucedida e reduzido
caso contrario, § € um coeficiente ajustavel durante a busca (grau de aleatoriedade das
direcdes), r* € R" é um vetor unitario gerado aleatoriamente, d“ € R" é um vetor da
historia da busca (uma direcdo média dos passos anteriores), obtido por:

dk+1 =y dk + (1 _ 'Y) (Xk+1 _ Xk) Ak

onde y e [0, 1] é o fator de esquecimento das direcdes e A* € R™" é uma matriz
diagonal de fatores de escala para as variaveis x. A figura abaixo ilustra um caminho
tipico de uma busca aleatdria.
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Direcdes aleatorias

E uma técnica onde as diregdes de busca sio aleatorias, geradas a partir de um raio de
busca uniforme, isto €, os pontos aleat6rios em cada estagio estdo localizados sobre a
superficie de uma hiperesfera com centro no ponto x*. Uma busca em linha é realizada
na direcéo que passa pelo ponto x* e pelo melhor ponto da hiperesfera. A figura abaixo
mostra que quanto maior o raio da hiperesfera (limitado pela posi¢cdo do ponto 6timo),
maior € a probabilidade do melhor ponto cair dentro do cone de direcdes melhores que
a direcdo do gradiente no ponto x*. Para atender os critérios de convergéncia, o raio de
busca deve ser periodicamente reduzido. A busca pode ser acelerada se 0s pontos

aleatorios forem restritos a um angulo minimo entre eles e a direcdo do estdgio
anterior.

Sector that yields
\e— @ better direction

\ than the gradient
\ Search direction \
for circle no. |
o i N/
Search direction
\ for circle no. 2 /

x1 from \ o 7 /i07/
L}
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Busca aleatdria adaptativa

E método de otimizacio “global”, baseado em uma busca aleatéria memorizada, com
distribuicdo assimétrica e reducdo sistematica da hiperelipse de amostragem (A.R.
Secchi e C.A. Perlingeiro, 1989), onde os pontos séo selecionados da seguinte forma:

Xik+1:Xik +%[Bi(Ai\Vi _1)]6 ’ i:l, 2, P | k:]., 21

onde x* € R" é o melhor ponto da Gltima amostragem, y é um vetor de nimeros
aleatdrios € (0, 1), R é o vetor dos eixos da hiperelipse, & € o parametro de forma da
distribuicdo das amostras (6 =1, 3, 5, ..., sendo que para 6 = 1 tem-se uma distribuicdo
uniforme), A é o vetor de assimetria da distribuicdo (A; = 2 > distribuicdo simétrica),
B é o vetor de direcdo da assimetria (B; = —1 - assimetria positiva, no sentido de
aumento de x;, e B; = 1 - assimetria negativa). Apds a amostragem, se estiver na etapa
de exploracdo, um numero determinado de pontos sdo armazenados para uso posterior,
quando a busca na direcdo do melhor ponto for encerrada. As etapas principais do
algoritmo de busca sdo as seguintes:

1) Amostragem de pontos aleatérios em torno de x*, usando a equagao acima;
2) Ordenacéo das amostras baseado no valor da fungéo objetivo;

3) Memorizacdo das amostras, isto é, armazenar os melhores pontos, exceto o melhor
de todos, durante a fase de exploracéo (6 = 1);

4) Anaélise do melhor ponto: verificar os critérios de convergéncia;

5) Checar validade de um novo ponto 6timo encontrado: analise de redundancia de
pontos, baseado em uma métrica;

6) Resgate de um ponto da memoria;
7) Eliminacdo pelos 6timos: verificar a tendéncia da busca;

8) Ajustar direcdo e critérios de amostragem: alteracao dos parametros de busca (A, B,
8);

9) Analise dos critérios de parada: nimero maximo de avaliacdes e 6timos;
10) Ordenacdo dos 6timos.

A figura abaixo ilustra a caracteristica de memorizacdo de pontos amostrados,
que séo utilizados como novos pontos de partida quando a busca em uma determinada

direcdo é terminada. O encerramento da busca em uma direcdo pode ocorrer devido a
localizacdo de um ponto étimo local ou pela analise de redundancia dos pontos.
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Algoritmo genético

A idéia dos algoritmos genéticos (GA), J. Holland (1975), estd baseada no processo
evolutivo dos organismos bioldgicos da natureza (principios da sele¢do natural e da
sobrevivéncia do mais adaptado). Os individuos que tém mais sucesso para se adaptar
ao meio ambiente terdo mais chance de sobreviver e reproduzir, enquanto que 0s
menos ajustados serdo eliminados. Isto significa que os genes dos individuos mais
adaptados serdo disseminados em um numero crescente de individuos nas proximas
geracOes. A combinacdo de caracteristicas de ancestrais bem ajustados pode produzir
individuos que sdo bem mais adaptados que os pais. Os GAs procuram simular este
processo natural pela aplicacdo de operadores genéticos sobre uma populacéo inicial e
suas proximas geracGes. Cada individuo da populacdo é codificado em um
cromossomo (string), que representa uma solucdo possivel para o problema. A
adaptacdo de um individuo é avaliada pelo valor da funcdo objetivo. Individuos
altamente ajustado sdo permitidos a se reproduzirem pela troca de parte de sua
informacdo genética (em um procedimento de cruzamento) com outro individuo
altamente ajustado, produzindo filhos (offsprings) com caracteristicas de ambos o0s
pais. MutacGes sdo frequentemente permitidas pela alteracdo de alguns genes dos
cromossomos. Os filhos podem substituir toda a geracdo anterior (técnica das
geracdes), ou substituir apenas os individuos menos ajustados (técnica do estado
estaciondrio). Os passos basicos de um algoritmo genético sdo os seguintes:
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1) Gerar aleatoriamente uma populacdo inicial e avaliar a adaptacdo de cada
individuo;

2) Selecionar os pais de uma populacéo, cruza-los para produzirem os filhos e avaliar
a adaptacéo dos filhos;

3) Substituir alguns ou todos os individuos da populacgéo pelos filhos;
4) Se o critério de convergéncia ndo foi satisfeito ir para o passo (2);
5) FIM.

O procedimento de cruzamento (operacdo genética) consiste em gerar aleatoriamente
um ou mais pontos de cruzamento e, entdo trocar os segmentos dos cromossomos dos
dois pais para produzir dois filhos.

A mutacdo é aplicada a um filho apdés um certo nimero de cruzamentos, pela
substituicdo de um gene do cromossomo por um valor aleatorio (ou inversdo de bit no
caso de cromossomos binarios). A mutacdo ajuda resguardar a possivel perda de
informacdo genética valiosa devido a uma convergéncia prematura, expandindo o
espaco de busca.

Simulated annealing

E uma técnica de busca direta com relaxacdo estocastica (S. Kirkpatrick, C. Gelatt Jr. e
M. Vecchi, 1983), baseada no processo de recozimento de sélidos (onde um sélido é
aquecido a altas temperaturas e gradualmente resfriado para permitir a sua
cristalizacdo). Como o0 processo de aquecimento permite que 0s atomos se
movimentem aleatoriamente, se o resfriamento ndo é realizado muito rapidamente,
entdo os 4tomos terdo tempo suficiente para se alinharem de modo a atingir um estado
de minima energia. Usando esta analogia, o estado do solido corresponde a uma
solucdo viavel e a energia de cada estado corresponde ao valor da fungdo objetivo.
Neste procedimento, a busca é permitida a prosseguir mesmo se 0 movimento causar
um aumento na funcdo objetivo, através do uso de um parametro chamado
“temperatura” (T), onde 0 movimento € aceito com uma probabilidade de exp(—A/T),
com A = S(X*!) — S(x). O valor de T e (0,) é controlado pelo processo de
“resfriamento”, sendo que valores baixos resultam em um algoritmo de busca local, ao
passo que valores altos reduzem a velocidade de convergéncia. Os passos bésicos de
um algoritmo simulated annealing (SA) séo os seguintes:

1) Escolher um ponto inicial, x, € R", e 0s parametros o. € 3
2) Calcular S, =S(x°), T=T, Ti=a T, N=BnAr=0,¢c=0,k=0
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3) Fazer N vezes:
Mudar de direcdo A componentes de x* e gerar aleatoriamente um vizinho, x
Calcular A = S(x) — S(x“)
SeA<0 ouexp(-AIT) > Y, entdox* < x e ¢=0, sendo r«r+1
4) Ser=N,entdéoc«c+1
5) Atualizar Ty, r=0, k<« k+1
6) Se o processo nao estiver “congelado” (T > Ty ou ¢ < Cpa), entéo ir para (3)
7) FIM.

onde a é um pardmetro que define o nivel de temperatura (Ts) que o algoritmo deve
terminar, p € um parametro utilizado para definir o nimero de iteracées (N) em cada
nivel de temperatura, T, € a temperatura inicial, r € o nimero de rejeicdes, A4 € nimero
de mudancas de direcdo, Y e [0,1] é uma variavel aleatoria uniforme e Cy € O
namero de mé&ximo de niveis consecutivos de temperatura sem progressao (isto é,
rejeicdo total). O calculo de T, e a atualizacdo de T, podem ser feitos de diversas
maneiras, tal como (Aarts et al., 1988):

-1
~ m T
T. =AlIn 2 e Tq4=— K
i ( mzn—a—n)mJ  TIn@+d)
3Gk

onde ap6s um namero m de tentativas iniciais, m; e m, sdo 0s himeros de movimentos
com A <0 e A > 0, respectivamente, A é o valor médio dos A > 0, n € (0, 1) é a taxa
de aceitacdo inicial (~ 0,95), o é 0 desvio padrdo da funcéo objetivo durante a busca
em T, e & é a maxima mudanca relativa permitida para a probabilidade de aceitacdo
dos estados (~ 0,1).

PSO

O Particle Swarm Optimization (PSO) é um algoritmo que tem como fundamento o
comportamento de organismos sociais tais como uma revoada de passaros ou um
cardumes de peixes, onde cada individuo da populacdo (particula) modifica sua
posicdo com o tempo (geracdo). A posicao é modificada de acordo com a experiéncia
do individuo e a dos demais componentes da populacéo, valendo-se de sua melhor
posicdo e a melhor posicdo do conjunto.
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Sistemas Formicos

Um Sistema Formico (ou Ant System) é um algoritmo baseado em agentes que emulam
0 comportamento natural de formigas e desenvolvem mecanismos de cooperagdo e
aprendizado. O Ant System foi proposto como uma nova heuristica para otimizacéao
combinatorial. Ele é composto de um conjunto de formigas artificiais que cooperam
entre si para resolver um problema através de troca de informacdes via feroménio que
é depositado nas arestas de um grafo. As formigas passeiam pelo grafo construindo
uma solucdo para o problema. Apos cada solucdo ser gerada, as formigas atualizam a
intensidade de feroménio na arestas que fazem parte de sua solu¢gdo como uma funcgéo
da qualidade da solucdo encontrada por aquelas formigas. Além disso, parte do
feromonio evapora a cada passo, diminuindo a intensidade de trilhas que ndo séo
seguidas. O feroménio depositado nas arestas desempenha o papel de memoria
distribuida através da qual as formigas reforcam as solugBes progressivamente
melhores. Ao mesmo tempo, a escolha probabilistica de cada passo da solucgéo evita a
conversao prematura para um 6timo local.

Busca tabu

E um procedimento para levar métodos de busca local para fora da regido de atragio
de um 6timo local (meta-estratégia ou meta-heuristicas), pela incorporacdo de fungdes
de memoria flexivel para proibir movimentos que levam a caracteristicas (ou atributos,
ou estado das variaveis) de solucgdes passadas (F. Glover, 1986). Os atributos que ndo
sdo permitidos a serem retomados sdo chamados de tabu e s&o mantidos em uma
memoria de curta duracdo (lista de tabus).

Para maiores detalhes deste procedimento e dos dois métodos anteriores, sugere-se a
leitura de Hasan et al. (2000) e suas referéncias.
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3.2 Métodos analiticos (métrica variavel)

Apesar da literatura referenciar somente os métodos quasi-Newton, que utilizam

aproximac0Oes para o calculo da matriz Hessiana (também conhecidos como métodos

da secante), como métodos da métrica varidavel, nestas notas o termo “meétrica

variavel” engloba todos os métodos que utilizam a primeira e/ou a segunda derivada

da funcéo objetivo. Estes métodos tém como equacao basica para o processo iterativo:
X = %K — oy WK VS(xK) (3.1)

onde oy é 0 tamanho do passo, d* = —-W(x") VS(x") é o vetor direcéo e
W(x¥) é a matriz direcdo (inversa da matriz Hessiana ou aproximacao desta)

Em qualquer método de otimizacdo, uma boa dire¢do de busca deve reduzir (para o
caso da minimizagao) o valor da funco objetivo, isto &, S(x*"!) < S(x*). Tal direcdo, d,
satisfaz o seguinte critério em cada ponto:

V'S(x¥) d“<0
ou em outras palavras, o angulo () formado entre os vetores VS(x) e d* deve ser
sempre maior que 90’, ou seja:

VIS(X) d* = |[V'S(x| |d cos 0 <0 < 6>90°

S(x)=10
()

V' S(x)=06
N

—VS(x¥) /‘f"

~. Region of
— valid
B ] search directions

X

Como a otimizacdo sem restricbes € equivalente a encontrar a solucdo do
sistema de equacdes ndo-lineares F(x) = VS(x) = 0, pode-se utilizar todos os métodos
disponiveis para a solucdo de F(x) = 0. Por exemplo, na utilizacdo do método de
Newton-Raphson, a matriz Jacobiana é a propria matriz Hessiana.
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A seguir serdo descritos os métodos mais conhecidos desta classe, seguidos de
uma generalizacdo dos métodos da métrica variavel.

3.2.1 Métodos gradientes
Utilizam somente a primeira derivada da funcéo objetivo, caso em que W(x¥) = I:

X = XK — oy VS(x)

d = —-VS(x")

— —_  Linearized S(x)

Quando ay é escolhido de modo a minimizar:
gk(0) = S(X — o VS(X) , o0 > 0 (3.2)

tem-se 0 méetodo da maior descida (“steepest descent”), cujo algoritmo basico pode ser
escrito da seguinte forma.

algoritmo
1) Escolher um ponto inicial x°, k=0

2) Calcular d*=—-vS(x")
3) Encontrar oy tal que S(x* + oy d¥) = min gi(a) = S(x* + o d)
o >

4) Calcular x*** = x* + o d"
5) Se o critério de convergéncia ndo foi satisfeito, entdo k < k + 1 (ir para 2)
6) FIM.
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A minimizacdo de gi(a), conhecida como funcdo de mérito, também chamada de
busca em linha (“linesearch”), pode ser realizada com o uso de qualquer método de
minimizacdo univariavel. Para ilustrar esta funcdo, a figura abaixo mostra a fungéo
g2(c) do problema acima:

02(@)

(2]
Aproximando S(x) por uma funcéo quadratica:
S(x¥1) = S(x¥) + VTS (x*) (X — x¥) +%(Xk+l C X)) (K — xK)
ou de forma similar:
gy (@) = S(X* +ad®) ~ S(x*) + av T S(x¥)d +%a2(dk)T H(x*)d*

que minimizando em relacéo a o, 0;& =0, resulta:
a

* _ _
o™ =0k =

(3.3)
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Contudo, a equacdo (3.3) ndo é utilizada para o célculo de o nos métodos gradientes,
pois exigiria o célculo da segunda derivada da funcdo objetivo. Neste caso, utiliza-se,
em geral, métodos de busca para a sua sele¢éo.

3.2.2 Método de Newton
Faz uso da segunda derivada da funcdo objetivo, caso em que W(x¥) = [H(x)]™:

X = XK — oy [HOOT ™ VS
que € resultado da minimizacgéo da aproximacéo de S(x) por uma funcdo quadratica:

S(x) » S(x*) + VTS(x¥) Ax +%(Axk)T H(x*) Ax¥ (3.4)

onde AX*=x-x* nadirecdo AX", isto é: =0

OAX

AXE = —[H(X]? VS(XY)

d= —[V2s(x")] " 'VS(x")

Quadratic approximation
of $(x)

Xy

Neste caso o, ou € um parametro de relaxag@o do processo iterativo 0 < oy <1, 0u €
um fator de correcdo da inversa da matriz Hessiana, caso esta ndo seja atualizada em
todas as iteracdes. A positividade da matriz Hessiana deve estar sempre garantida para
evitar a migracdo para um ponto sela. E, para assegurar a convergéncia do método de
Newton, a correcdo Ax* deve ser tal que S(x***) < S(x").

Uma maneira de assegurar a positividade da matriz Hessiana é atraves da
modificacdo de Levenberg-Marquardt, que adiciona um fator ajustavel na diagonal da
matriz Hessiana, ou em sua inversa:

HX) =H + Bl Be>-min{A}
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W) = [HOOT +# 3l yie> —min{1/A}
onde ; sdo os valores caracteristicos de H(x").

Em particular, quando o método de Newton é utilizado para a solugdo de
problemas de minimos quadrados, ele é comumente referenciado na literatura como
método de Gauss-Newton. Sendo que uma das aplicac@es € a solucdo de sistemas de
equacOes ndo-lineares, F(x) = 0, transformados em problemas de minimos quadrados
ao procurar minimizar o quadrado dos residuos, isto &,

S(x) = FT (0F(X) :éfﬁ(x)

neste caso VS(X) = 2 J'(x) F(x*) e HX) = 2 I I + 2 Q(X), onde

i i=1

Hessiana da funcéo fi(x). Quando f;(x) — 0 para x* — x*, entdo Q(x*) tende a zero, e
as direcbes de busca do método de Gauss-Newton para o problema de minimos
quadrados:

J(x)= {%} é a matriz Jacobiana do sistema, Q(x) = § fi (x) H; (x) e Hi(x) é a matriz
i

Jnggua(xk)d —F(xk)H2

sdo equivalentes as dire¢es do método de Newton, ou seja:
d= [ JT(x) IO I (XY FOK) = ~[HOOT™ VS(X)

3.2.3 Método do gradiente conjugado

Utiliza somente a primeira derivada da funcdo objetivo, gerando uma seqliéncia de
direcdes que sdo combinagdes lineares do gradiente:

d“? = goq d“— VS (3.5)
onde a nova direcdo € conjugada com a direcdo anterior com respeito a Hessiana:
(dk+l)T H(Xk) dk — O

e X =x¥+ o, d*, onde o é obtido de forma similar a0 método da maior descida.
Para calcular &, faz-se a aproximacdo quadratica de S(x), equacdo (3.4), de onde
obtém-se:

VS(X) & VS(X) + H(X) (x — x¥) (3.6)

e portanto:  VS(X*"1) — VS(x*) = H(X) (x *** — x¥) = H(X) oy d, que multiplicado por
d“** & esquerda, resulta:
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(dT [VS(K™) ~ VS(X)] = o (d*) T H(x) d“ = 0
substituindo a equagéo (3.5) na expresséo acima, tem-se:
[ere1 d = VST [VS(K™Y) — vS(x] =0,

mas devido a ortogonalidade entre a direcdo de busca e o gradiente da fungédo objetivo
no minimo desta direcdo (d“)" VS(x*!) = 0 e para a aproximagdo quadrética (3.6)
VTS(xX*Y) vS(x¥) = 0, resultando em:

VT S(Xk+1)VS(Xk+1) _ VT S (Xk+l)vs (Xk+l)
@ vs(xk) VT s(x¥)vs(x*)

€kl =~

a Ultima igualdade resulta do fato de d* = g d** — VS(x) , que multiplicado por
VS(x“) a direita:

(9T VS(X) = g (AN VS(X) — VTS(X) VS(X*) = —VTS(X¥) VS(x"),
pois (d“Y)" vS(x¥) = 0, pela mesma razdo acima.

algoritmo
1) Escolher um ponto inicial x°
2) Calcular d°=-VS(x°), k=0
3) Encontrar oy tal que S(X* + oy d“) = min gy(cr) = S(X + o d¥)

4 Calcular X* = x* + oy d e VS(X*Y)
5) Se o critério de convergéncia foi satisfeito, entdo FIM.

K VT S(Xk+1)VS (Xk+1)

6) Calcular d*** = —vs(x**1) +d
) &) vVTs(x¥)vs(x*)

, kek+1

7) Se k=n, isto &, realizou n direcdes L.1. entdo fazer xX° = x* e (ir para 2)

sendo (ir para 3)

3.2.4 Métodos da métrica variavel
A partir da equacéo (3.6), pode-se tirar a seguinte relacao:

XX = AXC = HOTT [VS(KY) — VS(X]

Fazendo uso de uma aproximagéo da inversa da matriz Hessiana:
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[HOOT™ = 0 W) = o [W(X) + AW(X)]

k+1

onde @ é um fator de escalae AW(X) = W(x**) — W(x"), resulta em:

AX* = @ [WX) + AW(X9)] [VS(™Y) — vS(xM]

que rearranjando tem-se:

k | AXK K K
AW () AF (xF) = 22 _wixk) af (x) 3.7)
®

onde Af(X) = VS(x***) — VS(x¥). Como o sistema (3.7) possui n equacdes e n? variaveis
a determinar (os elementos de AW(x)), entdo existe um nimero infinito de solugdes,
sendo que a solucdo geral é dada por:

1 AU W) AF (), v

o<uf Af(xK)> <k AF (X)) >

AW (x¥) = (3.8)

{Af (x), Vk}_{H (xk) AxK, uk}
< vk, AxK > <uk, Axk >

ou AH(X¥) = o (3.9)

onde U e V¥ sdo vetores arbitrarios
{x,y} =x y' é o produto externo (uma matriz)
<x,y>=x"y é o produto interno (um escalar)

Conseqiientemente, pode existir uma infinidade de metodos que utilizam a equacéo
(3.1), dependendo da escolha de @, u* e V. O pardmetro ay pode ser minimizado
(“linesearch”) ou escolhido adequadamente (“trust region”).

Do mesmo modo que no método de Newton o pardmetro oy é usado essencialmente
para assegurar a convergéncia (S(x***) < S(x)), pois a inversa da matriz Hessiana ja
contém o tamanho ideal do passo (para fun¢des quadraticas), os métodos quasi-
Newton n&o necessitam minimizar oy exatamente, pois W(x*) — [H(x*)]* a medida que
as iteracOes avangam. Portanto, as técnicas de “linesearch” ndo necessitam encontrar
uma solucdo precisa para oy, mas ajustad-lo adequadamente. Por exemplo, as técnicas
de ajuste usadas nas implementagdes de “linesearch” no MATLAB utilizam os
seguintes critérios para a interpolacdo cubica, quando sdo conhecidos dois valores da
funcao objetivo e seus gradientes.
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Case 14Ty 0= fAx), Vil (17d =0

A x) \ / Reduee step length.

C> ]

o 2 i omy <0l

o otherwise

Case 2: a0 2 fx,), Viig 1 7d =0 =0 @ =0
fix) \
Update /.
E> Rlii.h,'l.ﬁ”. Redure step length.
—
oy

0oty o g = ming l.e } oy = 08a,

Case 3:fixg )= fixg), Ve, (1 d'=0 D <
fx) &
\ Tl e Change to stegpest
Update £, tescont miethocl
\ e o, ternporar ly.
—_——

] ], |
O ooy o T ‘|

0 oy, & o, = min{2, p, 120}
oy min{2, max{1.5, o, b oo}
Case 4:fixg . )2 fixg), Vi, ) 1d =D where  p = L+gfs - Vi Tdtmin{0, oy}
fx)
~ \ | Reduce step length. |
i L> l
oy = mindo, op 21
——
0 mo,, @

onde o, € 0 minimo obtido por interpolacdo ou extrapolacdo cubica, f(x) = S(x) é a
funcdo objetivo, g = VS(X*!) — VS(x) e s = Ax* = o, d*. A relagdo ()" s*> 0
assegura a possitividade da matriz Hessiana (eg. 3.6).

Outra técnica de “linesearch” empregada no MATLAB é quando apenas um
valor do gradiente da funcdo objetivo é utilizado juntamente com dois ou trés valores
de S(x), onde uma mescla de interpolacdo cubica e quadratica sdo realizadas. Neste
caso 0s critérios utilizados para a selecdo do passo sdo 0s seguintes.
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Case1: A x) = flx

|"[ Xl -\ *
|:> Reduce step length.

1N ]
1] "I,"I,II II-| (¥

Case 2 flx) < flxy)

fixd \
i E> Increase step length.
B g
o = LEm,
Case 3:
fly .y =dixy)
fix)
. I:> Increase step length.
—_— e l
0 o, 1%z oy, p = max{l.2o 2o, g}
Case 4
_ i) =4
fix) \ . 1
I:> Reduce step length.
ravrweeads l
o+ 2 _.l-ll."{... l-,:JI.:-: x,

onde a4 € 0 minimo obtido por interpolagéo ou extrapolagéo quadratica. Em qualquer
uma das estratégias, quando 0 o4 Ou o resultarem em valores negativos, entéo oy, = 2
Olk.

As técnicas de “trust region” (regido de confianca) para o ajuste da direcdo de busca,
consiste em aproximar S(x) por uma funcdo mais simples, Q(x), (geralmente uma
forma quadratica) que represente razoavelmente bem a funcdo S(x) em uma vizinhanca
B.(x) em torno de x. Entdo um novo passo, s = Ax* = oy d¥, é obtido pela minimizacéo
de Q(x) em B,(x), ou seja:

sk =argminQ(x¥ +s) , (X*+5) € B,(x"
S
se S(X* + s¥) < S(x*), entdo 0 novo ponto é aceito, caso contrario a regido de confianca é
reduzida e o procedimento € repetido. A figura abaixo ilustra esta técnica, onde as

curvas de niveis tracejadas representam a aproximacdo quadratica convexa de S(x) no
ponto X
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As peculiaridades dos métodos da regido de confianga estdo relacionadas com a
escolha da funcdo Q(x), a forma de reducdo de B,(x) e 0 quéo preciso € resolvido o
problema de minimizacéo de Q(x* + s).

algoritmo da métrica variavel (com linesearch)

1) Escolher x° @, u* e V¥
2) Calcular W(x°), k=0
2) Calcular d = ~W(x¥) VS(x¥)

3) Encontrar oy tal que S(x* + oy d¥) = min ge(o) = SO + o d¥)
a>

4) Caleular X' =x* + oy d* , S e Af(X) = VS(X*) — vS(xH)
5) Se o critério de convergéncia foi satisfeito, entdo FIM.

6) calcular W(x*""), k < k + 1, verificar a necessidade de reset e (ir para 3)

onde reset é uma reinicializacdo (ou modificacéo) de W(x¥) devido a problemas de
convergéncia. No caso do método dos gradientes conjugados, 0 reset acontece a cada n
iteracbes (n direcbes linearmente independentes). Para os demais casos, ele é
necessério quando a matriz W(x*) deixa de ser positiva definida, ou quando a corregdo
AW(X) torna-se divergente devido a erros de arredondamento, ou ainda quando d*
estiver na mesma direcdo de d**, tornando W(x***) singular.
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No algoritmo acima, quando a interpolacdo clbica é usada, entdo os passos (3) e (4)
sdo concomitantes.

Definindo:
W = W(x") Wt = [W(x9]™
AX = AX® Af = AF(XY)
d = Ax — W Af d = Af— W? Ax
§ = <AX, Af> 8= <Af, Af>
y = <Af, W Af> 7 =<Ax, W' Ax>
A={Ax, A} /3§ A = {Af, Af} 18
B = {W Af, W Af} / y B ={W'Ax, W AX}/ §
E = {AX, Af} F = {VS(xX"),VS(X*)} 7 <VS(x "), VS(x)>

¢ apresentado na tabela a seguir alguns métodos de otimizacdo que utilizam a primeira
e/lou a segunda derivada da funcdo objetivo. Por exemplo, para o método BFGS a
atualizacéo apresenta a seguinte formulacéo:

k kT k k KT k\1T
H (k) = (k) L AT AFT) T HEO)AT(AXE) [H(A)]
()= )+(Axk)TAfk (AT H (x¥)Axk

que ao multiplicar & esquerda por (Ax¥)" e & direita por Ax¥, resulta em:
(AXk)T H(Xk+1) AXk — (Afk)T AXk — (qk)T Sk

mostrando que se (q)" s* > 0, entdo H(x**") ¢ positiva definida.
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método W)
Steepest descent I
Gradiente Conjugado |+ WF
Newton [HXD]?

Greenstadt, A;(C)— max{|Ai/,10™*}

D'CD" D=diag (W '['}) e C=D*WD"*

Levenberg-Marquardt

D*(C+ 1) D" B >—min (valor caract. de C)

Broyden +M
<d, Af >
Davidon-Fletcher-Powell (DFP) W+A-B
Pearson | W+{d’AX}=W+A—yI§_1ET
Pearson Il W+M:(1+§jW—B
Y Y

Newton Projetado (Zoutendijk)

W-B

Greenstadt-Goldfarb | (GGI)

W+%({d,Af}+{Af,d}—%<Af,d > A]

Greenstadt-Goldfarb Il (GGII)

T
W+M_(H§j5
Y Y

Gill-Murray ou (GGlII)

-
W+(“%j’*‘%

Fletcher ou (GGIII™

-1
[W—1+(1+ij'&_ ETw liw? E}
) )

Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno (BFGS) ou (DFP)™ [W‘ 1y A- é]_ '
@.dy ]
(Broyden)™ wole 22
{d, Ax}

Goldstein-Price

aproximacao por diferengas-finitas
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4. Teoria da Dualidade

Problemas de otimizagdo com restricdo apresentam duas formas de representacdo: o
problema primal (P) e o problema dual (D).

4.1 Problema primal

Genericamente, o problema primal pode ser escrito da seguinte forma:
min S(x)
sujeitoa: hj(x)=0, j=1,2,...,m
gi(x)<0,j=1,2,...p
X e XcR"

\

onde X € um conjunto convexo ndo vazio.

Definindo a funcéo perturbacéo, v(y), abaixo associada ao problema primal (P):

(inf S(X)
sujeitoa: hj(x)=0, j=1,2,..,m
V0D =9 g <y, J=12,..,p
X e XcR"

\
onde v(0) corresponde ao valor 6timo de P. Se o conjunto Y, definido como:

Y={y e R’ | h(x) =0, g(x) <y para algum x € X}

for convexo, entdo v(y) € uma funcdo convexa em Y, e v(y) = o <y ¢ Y. A
propriedade de convexidade de v(y) € o elemento fundamental para a relacdo entre os
problemas primal e dual. Particularmente, se h(x) é linear e g(x) € convexo em X, entdo
Y é um conjunto convexo.

O problema P é estavel se v(0) € finito e v(y) é uma funcdo Lipschitz continua,
isto é, existe um escalar L > 0 tal que:

v(0)—v(y) < LIyll , Yy=0

Esta definicdo de estabilidade ndo depende da norma ||y|| usada, sendo necessaria e
suficiente a consideracdo de um vetor y variando em uma dimensao.

Seja x* a solucdo 6tima de P, entdo os multiplicadores A* e u* existem se e
somente se P for estavel. Portanto, a estabilidade de P é uma qualificacdo necessaria e
suficiente das restricbes. Vale lembrar que a existéncia dos multiplicadores de
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Lagrange depende da forma das restricdes, e estara garantida se e somente se 0s
gradientes das restri¢Oes de desigualdade ativas, Vg;j(x*), e das restri¢Ges de igualdade,
Vh(x*), forem linearmente independentes.

Se a fungdo objetivo, S(x), for suficientemente bem comportada, entdo o
problema P serd estavel, mesmo que as restricbes ndo sejam bem comportadas. Por
exemplo, se S(x) = ¢, entdo P é estavel desde que as restricbes estejam satisfeitas. Por
outro lado, se a restricdo for bem comportada (por exemplo, linear) é ainda possivel
que P seja instavel.

Exemplo 4.1: Seja o problema:
min S(x) = —x"?
sujeitoa: g(x) =x<0
x e X={x|x=>0}

Perturbando g(x) na dire¢do positiva tem-se:

vO) -v(y) =0—(-y") =y, Iyll=y e 1<Ly*

ou seja, paray — 0 tem-se L — oo, isto é, v(y) ndo é Lipschitz continua.

4.2 Problema dual

O problema dual de P tem a seguinte forma:

max inf L(X,A,u)
p>0,A xeX

sujeito a: L(x,A,p) = S(X) + AT h(x) + p' g(x)
Como o problema interno ¢(A,p) = in;‘( L(x,A,u) do dual D é uma funcdo paramétrica de
Xe

A ey, ¢(A,u), também chamado de fungdo dual, ele pode assumir valores (—o0) para
algum valor de A ou u. Se o problema interno é finito para todos u > 0 e A, entdo ele
pode ser escrito como:

(A, p) = min L(X,A,1)

Observe que para um valor de x fixo no infimo de L(x,A,u), 0 problema externo,
mgu; d(A,u), torna-se linear em A e .
p=0,

Sejam S(x), h(x) e g(x) funcdes continuas e X = R" um conjunto compacto néo
vazio, entdo ¢(A,n) é uma funcdo cbncava. Observe que ¢(A,n) é cdncava sem a
necessidade de considerar algum tipo de convexidade da fungdo objetivo ou de suas
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restricGes, pois ela é uma colecdo de pontos infimos de fungdes lineares em A e p.
Como ¢(A,u) € cbncava e o problema externo € uma maximizacao, entdo o 6timo de
do(A,u) € global. Contudo, a dificuldade surge da forma paramétrica de ¢(A,un) em
relacdo a A e u, isto é, ndo se tem uma forma funcional explicita de A e p.

4.3 Interpretagcdo geométrica do dual

Considere o problema primal (P) monovariavel:

( min S(x)
sujeitoa: g1(x) <0,
P=
g2(x) <0,
\ xeXcR
e seu dual (D):
max min L(X,L)
p>0 xeX
D=+
L sujeito a: L(x,u) = S(X) + pa ga(X) + p2g2(X)

O conjunto | < R* que é a imagem de X sob as trés funcdes S(x), gi(X) e g(x) é dado
por:

| ={(z1, 22, 25) € R*| 1= Qu(X), 2= G2(X) e z3 = S(x) paraalgum x € X}

Sobre este conjunto a formulacdo equivalente do dual é dada por:

max min L(z,p)
p>0 zel

SUjeitO a. L(Z,},l) St Wzt s

Para valores fixos dos multiplicadores p;> 0 e p,> 0, L(z, ) = constante é um plano
no R% com inclinacéo (-, —i, ). O conjunto | e um plano tangente, h, no ponto P e

| estdo ilustrados na figura abaixo.
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Interpretacdo geomeétrica do problema primal: O ponto de interse¢éo de | com o eixo
Z3, denotado por P* na figura acima, é a imagem da solucdo 6tima, x*, do problema
primal:

P* = [92(x*), 92(x*), S(x*)]
Portanto, o problema primal consiste na determinagdo do ponto em | que minimiza z3
sujeitoa z;<0 e z,<0.

Interpretacdo geométrica da funcdo dual: A fungdo dual ¢(n) no ponto (g, u,)

corresponde a determinagdo do plano mais baixo com inclinagdo (—p;, —i,) que

intercepta o conjunto I, ou seja miln L(z, ). Isto corresponde ao hiperplano suporte h
e

que é tangente ao conjunto | no ponto P mostrado na figura acima.

Note que 0 ponto P é a imagem de x no miQ S(X) + iy 91(X) + 1, 02(X), cuja solucdo é
Xe

o valor de z; onde o hiperplano h intercepta a ordenada, denotada por z; na figura

acima, pois L(z, @) = constante = z; quando z; = z,=0.

Interpretacdo geomeétrica do problema dual: O ponto P* na figura acima corresponde
aos valores de m; e @, que maximizam Zz;. Portanto o problema dual consiste na

determinacao dos valores de [; e @, que definem a inclinagéo do hiperplano suporte

do conjunto I, tal que ele intercepta a ordenada na valor mais alto possivel.

Nem sempre é possivel obter o valor 6timo do problema dual igual ao valor
6timo do problema primal. Esta igualdade esta garantida quando S(x) e g(x) forem
funcdes convexas, h(x) for uma funcdo afim (mapeamento linear de x) e o problema
primal for estavel. A diferenca entre os valores 6timos dos problemas primal e dual é

66



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

conhecida como brecha dual (duality gap). Esta diferenca pode ser devido a uma
descontinuidade da funcéo perturbacdo v(y) em y = 0, que impossibilita a existéncia de
um hiperplano suporte neste ponto.

Se a funcdo perturbacdo v(y) é finitaem y = 0, entdo ndo existe brecha dual se e
somente se v(y) é semicontinua inferior em y = 0. Para que isto ocorra as seguintes
condicOes devem ser satisfeitas:

a) X é um conjunto fechado;
b) S(x) e g(x) sdo funcdes continuas em X;
c) S(x*) é finito;

d) {x e X|hx) =0, gx) <0 e SX) <a} é um conjunto limitado, ndo vazio e
convexo, para algum escalar o > v(0).

Exemplo 4.2: Seja o seguinte problema:

.
min S(X) = X,

p = <sujeitoa: x; <0,

XxeX={(X, %) |0<x<2,1<x,<4ex,>2sex;, =0} c R
\

onde z; = x; e Z, = X,. A figura abaixo ilustra a imagem de X deste problema.

o

A solucédo o6tima do problema primal é obtida no ponto x; =0 e x, = 2. Contudo, 0
valor étimo do problema dual ndo pode ser igual ao do primal devido a perda de
semicontinuidade inferior de v(y) emy = 0.
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4.4 Dualidade fraca e forte

A possivel existéncia da brecha dual leva a necessidade da definicdo de dualidade
fraca e dualidade forte.

Dualidade Fraca: seja x uma solucédo viavel do problema primal (P) e (A, 1) uma

solucéo viavel do problema dual (D). Entéo,
S(X) 2 o(r, 1)

Observe que qualquer solucdo viavel do problema D é um limite inferior da
solucdo 6tima do problema P e qualquer solucédo viavel do problema P é um limite
superior para a solucéo 6tima do problema D. Estas relac@es de limites sdo importantes
para estabelecer critérios de parada em algoritmos de otimizacdo. Isto €, se em alguma
iteracdo de um algoritmo existirem solugdes viaveis para 0s problemas primal e dual e
estas estiverem suficientemente proximas, entdo elas podem ser consideradas solucdes
Otimas dentro da precisdo desejada. Alem disto, estas relaces nédo estdo baseadas em
consideracdes de convexidade, portanto sdo de grande importancia para tratar de
problemas ndo convexos, desde que o problema dual seja resolvido eficientemente.

Nota: se o valor 6timo de P é —o entdo D deve ser inviavel, ao passo que se o valor
6timo de D é +oo entdo P deve ser inviavel.

Dualidade Forte: sejam S(x) e g(x) funcdes convexas, h(x) funcdo afim e X < R" um
conjunto convexo ndo vazio. Se o problema primal (P) é estavel, entéo

a) o problema dual (D) tem uma solucéo 6tima;
b) os valores 6timos dos problemas P e D sdo iguais;
c) (A*, u*) é uma solucdo otimade D < (—A*, —u*) é um sub-gradiente da funcéo
perturbacédo v(y) emy =0, isto &,
v(y) > v(0) +d"y, onde d é um vetor sub-gradiente

d) todas as solugdes Otimas (A*, u*) do problema D caracterizam o conjunto de todas
as solugcdes otimas do problema P obtidas pela minimizacdo da funcdo de
Lagrange: L(x,A*,u*) = S(x) + (A*)" h(x) + (u*)" g(x) para x e X, satisfazendo as
restricdes h(x) = 0, g(x) < 0 e a condic&o de complementaridade (u*)" g(x) = 0.

Exemplo 4.3: Seja o seguinte problema ndo convexo (devido a bilinearidade de g):
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min S(X) = —X; — X,
p=<{ sujeitoa: g(x)=x x,—4<0,
X e X={(X, %) | 0<x <4, 0<x, <8} = R

cuja 6timo global é x* = [0,5 8]" e S(x*) = —8,5. O seu dual (D) somente em relac4o a
restricdo g(x) € dado por:

max min L(X,)
u>0 xeX

sujeito a: L(X,n) = X3 —Xo+ 1 (X3 Xo — 4)

Fazendo V,L(x,u) = 0, tem-se como resultado x; = X, = 1/u e, portanto, a fungédo dual
(minimo de L em relagéo a x) toma a forma:

o) =-lp—4p

cujo méaximo (V¢ = 0) ocorre quando p = 0,5 e ¢(w) = —4. Neste ponto X = (2, 2) e
S(x) =—-4 > ¢(). Contudo S(x*) < ¢(), contrariando o limite inferior da dualidade

fraca. O problema € que o ponto x na verdade é um ponto de maximo de S(x) sobre a
restricdo g(x), pois para vetores direcdo satisfazendo d' Vg(x) = 0, tem-se d'
V2L(x,m) d < 0. Por outro lado, se a restricdo x, < 8 for incluida na formulagéo do

dual:

max min L(X,)
u>0 xeX

sujeito a: L(X,u) = —X1—Xo + g (Xy X2 —4) + pp (X2 — 8)

O minimo de L em relacdo a x € dado por: X; = (1 — wp) / 11 € X, = 1/uy. Neste caso a
funcdo dual € dada por:

o) = —1/ug — 4y + pofpy — 8y

cujo maximo ocorre quando f = [1/8 15/16]" e ¢([) = —8,5. Neste pontoX = x* e
S(x)=-8,5>¢(n). A figura abaixo ilustra as duas situacGes descritas acima.
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5. Programacéo Linear (LP)

Na otimizacdo com restri¢cdo o problema que esta sendo resolvido é:

min S(x) ou max S(x)

sujeito a restricdes de igualdade e/ou de desigualdade, que definem a regido viavel,
sendo que qualquer ponto nesta regido € uma solucdo vidvel. Dependendo do tipo de
funcdo objetivo e de suas restricdes, 0s problemas de otimizacdo com restricdo séo
comumente chamados de programacao linear, programacdo quadratica, programacao
néo-linear, programacao inteira e programagao mista.

Programacéo linear: funcéo objetivo e restrigdes lineares

min S(x) = ¢’ x
sujeitoa: Ax<h
x>0

onde A é uma matriz m x n, isto é, m restri¢des e n variaveis.

Programacao quadrética: funcdo objetivo quadratica e restrigdes lineares

min S(x) = ch+%xTQx

sujeitoa: Ax<hb
x>0

Programacéo néo-linear: funcéo objetivo e/ou restricdes ndo-lineares

min S(X)
sujeitoa: hj(x)=0, j=1,2,..,m
gJ(X) SO’ J = 1! 2; ey p

onde hj(x) sdo m restricOes de igualdade e gj(x) séo p restri¢coes de desigualdade.

Programacao inteira: variaveis de decisdo pertencem ao campo dos numeros inteiros.

Programacdo mista: € uma combinacdo da programacao inteira com as demais. Por
exemplo, no problema de projeto de trocadores de calor as variaveis de decisdo
poderiam ser as temperaturas das correntes (campo real) e os tipos de trocadores
existentes (campo inteiro).

Neste capitulo é tratado o problema da programacdo linear. As demais
formulages sdo assuntos dos capitulos subseqlientes.
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Lista-se abaixo alguns exemplos tipicos de problemas de gerenciamento de
plantas industriais que recaem em programacéo linear:

a) associar trabalhadores a horéarios diarios de trabalho de modo a adequar as
necessidades da planta, maximizando a satisfacdo do trabalhador e a produtividade;

b) selecionar produtos a serem fabricados para o proximo periodo, tirando o melhor
proveito dos recursos disponiveis e dos pre¢os atuais para maximizar os lucros;

c) determinar o padrdo de distribuicdo de produtos das plantas para os armazéns de
modo a minimizar os custos dentro dos limites de capacidade.

A programacdo linear € um tipo de programacdo convexa, onde a funcédo
objetivo é convexa e as restricbes formam um conjunto convexo, portanto o 6timo
local é também global.

5.1 Fundamentos

Semi-espago vetorial aberto: H={x/c'x<a,x e R, o € R, c=0 e R}
Semi-espaco vetorial fechado: H ={x/c"x<a,x e R", a e R,c=#0 e R"}
Hiperplano: h={x/c"x=a,x € R", a € R, c=0 e R}

m__
Politopo: NH;

i=1
Poliedro convexo: Politopo limitado.
Casca convexa: € o conjunto convexo, C(X), formado pela intersecdo de todos
conjuntos convexos no R" que contém o conjunto X < R" (convexo ou Ndo convexo).
Se x € C(X), entédo

X = niloci x'  com nilai =1, o; =0 e x'eX (teoremade Caratheodory).
i=1 i=1
A regido de busca da programacao linear é formada por intersecBes de planos, dados
pelas restri¢bes lineares, Ax <b e x >0, gerando um poliedro convexo, isto é, um
conjunto P = {x/Ax<b e x>0} de vetores no R". Por exemplo, para as seguintes
restricoes:
2X +X%X <8
4x+X%,<10
X120 e x>0

s 2 1 i . .
istoé, A= L J e b=[810]", o poliedro formado é mostrado abaixo.
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A solucdo da programacdo linear pode ser enunciada atraves do seguinte teorema:

“O 6timo de uma funcdo linear em um poliedro convexo P < R" é obtido em no
minimo um vértice. Se ele é obtido em mais de um Vvértice, entdo ele é obtido em todos
0s pontos pertencentes a combinagdo convexa destes veértices”.

prova: sejam x*, X4, ..., X", os vértices do poliedro P, entdo, fazendo:

* _ : k
=, i 56

p
e sabendo que ¥V x € P pode ser obtido pela combinagdo convexa x = Zak x¥ , onde
k=1

p p
x>0 e Ya, =1, entdo S(x) = > o, S(x¥), pois S(x) é linear e
k=1 o1

p
S(X) = S5* Y o = S*.

k=1
Exemplo 5.1: min S(x, Xp) =6 X; — 2 X,
sujeito a 2X +X,<8 S(x)=-18 %
1
4x+X%,<10 S =-12.
X120 e x>0 S = -6
Sx)=0
S(x)
X, = ———= — 3X
2 2 1 i
5 X

Se o problema de programacéo linear ndo estd bem posto, ele pode apresentar
uma solugdo ndo Unica (quando a funcdo objetivo é paralela a restricdo com melhor
vertice), ou uma solucdo infinita (quando a regido viavel ndo ¢ limitada), ou nenhuma
solucdo (quando as restricbes ndo formam uma regido viavel), tais problemas sao ditos
degenerados.
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5.2 Método simplex

A generalizacdo para o R", chamado de método simplex (Dantzig, 1947), que é
um método da classe dos conjuntos ativos (“active set”), é feita através da
transformacdo das desigualdades em igualdades, pela inclusdo das chamadas variaveis
de folga, f;>0(i=1, 2, ..., m, onde m € o numero de restri¢des):

Ax<b = Ax+f=b, b=0
Ax>b = Ax-f=b, b=0

gerando um sistema sub-determinado de m equacBes com p = n+m variaveis.
Portanto, é necessario especificar n variaveis (chamadas de variaveis ndo basicas) para
obter as demais (variaveis basicas) em funcdo destas. Se algum b; < 0, entdo basta
multiplicar a inequacgéo correspondente por (1) para deixa-lo na forma padréao, antes
de introduzir a variavel de folga.

Quando atribui-se valores nulos para as variaveis ndo basicas e obtém-se valores nao
negativos para as variaveis bésicas, tem-se uma solucdo basica viavel (ou
simplesmente solugdo basica), caso contrario tem-se um ponto inviavel. Se alguma
variavel béasica for nula, entdo tem-se uma solucdo basica degenerada, sendo
necessario substituir as variaveis basicas nulas por variaveis nao basicas. Esta situacao
ocorre na figura abaixo no ponto x = (5/2, 0), onde tem-se x, = f, = f; = 0, isto &, como
n=2em= 3, 0 numero de variaveis ndo béasicas € 2 e o numero de variaveis nulas é 3
>n.

O método simplex busca o 6timo ao longo das restri¢des, pulando de um vértice
viavel para outro adjacente até ndo haver mais progressao. Para descrever o algoritmo
simplex, observa-se que o problema de otimiza¢do modificado pode ser representado
pela matriz aumentada

74



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

de dimensdo (m+1) « p, e pelo vetor aumentado y = [x f]", de dimens&o p, onde I, é a
matriz identidade de tamanho m x m. O sistema resultante é dado por:

By=[b S(x)]'

Considerando como ponto de partida o vértice x = 0, entdo as variaveis de folga, f,
formam um conjunto de varidveis basicas do sistema. As demais variaveis, x, formam
0 conjunto de variaveis ndo basicas. Partindo desta formacéo, o algoritmo simplex
(minimizagdo) pode ser descrito da seguinte forma:

algoritmo

1)Se ¢;>0Vi=1.2,..,n, entdo a solucdo étima foi encontrada, bastando igualar a
zero as variaveis ndo basicas e resolver o sistema [A I,] y =b. FIM.

2) Pivotamento: identificar o k-ésimo elemento da linha m+1 da matriz B com o menor
valor (corresponde ao indice da variavel que causa a maior reducdo da funcéo
objetivo). A k-ésima variavel serd incluida na base. Identificar o s-ésimo elemento
do vetor b;/ ajx com menor valor positivo (corresponde a restricdo mais proxima, e
valores negativos ndo violam a restricdo com o aumento da k-ésima variavel). A s-
ésima variavel de folga serd removida da base.

3) Eliminacdo de Gauss-Jordan: executar as operagdes elementares na matriz B (para
levar de uma solucéo basica para outra), tomando como elemento pivo: as, e (ir
para 1).

Exemplo 5.2: resolvendo o exemplo anterior pelo método simplex, tem-se:

XX X f f, b X1 Xo f f, b X1 X f f, b

2 1 1 0 8 = 0 1/2 1 -1/2 3 = 0 1 2 -1 6

4 1 0 1 10 1 1/4 0 14 5/2 1 0 -1/2 1/2 1

-6 -2 0 0 S 0 -1/2 0 3/2 S+15 0 0 1 1 S+18
base: f; e f, base: x; e f; base: X; e X,

A solucdo do sistema [A I,] y = b, apos eliminagdo de Gauss-Jordan, com :f; = f,=0
(variaveis ndo basicas), ¢ dada por:

X1
0 1 2 —1X|_1|6 _ _
[1 0 —1/2 1/2} £, —m = x=le %=6
f
Observe que ao igualar as variaveis ndo basicas a zero, as variaveis basicas sao

obtidas simplesmente fazendo x; = b;. Deste modo, se algum b; = 0 significa que ha
dependéncia entre restricdes, gerando uma solucéo basica degenerada.
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Outra observacdo importante é que ao escrever a funcdo de Lagrange para o
problema de programacéo linear tem-se:

Lx,p)=c'x+pu' (Ax-b) ="+ A)x—p' b=x"(c+ATpw) —u'b
e portanto V,L(x*,u*) = ¢ + AT p* = 0, resulta em:
L(x*,u*) = —(u*)" b= S(x*) = ¢’ x*
Usando a definicdo de variavel de folga, a funcéo de Lagrange é dada por:

Lxpw=c' x—pu' f=x"n-p'b ,n=c+ATp
Consequentemente, ao obter a solucdo 6tima pelo algoritmo simplex, os coeficientes
das variaveis de folga na ultima linha da matriz aumentada correspondem aos
multiplicadores de Lagrange das respectivas restricdes. O sinal negativo na equacéo

acima é compensado pelo fato de que no final do algoritmo tem-se do lado direito o
termo S — S(x*). No exemplo acima p; = u, = 1. Vale lembrar que:

VpS(X) = —p*

isto é, a sensibilidade da funcéo objetivo em relacdo as restricdes é dada pelo negativo
do multiplicador de Lagrange. No exemplo dado, aumentando b, de 8 para 8,2 a
funcéo objetivo passaria de —18 para —18 — 0,2 * u, = —18,2. Esta constatacdo também
pode ser obtida pelo fato de S(x*) = —(u*)" b.

A formulacdo dual do problema de programacéo linear pode ser escrita como:
max ¢(u) =—p'b=-b"p
sujeitoa: ~A' u<c
n>0
Onde ¢o(n) = ”)‘(f [L(x,n)] = —u" b. Este problema pode ser resolvido da mesma

maneira que o problema primal, introduzindo as correspondentes variaveis de folga (),
definido acima).

Observe que 0 minimo de L(x,u) em relacdo a x existe se 1 > 0, cuja solugéo é
—u' b, pois pelas condices de complementaridade x' 1 = u' f = 0 (= gap dual). Ou
seja, quando A x* = b — (u*)'A x* = (u*)" b = —c" x* - [c" + (u*)'A] x* = 0. Se 1 <
0, entdo o ”)‘(f [L(x,u)] = —oo, pois x > 0. No caso de restricdo de igualdade, a variavel

dual, A, é irrestrita.

O numero de solugBes basicas possiveis nos problemas de programacéo linear
primal e dual sdo dados pelas seguintes expressoes, respectivamente:
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p ! p !
NIO=(mj:m!(pp—m)! No :(nj:n!(pp—n)!

sendo que o algoritmo simplex chega na solucdo Otima, geralmente, entre m e 3-m
iteracOes para 0 problema primal (e entre n e 3-n para o dual), ndo necessariamente
seguindo o caminho mais curto para o 6timo. O problema dual ndo requer uma solucédo
inicial basica viavel para x, mas para u. Por outro lado, o problema primal sempre
mantém a viabilidade das solucGes para x a cada iteracao.

5.2.1 Primeira solugéo viavel

Se o ponto inicial ndo é viavel, entdo € necessario realizar uma busca para a
primeira solucdo viavel. Isto pode ser feito com o uso de variaveis artificiais.
Exemplo 5.3: considere o problema

min S(Xy, Xo) = X3 + 2 X,
sujeito a 3X;+4X%X, 25
X1+ X, <4
X120 e x>0
Introduzindo as variaveis de folga f; e f, tem-se:
3X1+4X2—f1:5
X1+ X+ f2 =4
e partindo do ponto inicial x, = x, =0, resultaem f, = -5 e f, =4, violando a restricdo

de ndo negatividade das varidveis. Definindo uma variavel de folga artificial, v, a
restricdo violada é rescrita como:

3X1+4X2—f1+V1:5

sendo satisfeita com valores positivos de f; e v, parax =0 (e.g., f; =1 e v; = 6). Deste

modo uma solucéo viavel é obtida quando as restricdes forem satisfeitas e os valores

das variaveis artificiais forem todos nulos. As variaveis de folga podem ser levadas a

zero pela inclusdo de uma penalizacdo (Murty, 1983) na funcgéo objetivo do tipo:
S'(x,v) =S(X) +p' v

onde p; >> 0 € a penalizacdo da variavel v;. Ou pelo uso do algoritmo simplex em duas
fases, sendo a primeira fase usando a seguinte funcéo objetivo:

S'(v) = Sy,
i=1

77



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

e a segunda fase como descrita anteriormente a partir da solucdo basica obtida na
primeira fase. Se 0 minimo da primeira fase é diferente de zero entdo ndo ha solugéo
viavel para o problema.

5.2.2 Forma padrao

Se um problema de otimizacdo linear possuir alguma variavel irrestrita, isto e,
pode assumir valores positivos e negativos, entdo € possivel transforma-lo na forma
padrdo de programacao linear:

min S(x) = ¢’ x
sujeitoa: Ax=hb (forma padréo)
x>0, b>0

pela substituicdo desta variavel por outras duas variaveis restritas. Por exemplo, se um
dado problema tem a variavel x; irrestrita, entdo fazendo x; =y; —z;, com y; >0 e 73
> 0, o problema equivalente com y; e z; no lugar de x, é restrito nestas variaveis. Se x
possuir limite superior finito, estas restricbes podem ser incluidas na matriz A com o
uso das variaveis de folga. Por outro lado, se o limite inferior for diferente de zero (x >
w), entdo faz-se uma mudanca de variavel do tipoy = x —w, com y > 0. Em suma,
qualquer problema de programacéo linear pode ser posto na forma padrdo. Observe
que os problemas com restricdes de desigualdade, tratados anteriormente, sdo
transformados na forma padrdo acima pela incluséo das variaveis de folga.

Quando uma linha, i, da matriz de restricdes de igualdade possuir somente um
elemento ndo nulo, o componente, j, de x associado a este valor é chamado de
singleton, pois ndo pode assumir outro valor diferente de x; = b; / a;j.

A etapa de eliminacdo Gaussiana do algoritmo simplex pode ser descrita em
uma forma mais compacta através da seguinte notacdo matricial:

X' =[xs | xn] , Xg € R™ (vetor basico) e xy e R" (vetor ndo basico)
A=[B | N] , Be R™™ (matriz base) e N € R™" (matriz ndo basica)
c'=[cg ! cn] , cge R™ e cye R" sdo os coeficientes da funcéo objetivo

onde n +m =p € o numero total de varidveis do sistema. Usando esta notacédo a forma
padréo € escrita como:

min S(X) = ¢ Xg +CN Xy
sujeitoa: Bxg+Nxy=b

Xg>0, xy=>0,b>0
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Como a matriz base é de posto cheio, o vetor bésico (das variaveis dependentes) é
dado por:

g =B b —BNxy

Esta operacgéo transforma o problema na forma padréo para a sua forma candnica, ou
seja:

min S(X) = c§ Xg +CN Xy

sujeitoa: xg+ N Xy = (forma canénica)

b
Xg >0, xy>0, b>0

que é caracterizada por xg = b quando xy = 0. Substituindo Xz na funcéo objetivo
resulta em:

S(x) = cg Bh+(cy —cg B7IN) xy

O termo ry = cy — (B‘1 N)T cg, conhecido como vetor dos “custos relativos” ou
gradiente reduzido da fungao objetivo (V,, S(x) = ry), & usado para determinar qual a

varidvel ndo béasica se tornara bésica (determinacdo da coluna pivd). A variavel que
deixara a base resulta do teste da razao entre as linhas do termo independente B> b e a
coluna pivd da matriz B™ N.

Fazendo xy = 0 (como parte da solucdo bésica viavel), tem-se:

xs=B'b e SX)=ctBWb

5.3 Método do ponto interior (Karmarkar)

O método de Karmarkar (1984) (ou Dikin, 1967), desenvolvido para tratar de
problemas de dimensdes elevadas (com um numero elevado de vértices), determina
direcGes de busca no interior estrito da regido viavel.

A tarefa mais dificil na solucdo do problema primal é determinar quais 0s
componentes de x podem ser estritamente positivos em uma solugdo viével. Isto é
equivalente a determinar quais as restricbes do problema dual podem ser satisfeitas
somente como restricbes de igualdade (ou seja, satisfazer as condi¢Ges de
complementaridade). Os algoritmos de conjuntos ativos (active set), tal como o
método simplex, atualizam repetitivamente um conjunto de no méximo m elementos
de x que podem ser positivos a cada vez. Por outro lado, os algoritmos de ponto
interior, tal como o de Karmarkar, trabalham com solugdes vidveis onde todos 0s
componentes de x s&o positivos. Eles repetitivamente fazem uma mudanca de variavel,
calculam a direcdo de busca neste novo conjunto (em geral na direcdo de maior
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descida ou conjugada), caminham alguma distancia nesta direcdo e levam o ponto
resultante para as variaveis originais.

Considerando o problema de programacao linear na forma padrao:

min S(x) = ¢’ x
sujeitoa: Ax=hb
x>0

O algoritmo de Karmarkar inicia no centroide do simplex formado pelas restri¢cGes de
igualdade A x = b, que é um ponto interior viavel, xX° (pontos préximos as fronteiras
podem tornar lenta a convergéncia). A seguir o vetor direcdo da maior descida, dado
por d =-VS(x) = —c € projetado na intersecdo das restricGes de igualdade (que define
0 espaco nulo, ou nucleo da matriz A, isto é, o conjunto 8 = {d, € ®R"|Ad, =0}). A
matriz de projecéo € obtida sabendo-se que d = d, + d,, onde d, € um vetor do espaco
ortogonal ao espaco nulo (conhecido como “range space”), isto &, a imagem de A', ou
sejaR={d, € ®"|d, = AT 1, n € R"} = X*. Portanto,

@d)'dy=0 e dy=d-d=d-A"p —> pAM-ATp)=0
que resolvendo para p resulta em:
n=(AAN*Ad
e, deste modo, a direcéo projetada d, = P d, é obtida pela seguinte matriz de projecdo:
P=I-AT(AAN'A

Esta projecdo pode ser melhor interpretada ao analisar duas solugdes viaveis durante a
busca, X e X!, onde Ax“=be Ax'=b, e portanto A (xX* — x*) = 0, ou seja (X** —
x) = oy dp, isto €, d, € ortogonal as linhas da matriz A estando portanto no espaco nulo

de A. A figura abaixo ilustra a projecao.

origem dp

A busca segue entdo na direcdo projetada até as proximidades de uma restricdo,
obtendo o ponto x*, que é normalizado por:

Xk+l - D—l Xk
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onde D é a matriz diagonal de x*. Entdo o problema é reformulado em funcdo desta
matriz para que o ponto de partida do préximo estagio também esteja equidistante de
todos os hiperplanos que formam o poliedro (ou seja, o centrdide). Tem-se entdo:

Ax*=b=ADD"x*=AD X"
S(x)=c' DD x*=¢" D x**
resultando no novo problema:

min S(x) = ¢’ D x
sujeitoa: ADx=Db
x>0

devendo-se proceder como no inicio do algoritmo, substituindo a matriz A por AD e
vetor ¢' por ¢' D. O critério de parada é verificado pela anélise dos multiplicadores de
Lagrange, calculados por:

n=—(AAYTAC

e do gradiente projetado, isto é, na solucdo P d=0.

Exemplo 5.4: considere o problema
min S(X) = X; +2 X, + 3 X3
sujeito a Xp+ X +Xx3=1
X1=>20,%2>0,%2>0

ilustrado na figura abaixo, com centréide em x°=[1/31/31/3]" e x*=[100]".

X3

Projection of —V§(x) onto —
the constraint plane

VS§(x) c
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A primeira diregdo projetada é dada por: d, =P d=-Pc=[1 0 -1]". O tamanho do
passo nesta direcdo é obtido de modo a obter o maior avango sem tornar a solugédo
inviavel, isto é:

a*=yxmax{a>0 | X+ady,>0}=y«min{-x'/d, | d;i<0,i =1,.,n}

onde 0 <y < 1 é um fator de seguranca para que 0s pontos permanegam no interior da
regido viavel (usualmente y € [0,9 0,9999]). Para o exemplo a* =y x 1/3. Usando um
valor y = 0,98, tem-se 0 préximo ponto x' = [1,98/3 1/3 0,02/3]", ilustrado na figura
acima pelo ponto da fronteira [2/3 1/3 0]". Portanto, a matriz de escalonamento é
dada por D =diag(1,98/3, 1/3, 0,02/3).

Existe uma grande variedades de implementagdes de algoritmos do ponto
interior, tanto na forma primal quanto na dual, mantendo a idéia basica da projecéo do
gradiente no espaco nulo.
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6. Programacé&o N&o Linear (NLP)

Os problemas de programacdo ndo linear podem ser representados pelas seguintes
funcéo objetivo e restrigdes ndo lineares:

min S(x)
sujeitoa: hy(x)=0, j=1,2,..,m

gj(X)SO, j:]., 2, ..., p

onde h;j(x) séo m restrigGes de igualdade e gj(x) séo p restri¢des de desigualdade.

A maioria dos algoritmos de programacdo ndo linear procuram linearizar
localmente a fronteira da regido viavel, gerando restri¢des lineares. Alguns aproximam
a funcdo objetivo por funcdes quadréaticas, outros por funcgdes lineares. Portanto, o0s
problemas de programacéo linear e quadratica sdo de grande importancia para auxiliar
na solucdo de problemas de programacdo ndo linear. O problema da programacao
linear ja foi tratado no capitulo anterior. A seguir é discutido o problema de
programacdo quadratica.

6.1 Programacao Quadrética (QP)

O problema de programacdo quadratica é caracterizado por uma funcédo objetivo
quadratica e restricGes lineares:

min S(x) = CTX+%XTQX

sujeitoa: Ax<b
x>0

onde A é uma matriz m x n, isto é, m restricdes e n varidveis, ¢ € um vetor de n
coeficientes e Q é uma matriz simétrica n x n. Vale lembrar que uma matriz quadrada,
M, pode ser transformada em uma matriz simétrica usando a transformacdo Q = (M +
M) /2equex" Mx=x"Qx.

O problema de programacdo quadratica geralmente surge como um sub-
problema da programacgdo ndo linear. Também ocorre em problemas de minimos
quadrados com restri¢do, controle 6timo de sistemas descritos por modelos lineares e
fungéo custo quadrética, controle preditivo linear, etc.

Sendo as restrigdes lineares e linearmente independentes, as condigdes de
qualificacdo de segunda ordem das restricdes sdo sempre satisfeitas. Portanto, as
condicdes de primeira ordem de KKT sdo as condigdes necesséarias para obter a
solucdo 6tima, ou seja:
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VL (X*, A%, u*) = VS(x*) + (k*)T Vh(x*) + (M*)T Vg(x*) =0
h(x*)=0

g(x*)< 0

w* gi(x*)=0,j=1,2,...,p

u* >0

Além disto, se a matriz Q for positiva definida, as condi¢cdes de segunda ordem de
KKT séo as condicBes suficientes para a solugdo ser um ponto extremo e o 6timo
global do problema. Se Q ndo for positiva definida, entdo o problema pode nao ter
solucdo limitada ou apresentar minimos locais.

A funcdo de Lagrange para o problema de programacdo quadratica, na forma
acima, e dada por:

Lo, pom)=c' x+%x Qx+pu' (Ax—b)—n"x
onde n s&o os multiplicadores associados ao limite inferior do vetor x (o sinal negativo
surge porque a restricdo € do tipo >). Portanto, o gradiente de L com relacdo a x fica:
VL, p,m)=c+Qx+A"p—n
Inserindo as variaveis de folga, f, e aplicando as condi¢6es KKT, resulta em:
Ax+f-b=0
C+Qx+A u-m=0
w'f=0, n'x=0 (ou ' f +n" x=0)
x>0, f>0, u>0, n>0
Multiplicando o segundo sistema de equagdes transposto por x/ 2, tem-se:
BX Qx=% M x—p Ax—c'x)
que substituindo na equagéo funcao objetivo leva a:
S, i, M =% (" x—pn Ax+n"X)
comoAx=b—-f, n'x=0 e p'f=0, tem-se entdo:
S(x, i, M, ) =% (" x—p'" b)
Fazendo o mesmo para a funcédo de Lagrange tem-se:
Lo, o, =% x—p'b)-% @ f+1n"x)

Portanto, o problema de programacdo quadratica pode ser resolvido pelo seguinte
problema de programacdo linear, conhecido como problema de complementaridade
linear:
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x>0
onde c'=%[c! 0n!-b! 0]
X'=[x|flpin e R?
b'=[b | —]
Ay 0yl 0

A:'"""'::"""_f'"""f'"""
Q 0n AT -l

e observando a condicio de complementaridade % (u' f + 1" x) = 0 (= gap dual). Onde
0., € um vetor nulo de tamanho m na definicdo de ¢, e uma matriz nula de dimensdo m
x~ m na definicdo de A. As condi¢cdes de complementaridade implicam que no

algoritmo simplex ndo é permitido que os pares (xi, mi) € (u, f ;) sejam
simultaneamente varidveis basicas em uma solucéo viavel.

Observe gque no problema acima, quando Q = 0, tem-se uma formulacdo primal-
dual de um problema de programacéo linear.

Rescrevendo a fungdo de Lagrange na seguinte forma, sem incluir a restricdo x
> 0 na fungéo:

Lo, )= (" +xX Q+p' A x—%x" Qx—-b'

entdo o minimo de L(x,u) em relagdo a x existe se Q for pelo menos positiva semi-
definidae sen=c+ Q x + AT u >0, cuja solucdo é —¥2 x' Q x — u'" b, pois pelas
condicdes de complementaridade " x = 0. Neste caso o problema dual pode ser
formulado, sendo dado por:

max ¢(u,z) =% z2' Qz—-b'p
sujeitoa: ~A'p—Qz<c
u>0, zirrestrito

Do mesmo modo que na programacédo linear, também € possivel resolver o
problema de programacdo quadratica usando os métodos do ponto interior. Neste caso,
a direcéo da maior descida, a matriz de projecdo e os multiplicadores de Lagrange séo
dados por, respectivamente:

d=-VS(x)=—c—-Qx
P=Q'-Q'AT(AQ'A)AQ™
u=Q'AT(AQ*A)"AQ™d
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que resultam da solucdo das condicGes de otimalidade do problema:
min S(x* +d,) = S(X) + V'S(X) d, + % (d,)" Q d,
sujeitoa: Ad,=0

isto é, da minimizacdo da funcdo objetivo sobre o espaco nulo, como ilustra abaixo,
onde d, = P d. A solucéo acima e possivel se Q for positiva definida e A possuir posto
completo.

Ou seja, ao aplicar a condicdo de gradiente nulo para a funcdo de Lagrange do
problema acima: L(dy, 1) = S(x*) + V'S(x) d, + % (d)' Q dy + u'A dy, tem-se:

Vol (dp, 1) = VS(X') + Qdp + AT =0
VL@, p)=Ad,=0
ou na forma matricial, usando d = —VS(x"):
N R
A 0| u 0

cuja solugéo para p e d, € dada acima com o uso da matriz de projecéo.
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6.2 Relaxagédo Lagrangeana

O método da relaxacdo Lagrangeana consiste em utilizar os multiplicadores de
Lagrange para a solucéo de problemas convexos, transformando o problema:

min S(X)

xeK
sujeitoa: hj(x)=0, j=1,2,..,m
gJ(X) SO’ J = 11 21 bR} p

onde S(x), hj(x) e gj(x) séo funcOes convexas e K € um convexo, no problema:

max  ¢o(A,u)
reR™ peRP

sujeito a: nu=>0
onde ¢(hp) = min {S(x) + 2T h() + u' (9}, fi(x) = gi(x) + (W) e v; G =12...p)

sdo as variaveis de folga. Isto €, transforma em um problema sem restricGes.

Exemplo 6.1: min S(x) = X; X,
sujeitoa: g;(x) =xZ2 +x2 —25<0
LX) = X4 Xp + g (X + X5 =25+ V)

oL

— =Xy + 211X =0
% 2 H1%q

= Xl +2H1X2 =0

o,
i:x12+x§—25+v12 =0
OHy
oL

51 =2uvy =0
T8 X1 Xo vy S(x) ponto
0 0 0 5 0 sela
0.5 3,54 -3,594 0 -12,5 minimo
0,5 -3,54 3,54 0 -12,5 minimo
-0,5 3,54 3,54 0 12,5 maximo
-0,5 -3,54 -3,54 0 12,5 maximo
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Observe que como ;V—L= 2u;vj =0 (isto &, as condigbes de complementaridade das
J

restricOes de desigualdade) implica em p; =0 ou v; =0, entdo para o caso de v; = 0,
tem-se a solugdo sobre a j-ésima restri¢éo de desigualdade, e quando p; = 0, a solucéo
esta distante da restricdo pela variavel de folga v;. Observe também que o ponto 6timo
de S(x) corresponde a um ponto sela de sua correspondente funcao de Lagrange (isto &,
um ponto de minimo em relagdo a x e de maximo em relacdo aos multiplicadores,
também conhecido como problema minimax).

O uso das variaveis de folga na forma (v,-)2 nas restricoes de desigualdade evita
a necessidade de restringir v > 0, como foi feito para os casos da programagéo linear e
quadratica.

Exemplo 6.2: min S(X) = 4x +5x3
sujeitoa: hy(x)=2x;+3x,—6=0
L(x,A)=4 X' +5 X5 +A4(2 X +3 x,—6)

oL
—=8x+24 =0
o ~Bht2h

oL =10x,+34 =0

2
i:2X1+3X1—6:O
oy

A solucéo deste sistema de equacges levaa x; = 1,071, x, = 1,286, A, =-4,286.

Em suma, a solucdo do meétodo da relaxacdo Lagrangeana (ou método de
Lagrange) consiste em aplicar as condic¢des de otimalidade sobre L(x,A,u), ou seja:

ViL(X, A, 1) = VS(X) + AT Vh(x) + u' Vg(x) = 0
h(x) = 0

gi() + (v)*= 0

wvi=0, j=12,..,p

n=>0

Como o conjunto resultante de equacdes forma, geralmente, um sistema nao linear de
equacdes algébricas, entdo o método da relaxacdo Lagrangeana ndo € muito atrativo,
pois a solucdo deste sistema ndo linear pode ser mais complexa que a solucéo direta do
problema de otimizacdo por outros métodos. Além disto, a solucdo somente esta
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garantida se as condi¢des de convexidade forem satisfeitas. Caso contrério, os testes de
otimalidade de segunda ordem devem ser verificados, isto &, a matriz Hessiana da
funcdo de Lagrange com relacdo a x, V2L(x*, A*, u*), deve ser pelo menos positiva

semi-definida para todo vetor ndo nulo d tal que:
d"Vhi(x*)=0 ,i=1,2, .., m
d" Vgj(x*) = 0 para as g;(x*) ativas {vj* =0 e p* >0}

d' Vgj(x*) < 0 para as g;(x*) inativas {vj* #0 e w* =0}
isto 6, d" VZL(x*, A*, u*) d >0, ou se todas as raizes do polindmio caracteristico:

A -VIL M

-0
MT 0

p(A) =

forem ndo negativas, onde M é a matriz formada pelos gradientes de h(x*) e g(x*)
ativas, isto é, a matriz tal que M" d = 0 (espaco nulo de M), com m+p? < n e com
posto completo (p® é o nimero de restricdes g ativas). Observe que M' = A para 0s
casos da programacéo linear e quadratica.

Para a segunda solucéo do exemplo 6.1 a matriz M = Vgi(x*) = 2 [x, X,]' =
[7,08 —7,08]" e a matriz Hessiana é dada por:

2 1 11
viL=|" =
1 2u| |11
resultando em d' Vgy(x*) = 7,08 (d; —d,)) =0 —>d; =d, e d"V2Ld=4d2>0, e
portanto o ponto € um minimo local, ou de forma equivalente p() = 0 resulta no valor

caracteristico A = 2. Para 0 exemplo 6.2, que é convexo, a solucdo obtida € o0 minimo
global do problema.

Apesar da dificuldade da aplicacdo do método de Lagrange para a solucdo de
problemas ndo lineares, ele é muito Util para analisar a sensibilidade da funcédo
objetivo em relacéo as restri¢oes.

A aplicacdo do método do gradiente para a solucdo da relaxacdo Lagrangeana
no espaco dual, quando ha somente restricdes de desigualdade, sem o uso das variaveis
de folga, resulta no seguinte algoritmo (Uzawa). Lembrando que se pu* maximiza ¢(u)
sobre u > 0, entéo o correspondente x* é solucdo do problema primal.
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algoritmo

1) Escolher um ponto inicial p° k=0

2) Resolver o problema ¢(u) = min {S(x) + (1" g(x)}, obtendo X
Xe

k k
3)dik:{ gi(X)k se uL>O i=12 ..p
max{0,g;(x")} se pj =0

4) Encontrar oy tal que ¢(p* + oy d¥) = max o + o d¥)

5) Calcular p*** = pu* + o d
6) Se o critério de convergéncia ndo foi satisfeito, entdo k < k + 1 (ir para 2)
7) FIM.

Naturalmente, assim como foi utilizado o método do gradiente, qualquer outro
método de otimizacdo sem restricdo poderia ser utilizado para resolver este problema.

6.3 Fungdes penalidade
Transforma o problema:

iy S0

sujeito a: hix)=0, j=1,2,..,. m
gj(X) <0, j =12, .. p

no problema:
min [S(x) + P(x,r)] , otimizacdo sem restricdo
xeR"

onde P(x, r) é a funcdo penalidade e r > 0. A funcdo penalidade deve satisfazer as
seguintes propriedades:

P(x,r) >0V x
P(x,r) =0 paratodo x viavel

O caso mais comum de funcdes penalidades é a penalidade quadratica:

1=

P(x,1) = r{%(hj (F + fl[maX(O, g (X))]z}
Z

Esta funcdo, ilustrada abaixo, causa uma descontinuidade da matriz Hessiana quando
algum g;j(x) = 0, dificultando o uso de algoritmos quasi-Newton.
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v

Além disto, o condicionamento do problema, que é responsavel pelo desempenho de
qualquer algoritmo de descida, piora quando r cresce. Um aumento de r gera uma
melhor aproximacdo da fronteira da regido viavel, mas torna-se mais dificil satisfazer
as condicdes de KKT. Uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange (e Kuhn-
Tucker) € dada por:

A =rh[x(n]

p=rmax{0, g[x(r)I}
Uma estratégia possivel, para minimizar estes problemas, seria um auto-ajuste
do parametro r, iniciando com valores baixos e se P(x", r) > ¢ entdo fazer r**! =y r
com y > 1. O fator de escala r pode também ser individualizado para cada restri¢ao, em
funcdo da importancia ou da ordem de grandeza da mesma.

Outra funcéo penalidade usada, ndo suave, é dada por:
m p
P(x,r)=r Z‘hj (x)‘+ Zmax(o, gj(x))
j=1 j=1

sendo uma penalidade exata, pois existe um valor finito de r , ry;,, tal que x* é um
minimo local de {S(x) + P(x, )} quando r > r,, a0 contrario da penalidade quadréatica
onde r deve ser infinito para se ter uma penalidade exata.

No caso de restricBes de desigualdades é possivel usar penalidades interiores a
regido viavel, conhecidas como func@es barreiras, sendo a forma mais comum dada
por:

B(xr)——i 1
T Ergix)

sendo as solucBes sucessivas estritamente viaveis. Obviamente, as dificuldades
computacionais aumentam quando se aproxima da fronteira.

Uma penalizacdo mais satisfatoria e exata, no sentido de que existe um valor
finito de r, acima do qual a solucdo do problema modificado satisfaz as condicdes de
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otimalidade do problema original, é o metodo do Lagrangeano aumentado (Powell,
1969 e Hestenes, 1969). Neste caso a fungédo de Lagrange toma a forma:
La(x,A;r) = S(x) + AT h(x) + u' f(x) + P(x, r)
onde fi(x) =gi() + (v)*, v;(=12...p)
P(x, r) = % r {h"(x) h(x) + f'(x) f(x)}

Neste caso, a parte da matriz Hessiana de L,, correspondente a funcdo penalidade €
dada por:

r {A"0AX) + Q(X)}

onde A =V'w(x), w =[h'(x) f(X)], QX = mipwi (X)H;(x) e Hix) é a matriz
i1

Hessiana da funcéo w;(x). Como w;(x*) = 0, entdo Q(x*) = 0, reduzindo a Hessiana da
funcdo penalidade para r AT(x*)A(x*), que é uma matriz positiva semi-definida.
Portanto, se um vetor d pertence ao nucleo de A(x*), isto é, A(x*) d = 0, ent&o:

d" V2L A% d=d" VAL %) d + rdT AT(x3*)AK*) d =d' V2L(x*A*) d >0
E se d pertence ao range space de A(x*), isto é, d = A"(x*) p, entéo:
d" VZLAr A% d=d" VALK A*%) d + rp” AXY)AT(xF) AF)AT(X*) p>0

se r for suficientemente grande, aumentando os valores caracteristicos de V2 L(x*,1*)

no range space de A(x*), que podem ser negativos, deixando os demais inalterados.
Logo, se o problema original possuir uma matriz Hessiana positiva semi-definida (ou
definida), entdo existe um r finito tal que valores acima dele resultardo em uma matriz
Hessiana aumentada positiva semi-definida (ou definida), o que implica que x*
minimiza La(X,A*;r).

No caso de usar um vetor de pesos, r, ao invés de um escalar, a analise acima
também se aplica, bastando trocar a expressdo r AT(x*)A(x*) por AT(x*) R A(x*),
onde R = diag(r;).

Exemplo 6.3: min S(x) = x°
sujeitoa: h(x) =x+1=0
Obviamente a solucdo deste problema é x* = —1. O valor 6timo do multiplicador de

Lagrange pode ser obtido por:
ViL(x, A)=3x*+A1=0 — A*=-3 (x*)*=-3.

Definindo o Lagrangeano aumentado:
LaO M) =X+ A (x+ 1) +r(x+1)°/2
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tem-se 0s seguintes resultados:

ViLa(X*, A% 1) =3 (x*)2 + A* + 1 (x* +1) =0

V2L(x*,A*)= 6 x* = -6 (negativa definida)

d" Vh(x*) =0 — d = 0 (m = n, grau de liberdade nulo)

V2L (x5, A%r)= 6 X* +r=r—6 (positiva definida se r > 6).

A figura abaixo ilustra este exemplo, fixando A* = -3 e usando dois valores
diferentes parar (r=2<6er =9 > 6). Observe que para x* = —1 o valor de L(x,A*) é
méaximo, e € onde o valor de S(x) intercepta L(x,A*). Também neste ponto a funcédo
La(x, A*; 9) apresenta um minimo local. O infimo de La(X, A*; 9) = —co. Observe

também que quando r < 6 0 minimo de La(X, A*; r) é deslocado para um ponto
inviavel.

50| | 8(x)

CLAx, w*,2)

6.4 Programacao linear seqiencial (SLP)

A técnica mais direta para resolver problema de programagdo ndo linear em
geral € a linearizacdo do problema e a aplicacdo de tecnicas de programacéo linear,
tais como:

1. Linearizar o problema (funcéo objetivo e restricbes) em torno de um ponto nominal
de operacéo e obter a solucdo do problema de programacéo linear resultante;

2. Linearizar sucessivamente o problema ndo linear na medida em que melhores
solucdes viaveis sdo obtidas por métodos de programacéo linear. No caso de obter
uma solucdo inviavel na programacéo linear, entdo é localizado um ponto viavel
proximo a este;
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3. Linearizar por partes a funcdo objetivo e as restricdes gerando um problema
aproximado, formado por séries de segmentos de reta.

Contudo, ndo hé garantias de convergéncia para estes métodos. A segunda estratégia é
a base do método da programacdo linear sequencial (SLP - Sequential Linear
Programming), onde a cada estadgio um problema de programacao linear é resolvido
pelo método simplex. Este método também € conhecido como método da programacéo
aproximada (MAP - Method of Approximate Programming), denominado por Griffith
& Stewart, 1961.

A linearizacéo do problema de programacéo nao linear em torno de um ponto x*
resulta em:

min S(X) + VTS(X) (x — ) & S(x)

xeK |
sujeitoa:  hy(x) = hj(X) + VIh(xX) (x=x9) =0, j=1,2, .., m
gi(¥) ~ gi(x) + V'gi(x) (x = x) <0, j=1,2, ..., p

sendo (x — x*) arbitrariamente restrito por limites inferior e superior para que 0s pontos
permanecam em uma vizinhanga préxima a x~.

algoritmo
1) Escolher um ponto inicial x° viavel e seus limites L° e U°, k=10
2) Linearizar a funcio objetivo e as restricdes em torno do ponto x*
3) Resolver o problema de programacao linear resultante

4) Se x“** (solucéo do LP) ndo for viavel para o NLP, entdo reduzir o intervalo [L¥, U]
para [L**%, U] e ir para (3)

5) Se o critério de convergéncia ndo foi satisfeito, entdo k «— k + 1 (ir para 2)
6) FIM.
As maiores desvantagens do SLP s&o:

a) pode convergir lentamente se o 6timo estiver no interior da regido viavel, ou se o
problema for muito néo linear;

b) geralmente viola as restricbes ndo lineares por uma quantidade razoavel,
necessitando de muitas iteragOes para a reducédo dos intervalos.

Por outro lado, em problemas de grandes dimensbes e n&do linearidades
moderadas, 0 método SLP pode ser competitivo. A convergéncia pode ser rpida em
problemas cuja solucdo estd em um vértice das restrigdes.
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6.5 Gradientes reduzidos generalizados (GRG)

O método dos gradientes reduzidos generalizados tem se mostrado o melhor
método de linearizagBes sucessivas. E uma extensdo do método de Wolfe (1962),
aplicado a problemas com restricdes lineares, para acomodar restricbes nao lineares.
Em esséncia, o0 método define novas variaveis que sdo normais as restricdes lineares
ou linearizadas, e expressa o gradiente (ou outra direcdo de busca) em termos desta
base normal.

O problema ndo linear, para ser resolvido pelo método GRG, deve estar na
forma padrdo, ou seja:

min S(x)
sujeito a: hix)=0, j=1,2,..,. m
L, <x<U; izl, 2,...,N

onde as restricdes de desigualdade estdo incluidas em h(x) pelo uso das variaveis de
folga:

() = gi(x) + (v))* , —oo<Vj< oo ou
hj(X) = gj(x) +V; , 0<y;

ou ainda usando a estratégia dos conjuntos ativos (active set), onde a cada estagio de
busca as restri¢cdes ativas sdo adicionadas ao conjunto das restricdes de igualdade e as
inativas sdo removidas, baseado nas estimativas dos multiplicadores de Lagrange.

Lembrando que o vetor dire¢do d pode ser decomposto em d = d, + d,, onde d,
é um vetor do espaco nulo () da matriz A = V'h, d, é um vetor do “range space” (R)
de A e (dp)TdIr =0, ou seja, d, é a projecédo ortogonal de d em N. Portanto, qualquer
vetor d € R" pode ser representado unicamente por uma combinacéo linear da base Y
de R e da base Z de N:

d=Yd +2Zd,

onde Y é uma matriz com m colunas independentes e Z é uma matriz com n—-m colunas
independentes e ortogonais a Y, tendo ambas n linhas.

Por exemplo, se x € um ponto viavel de restri¢des lineares (ou linearizadas), Ax = b, a
sua representacéo nas base acima: x = Y x, + Z X, resulta em:

AX=AYX +AZX,=D
mas como A Z =0, tem-se AY X, = b e portanto:

x=(AY)"b
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ou seja, todos 0s pontos vidveis possuem 0S mesmos componentes no “range space”
de A e a solucdo do problema de otimizacdo € determinada somente pelos
componentes de x no espaco nulo de A. Em outras palavras, partindo de um ponto
viavel, x¥, o vetor direcdo deve permanecer no espaco nulo:

X T=x+ o d¢  , com Ad“=0
ouseja d“=zdf (Y df =0). Entdo, o vetor direcéio tem dimenséo reduzida n-m.

No caso das programacdes linear e quadratica tem-se, respectivamente:
Z'=P=1-A"T(AA) A
ZT =P= Q—l _ Q—lAT (A Q-lAT)—l A Q—l
Observe que Z" = Z*, pois a base é ortogonal.

No método GRG a matriz Z € obtida pela seguinte forma:

_rl
. :{ B C}
In—m
onde B é uma matriz ndo singular de dimensdo m x m e C é uma matriz m x (n—-m),
ambas com colunas independentes, obtidas da decomposicdo da matriz A:
A =[BiC]
Do mesmo modo o vetor x é decomposto em X' = [xp ! x,], onde B = Vth(x") e

C= V; h(x¥). Deste modo, xp = B*b —B™ C x,, que é conhecido como vetor das

varidveis dependentes (ou vetor basico) e x, é o vetor das variaveis independentes (ou
vetor superbésico). Aquelas varidveis mantidas fixas em um de seus limites sdo
chamadas de variaveis néo basicas.

O termo gradiente reduzido, gr, é dado ao seguinte vetor:

-B'lc}T [vxDS(xk)

Ky — 7T ky — _ k _ T p-1T k
gr(x) =2 VS(X)—{ VXIS(x")] =ViS(x) -C (B7) VoS(x)

In—m
onde VpS(x¥) :VXDS(x") (para simplificar a notacdo), sendo que o vetor direcdo de
busca € dado por —gr nas direcdes que nao violam os limites das variaveis.

Naturalmente, como as restricdes foram linearizadas, a direcdo de busca é
viavel localmente, como ilustra a figura abaixo.
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X2 —-VS(x,)

A

A feasible search \

g2(x)

Search direction
on lineanzed

FEASIBLE
REGION

g,(x): linearized —/

constraint g,(x)

g,(x) nonlinear
constraint

X,

S(x,)

Linear constraint  direction \
\ - N e

\ S(x) decreases

e a busca pode parar em um ponto inviavel, em relacéo as restricdes originais.

A relacdo entre os multiplicadores de Lagrange e os gradientes reduzidos pode

ser obtida da seguinte forma:
L(x, A) = S(x) + A" h(x)

VpL(X, &) = VpS(X) + Vph(X) A = VpS(x) + BT L =0
ViL(x,A) = V/S(X) + Vh(x) A= V,S(X) + C"A =0

entdo, L= —B) VpS(x)

e ao substitui-lo em V,L(x, L), resulta em:

ViL(X, 1) = V,S(X) = Vih(x) A = V,S(X) —CT (B™)" VpS(X) = gr(x) = 0

guando x for um ponto 6timo.

Exemplo 6.4: min S(X) = 2x2 +2x3
sujeitoa: hy(X) =x;+2x,-2=0

arbitrando Xp=X; € X;= X,, tem-se:

B = a_h: 1 C= a_h: 2
OXp OX|
VpS(X) =4 %, ViS(X) =4 %,
portanto, gr(X) = ViIS(X) —CT (B VpS(x) = 4 x;, — 8 x4

visualizado na figura abaixo.
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Values of the reduced gradient
8 y,, = —8x, + 4x,

33—
; . / / 0
Constraint X, / / /
Xy +2x,—=2=0 /
N Yy ‘_’ / /
\\{1/'
/ g \-\\\ / /\ 7\
/ ~1)/
/ A]S ?\ /
8 7 7§
I 2 ! \ 7\
— :}'( J — { [ ] \zj 3
I SR I~
\ \\"’ / ,/ / /l / s
\ / o 8y L // // /
\,\/ / / -1 / » ——~Contours
"N / / / o of the objective
/ = / i function
/T~y
/
-3
algoritmo

1) Escolher um ponto x° viavel e selecionar n—m variaveis independentes, k=0
2) Linearizar a funcéo objetivo e as restrices em torno do ponto x*

3) Calcular gk

4) Determinar a direcdo de busca no espaco das varidveis independentes:
se xfi=Uj e gg; <0 ou x{j=L; egg; >0, entdo df; =0
sendo df; =-gg;

5) Determinar a direcdo de busca no espaco das variaveis dependentes:

dp =-(B")'Cd

(isto 6 dh = - dxp + 2 dx, = 0)
6XD 6X|

6) Encontrar oy tal que S(x* + oy d¥) = min gy(or) = S(X* + o d¥), sujeitoaL <x< U
o >
K
onde dX {df}
d|
7) Calcular  xf** = xK + o, df

XEH =x& +0,df (ponto tentativa ou predicéo)
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8) Usar o0 método de Newton para tornar as variaveis dependentes em um ponto viavel
h(x§™, x(*1) = 0 (correcéo), usando X5 como estimativa inicial.

9) Se x**! & viavel e S(x**!) < S(x), entdo k « k + 1 e se o critério de convergéncia

néo foi satisfeito (ir para 2) sendo FIM.

10) Se x*** & viavel e S(x*"!) > S(x*) ou se o método de Newton n&o convergiu, entéo
reduzir oy e (ir para 7).

NOTA: se a obtencdo de um ponto viavel x**! ndo foi possivel, apds um determinado
namero de iteracBes, entdo deve-se trocar alguns elementos da base e reiniciar o
algoritmo. Também aquelas variaveis independentes que atingirem seus limites devem
ser substituidas por outras variaveis dependentes. A determinacdo da direcdo de busca
no espaco das varidveis independentes pode também ser obtida pelo méetodo dos
gradientes conjugados:

gkt gk (98" gr™
9r A1 — 0T K
(9r) 9r

As figuras abaixo ilustram o procedimento de predi¢do-correcdo. No primeiro caso a
correcdo foi bem sucedida, mas no segundo foi necessario mudar de base. As variaveis
independentes na iteracdo k séo x; e X,. Do ponto A para o ponto B tem-se a correcédo
somente nas variaveis independentes. O ponto C é a predicdo da varidvel dependente
(retorno ao plano tangente, ou restricbes linearizadas). O ponto D corresponde a
correcdo da varidvel dependente para satisfazer as restricdes originais. No caso da
segunda figura, as correcfes de Newton ndo levam o ponto C para dentro das
restricbes. Entdo no ponto D (fora das restricBes) é feita uma mudanca de base
tornando x, como variavel dependente e x3 como variavel independente, sendo que
uma nova correc¢éo leva o ponto D para o ponto E, que satisfaz as restri¢Ges.

d:(+l —

h(x) =0 Constraint surface

N

S A A

kRO \ —(x}* L&' ") Point satisfies the
. { linearized constraint

(x4**, x4 ") Point satisfies the
nonlinear constraint

o 4 AL

Tangent
plane to Xy
h{x) = 0 at x*

Feasible point with
x, the new dependent
variable

99



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

6.6 Programacdao quadratica sequencial (SQP)

Programacéo quadratica sequencial, ou sucessiva, ou recursiva, ou iterativa, ou ainda
métodos da meétrica variavel com restricdo, sdo as varias formas de referenciar o
método SQP (Wilson, 1963), que resume-se, basicamente, a resolver as equacdes de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT), ou condi¢fes necessarias de primeira ordem. A idéia é
chegar o mais proximo possivel do método de Newton empregado na solucdo de
problemas sem restricdo, que apresenta convergéncia quadratica.

Ao nivel mais externo das iteracdes sdo feitas aproximacdes da Hessiana da
funcdo de Lagrange, usando métodos de atualizacdo tipo quasi-Newton. O problema
de programacéo quadratica resultante, associado a uma busca em linha (linesearch) ou
a uma técnica de regido de confianca (trust region), é entdo resolvido para prover uma
direcdo de busca.

Aplicando as condi¢des de KKT ao problema de programacéo néo linear:
min S(X)

xeK
sujeitoa:  hj(x)=0, j=1,2,..,m
gi(x)<0,j=1,2,..,p

com o uso da funcdo de Lagrange:
L(x, % 1) = S() + 1" h(x) + u" g(x)
chega-se no seguinte conjunto de equacoes:
ViL(X, A, p) = VS(X) + AT Vh(x) + u" Vg(x) = 0
h(x)=0
gi(x) =0 , j e {restrigOes ativa}
ni=>0 i e {restricbes inativas}
que é transformado nos sucessivos problemas de programacéao quadrética:
min q(d) = V'S(x) d + % d" H(x* A% 1¥) d
sujeitoa:  h(x) + V'h(x)d =0
g(x) + VIg(x)d <0

para determinar a melhor direcdo de busca a partir do ponto x“ e entdo proceder a
atualizacdo para o proximo ponto X = x€ + oy d*. Assim como no método de Newton,
apesar do valor étimo do passo ser ay = 1, valores de oy € (0,1] sdo determinados para
garantir as propriedades de convergéncia global do método. Este procedimento
geralmente é feito com o uso de técnicas de linesearch (minimizacao unidirecional de
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uma funcdo de meérito) ou pela limitacdo do problema quadratico acima na trust
region. A matriz H(x*,\*,u*) é uma aproximacéo positiva definida da matriz Hessiana
da funcdo de Lagrange, que pode ser atualizada por qualquer método da meétrica
varidvel (DFP, BFGS, etc.). Como parte da solucdo do problema de programacdo
quadratica tem-se também os multiplicadores de Lagrange A*** e p**%.

Se método de otimizacdo estiver bem implementado, é provavel que a solugédo
do problema com restricdo seja obtida em um nimero menor de iteracBes que o
respectivo problema sem restricdo. Isto geralmente ocorre porque as restricoes podem
gerar informagdes adicionais para a determinacdo da melhor direcdo de busca e do
tamanho do passo mais apropriado.

Exemplo 6.5: min S(x) = 100(x, — x2)? + (1—x,)?> (Rosenbrock, 1960)
sujeito a: g(x) = xZ +x5 —2<0

Partindo do ponto x° = [-1,9 2]", a solucéo do problema sem restricdo, usando o
método BFGS chega na solucdo x* = [1 1]" ap6s 165 avaliagdes da funcéo objetivo,
ao passo que o método SQP (com atualizacdo BFGS) obtém a mesma solucdo com
apenas 84 avaliacdes da funcdo objetivo, usando a mesma tolerancia (10°°). A figura
abaixo ilustra a trajetéria dos dois métodos.

4

start point
% optimum

-2 I I \ I I I I I d
-3.5 -3 -25 2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5
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A solucdo do problema interno de programacao quadratica, que pode ser escrito
na seguinte forma:

min q(d) =c"d+%d" H(x* A1) d
deR"

sujeito a: A.d =b.
Ad <b
onde ¢ = VS(X), A = VTh(x"), A =V'g(x"), b. = -h(x) e b, = —g(x“), é geralmente

realizada em duas etapas. A primeira destina-se a encontrar um ponto viavel e a
segunda obtém um seqliéncia de pontos vidveis que convergem para a solucéo.

A obtencdo de um ponto vidvel pode ser realizada pela inclusdo de variaveis
artificiais, do mesmo modo que no caso da programacao linear, isto €, resolve-se o
seguinte problema auxiliar de programacao linear:

min Vv
veR,deR"

sujeito a: A.d =b,
Ad—-v<h

Se uma solucdo viavel ndo é encontrada, entdo a dire¢cdo de busca é aquela que
minimiza o valor de v.

Usando a estratégia dos conjuntos ativos para a solucdo da segunda etapa da
programacdo quadratica, é construida a matriz das restrices ativas, A, e determina-se a
base, Z, de seu espaco nulo (A Z = 0). A matriz Z é formada pelas Gltimas m-w colunas
da decomposicdo QR (ou decomposicdo ortogonal-triangular, ou decomposicdo de
Householder) da matriz AT, ou ainda pelas Gltimas m-w colunas da matriz V da
decomposicdo em valor singular da matriz A (= U S V"), onde w é o nimero de
restrices ativas do problema quadratico (w < m), isto é:

Zij=Qijsw 1=12,.,n, j=1,2,..,m-w

R , . - _ . .
onde Q" A"= {0} (Q é uma matriz unitaria e Q' = Q" é a transposta conjugada)

Uma vez encontrada a base Z, determina-se a direcdo de busca que minimiza q(d) no
espaco nulo das restricdes ativas. Escrevendo a funcdo objetivo quadratica, g(d), em
termos da projecdo de d no espago nulo, d, = Z" d (oud = Z d,), tem-se:

qdy) =c'Zd, +% (dp)" ZT HX A1) Z d,
que diferenciado em relagéo a d,, resulta em:
vVa(dy) =Z" ¢+ Z" HX A1) Z d,
102



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

ou seja, o gradiente projetado de q(d). O termo Z' H(X*A“u") z é chamado de
Hessiana projetada. Como a matriz Hessiana ¢ mantida sempre positiva definida no
método SQP, entdo o minimo de q(d,) ocorre quando Vq(d,) = 0, ou seja a solugéo do
problema linear:

ZTHX A WY 2 dy=-Z"¢
e a correcdo em x, é entdo realizada nesta direcéo: X** = x* + oy d*, com d* =z dp.

Devido a natureza quadratica da funcdo objetivo, q(d,), existe somente duas
escolhas possiveis para oy O valor exato, ax = 1, que € usado quando nenhuma
restricdo é violada em x***. Caso contrério, o passo ao longo de d até a restricdo mais
préxima é oy < 1, sendo esta restri¢do incluida no conjunto ativo da proxima iteracao.
Tal distancia é dada por (multiplicando x*** = x* + o, d* por A):

o = min (A'X—kb') . com A d“>0
iefl..m} A d
que é definida para as restricGes que ndo estdo no conjunto ativo, e na direcdo de sua
fronteira (A; d“ > 0).

Quando n restricbes independentes estdo incluidas no conjunto ativo e o
minimo ainda nao foi localizado, entdo os multiplicadores de Lagrange sdo calculados
de modo a satisfazer o sistema nao singular de equacoes:

AT =¢
Se todos os elementos de A* > 0, entéio x* é a solucdo 6tima do problema quadratico.
Entretanto, se algum componente de A* é negativo e este ndo corresponder a uma

restricdo de igualdade, entdo a restricdo associada é removida do conjunto ativo para a
préxima iteracéo.

A solucdo do problema de programacgdo quadratica gera um vetor direcéo, d,
que é usado para calcular o proximo ponto no nivel mais externo das iteragdes SQP,
ou seja:

Xk+l — Xk + oy dk

sendo oy determinado de modo a minimizar uma fungdo de mérito, escrita
genericamente como:
\P(a’ Xk, dk, )«k,“k,kk-'-l,uk*-l,rk)

onde A**'e },tk+l sdo os multiplicadores de Lagrange obtidos na solugéo do problema
quadréatico que gerou d*, e ry é um escalar (ou vetor) usado na penalizacdo das
restrigdes. Por exemplo, a funcdo implementada no SQP do MATLAB tem a forma
(Han, 1977 e Powell, 1978):
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P(a) = S(X) + e h() + 1" max{0, g} ., x=x+ad"
onde i = relfi+l = max{/ﬁ( ,%(/1:( + relfi)} € M= r|k,i+l = max{,uik 7%(,“:( + rlk,i)} , que

permite uma contribuicdo para a funcdo de mérito das restricdes que ndo estavam
ativas na ultima programacgdo quadratica, mas que estiveram ativas em iteracGes
adjacentes. O valor inicial do fator de penalizacdo pode ser calculado da seguinte

forma:
N TC0) I Y60

i 1i

T v [Va:
que assegura uma elevada penalizacdo das restricbes com menor gradiente, isto €, as
que estiverem mais perto de suas fronteiras (este mesmo procedimento pode ser usado
para obter uma estimativa inicial para os multiplicadores de Lagrange).

Outra forma muito utilizada é a do Lagrangeano aumentado (Powell, 1969 e
Hestenes, 1969). Neste caso a funcdo de mérito é dada por:

W(a) = S(x) + A" h(x) + ' f(x) + P(x, r)
onde fi(x) = max{0, g;(x)}, j=1.2,...p
P(x, 1) = %2 1 {h'(x) h(x) + £'(x) f(x)}
x=x ou x=x“+od
A=A ou A=K+ a (T -k
k+1

w=pfou p=p+a (Wt -

Exercicios de fixa¢éo

Resolver os seguintes problemas de programacao néo linear usando SQP:
1. min S(X) = Xy X»

sujeitoa: g, (x) =xZ +x2 -25<0
2. min S(x) = (x¢— 2)* + (X — 1)°

sujeitoa: hy(X)=x;—2x,+1=0

g1(x) = x12 /4+x§ -1<0

3. minS(x) = x2 =3 X%, + 4

sujeitoa: hy(x) =—2x+ x5 =5=0

0:(x) =18 -5x,-2x%x,<0
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6.7 Otimizag&o multi-objetivo

O projeto ou operacdo Otima de um sistema geralmente implica na satisfacdo de varias
especificacbes e requisitos, tais como elevada confiabilidade, baixo custo, alta
produtividade, baixo risco de operacdo, alta qualidade e baixa poluicdo. Estes
aspectos, frequentemente, estdo em conflito uns com o0s outros e, portanto, uma
solucdo compromisso deve ser obtida. Consequentemente, a formulacdo de uma Unica
funcdo objetivo com restricBes pode ndo representar de forma adequada o problema.
Sendo necessaria a definicdo de um conjunto de funcbes objetivos, que devem ser
balanceadas de alguma maneira.

Em geral, a importancia relativa destas fungdes objetivos ndo sdo conhecidas
até que se tenha idéia das potencialidades do sistema e do grau de compromisso que
pode ser admitido. As preferéncias entre as funcdes objetivos recaem muito sobre a
experiéncia e intuicdo do projetista. Existem pelo menos trés estratégias diferentes
para expressar estas preferéncias:

1) Meétodo da soma ponderada das funcdes objetivos;
2) Meétodo das restrices ;
3) Método da perseguicao dos objetivos.

O meétodo da soma ponderada transforma o problema de otimizacdo multi-
objetivo:
min F() = [Fi() Fox) ... Fo()]"

sujeito a: hi(x)=0,j=1,2,..,m
g;(x)<0,j=1,2,..,p

em um problema de otimizagéo escalar pela definicdo da soma ponderada das funcdes

objetivos:
min S(x) =w' F(x)
Xe

sujeito a: hix)=0, j=1,2,..,. m
gj(X) <0, j =12, .. p

onde w é o vetor dos pesos relativos, geralmente definido como uma combinacédo

convexa.:
q

dDw,=1 e w20

i=1
Consequentemente, este problema pode ser resolvido por qualquer uma das técnicas de
otimizacdo de um funcional escalar. Uma das dificuldades desta estratégia é a

homogeneizacdo das diferentes unidades de medida tratadas em cada fungao objetivo
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(tais como grau de confiabilidade, custo, seguranca, qualidade), ou seja, como escolher
0s pesos adequadamente. Outra dificuldade estd associada ao tratamento das ndo
convexidades que podem existir no espaco das fungdes objetivos, ilustrado a seguir.

O método das restricdes & consiste em minimizar uma das fungdes objetivos,
expressando as demais como restri¢cdes de desigualdades, ou seja:

min F(x)

xeK
sujeito a: h()=0,j=1,2,..,m
gi(x)<0,j=1,2..,p
F(x)<&, i=1,2,..,q, i#r

As dificuldades naturais deste método estdo associadas a selecdo da funcdo objetivo a
ser minimizada e a definicdo do nivel de restricdo para as demais func@es (g;). Pode-se
também associar a este método uma estratégia de priorizacdo das funcdes objetivos
durante o processo de otimizacéo.

No método da perseguicdo dos objetivos (goal attainment) é definido um
conjunto de objetivos F* = {F,F,,...,F;} a ser perseguido pelas respectivas
fungdes F(x) = {F1(x), F2(X), ..., Fq(X)}. A formulagéo do problema é dada por:

min
veR,xeK
sujeito a: hix)=0, j=1,2,.., m

gi(x)<0, j=1,2,..,p
Fi)-wiy<F ,i=12..,q

0 termo w; y permite uma certa folga para mais ou para menos no alcance dos
objetivos. Valores nulos de w; implicam em restri¢Bes rigidas para os objetivos. Como
nesta formulacdo os objetivos podem ser super-alcangcados (y < 0) ou sub-alcancados
(y > 0), os valores de F* ndo necessitam de elevada precisdo. O grau relativo deste
alcance é controlado pelo vetor de pesos, w. Quando w; = |F|, é assegurado um

mesmo percentual de super- e sub-alcance na respectiva funcdo objetivo, pois neste
caso y > [Fi(x) — F ]/ |F|. Observe que y representa a quantidade maxima relativa de

desvio do objetivo (para mais ou para menos).
O grande problema existente na otimizacdo multi-objetivo é que se existe
conflito entre as funcBes objetivos, entdo a solucdo do problema original ndo é Unica.

Consequentemente, a solucdo obtida por qualquer um dos métodos acima vai estar
associada aos pesos ou restricbes impostas em cada alternativa. Para tratar da ndo
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unicidade de solucdo é definido o conceito de néo inferioridade, também conhecido
como otimalidade de Pareto.

Uma solugdo ndo inferior é aquela que uma posterior melhoria em uma das
funcdes objetivos causa a degradacdo de outras. Para entender melhor este conceito,
define-se a regido viavel, Q, no espaco das variaveis de decisdo x € R", que satisfaz
todas as restri¢oes, isto é:

Q={xe KcR"}
sujeito a: hix)=0, j=1,2,..,. m
g;(x)<0,j=1,2,..,p

e a correspondente regido viavel, A, no espacgo das funcdes objetivos:
A={y=F(x) e R | xe Q}

Ou seja, o0 vetor de desempenho F(x) € um mapeamento do espaco das varidveis de
decisdo no espago das fungbes objetivos, como ilustra a figura abaixo.

x 1 Fif
L2

L'y =
> L

Xq .|r '.j

Entdo, um ponto x* € Q, é uma solucdo nédo inferior se para alguma vizinhanca de x*
néo existe um Ax tal que (x* + Ax) € Qe:

Fi(x* + AX) <Fi(x*), i=1,2,..,q
Fi(x* + Ax) < Fj(x*) , paraalgum |

Na representacdo bidimensional, o conjunto de solugdes néo inferiores (ou conjunto de
Pareto) estd sobre a curva entre os pontos C e D da figura abaixo. Os pontos A e B
representam dois pontos néo inferiores distintos, ou seja, pontos onde a melhoria em
uma funcéo objetivo requer a degradacdo de outra: Fig < Fia — Fap > Foa.
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L]
F
A
. noninferior
Fla solutions
F 14
F. 24 F 2i F,

Como qualquer ponto em Q que ndo seja um ponto ndo inferior ha a possibilidade de
obter um novo ponto com melhoria em todas as funcdes objetivos, o problema de
otimizagcdo multi-objetivo resume-se em gerar e selecionar pontos do conjunto de
Pareto.

Exemplo 6.6: min F(x) = [F1(x) F2(x)]"

sujeitoa: Fy(x) =1+ % X2
Fo(X) =4 (x— %) +%
x>0

Para este exemplo o conjunto de Pareto (P) esta ilustrado nos graficos abaixo.

Fy(=z)

st

z=0.5

0 05 i ;
g o # Fy(x)

Resolvendo este exemplo pelo método das restricBes €, com a escolha de F»(x) como
funcdo objetivo, tem-se o0 seguinte problema de otimizacao:

min S(x) = F(x)

sujeito a: Fi(X)< ¢
x>0

cujas solugbes para varios valores de € > 1 (observe que min Fy(x) = 1, x > 0,
ocorrendo em x = 0) s&o dadas por:
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1/2 21125
x*(e) =

VJ2(e-1) 1<e<1125

o valor de ¢ = 1,125 corresponde a F(%2), sendo que para valores de ¢ > 1,125 a
restricdo Fy(X) < ¢ € inativa, e valores entre 1 < ¢ < 1,125, a restricdo esta ativa.
Portanto, o conjunto de Pareto para este problema corresponde a P = {x*(g) | 1 <& <
1,125} = {0 <x <%}

A solucdo do exemplo acima pelo método das somas ponderadas recai no
seguinte problema de otimizacéo:

min S(x) =w' F(x) = wy F1(X) + (1 — wy) Fy(X)
sujeito a: x>0

cujas solucdes em funcdo do peso w; sdo dadas por:

4(1-w,)

X (w,) = 8—-7Tw
1

0.5

0.45+

0.4}

0.35

0.3r

x 0.251

0.2-

0.15+

0.1r

0.05

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Wy

Quando w; = 0, a solucdo é o minimo de F,(x), ou seja, x* = %, e para w; = 1 a solucdo
é 0 minimo de Fy(X), isto é, x* = 0. Para valores entre 0 <w; < 1, a figura acima mostra
que P ={x*(wy) |0<w; <1} ={0<x <%}

A existéncia de solucdes ndo concorrentes dentro do conjunto de Pareto pode
gerar um conjunto ndo convexo, dificultando a obtencdo de solucdes, principalmente
pelo método das somas ponderadas. Neste método, a funcéo objetivo é linear dentro do
espaco das funcdes objetivos: S(y) = w' y e, portanto, as curvas de niveis sdo
hiperplanos dentro deste espaco. Consequentemente, a minimizacdo de S(y) pode ser
interpretada como encontrar a menor curva de nivel que toca no conjunto A, como
pode ser visto na figura abaixo.
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onde L € a linha de nivel. A selecdo dos pesos, w, define a inclinacdo do hiperplano e,
consequentemente, o ponto onde o conjunto A sera tocado. O problema de ndo
convexidade surge quando a fronteira inferior de A é ndo convexa, como ilustra a

figura abaixo.

K,

Neste caso, 0 conjunto de solugdes ndo inferiores entre os pontos A e B ndo estdo
acessiveis. Este problema de ndo convexidade pode ser tratado pelo método das
restrigdes €, conforme ilustra a figura a seguir relativa ao problema abaixo:

migg S(x) = F1(x)
sujeito a: Fo(X) < &
onde verifica-se que o método € capaz de identificar pontos ndo inferiores dentro da

regido de ndo convexidade de A.

4

£

Eqy FE

Uma informacéo importante do método das restri¢des ¢ é a sensibilidade da solucéo no
ponto x*(g). Ou seja, 0 quanto varia o valor de F,(x*) em relagdo as variacfes nas
demais func@es objetivos, usadas como restri¢cdes. Esta informacéo € diretamente dada
pelos multiplicadores de Kuhn-Tucher no ponto 6timo:
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oF, () .
oF

, Vi#ETr

representando uma ajuda importante na tomada de decisdo em estabelecer 0s
compromissos entre as funcdes objetivos.

O método da perseguicdo dos objetivos apresenta uma forma mais conveniente
de expressar 0os compromissos entre as fungbes objetivos, dando uma maior
flexibilidade para o algoritmo de otimizacdo buscar a melhor solugédo. A figura abaixo
ilustra a evolucdo deste método na direcéo da solucéo.

.l||' F
1
\. 1‘ .lll.ll\lilll
y'4
.l.r N ] W
r
f'-l = f .,i.|L
J.I'E .|'r'-_|{‘ :-'rz

onde F," e F, sdo os objetivos estabelecidos, representados pelo ponto P, e (Fys, Fys) é
0 ponto 6timo obtido para um determinado conjunto de pesos {wy, W,}, que define a
direcdo de busca. A regido viavel, A(y), vai encolhendo & medida que o valor de y é
reduzido. Este método pode ser visto como uma generalizacdo do metodo das
restricles ¢, que é resgatado quandow; =0V i=r ew,=1.

A formulacdo do problema de otimizacdo pelo método da perseguicdo dos
objetivos também pode ser escrito na forma minimax, ou seja:

min max A;

XxeQ) i

FO)-F
W.

onde A, = , 1=1,2,...,0, ouseja, deseja-se minimizar o pior caso.

Ao resolver este problema usando métodos tipo SQP, uma forma apropriada de
representar a funcdo de mérito é a sequinte:

Y(X) = max Aj
pois funcgdes tipo Lagrange:

lP(X"Y) =Y + Zq: f max{o, Fi (X) —W Y- Fi*}

i=1
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podem apresentar problemas devido as possiveis concorréncias entre as funcgdes
objetivos. Contudo, como A; = « para w; = 0 (restri¢des rigidas), uma combinacdo
entre as duas formas acima é mais recomendada, ou seja:

q

rmax{0, F,(x)-w,y—F'} se w =0
Y(xy) = Z.:
max A, se w, =0

Finalmente, ao usar métodos quasi-Newton na solucdo deste problema, devido a
linearidade de y na funcéo objetivo, a contribuicdo desta variavel € nula para a matriz
Hessiana. Portanto, ao inicializar a aproximagao da Hessiana com a matriz identidade,
o elemento da diagonal relacionado com y deve ser anulado (ou proximo a zero para
manter a matriz positiva definida), de modo a acelerar a convergéncia da programacao
quadratica interna.
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7. Programacéo Inteira Mista

A programacao inteira mista (MIP — Mixed-Integer Programming), caracterizada pela
existéncia de variaveis continuas e inteiras, surge em uma grande variedade de
aplicacgdes, tais como:

e sintese de processos (rede de trocadores de calor e/ou massa, superestruturas,
sistemas de utilidades, etc.);

T —

Rede de trocadores de calor.

=
AT, 7 E
@

P
E5

Localizagdo de alimentacao e/ou refluxo de colunas de destilagéo.
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ocOm>

Sequienciamento de destilaces.

Toluene
Recycle
192 embedded Hyd ,]: G
flowsheets ycrogen
Recycle
Mathane M:tr:aze Toluene
Adiabatic urg
Reactor Ahzorher
Quench Membrane
r Flash #2

Furnace

Toluene
Feed

Hydrogen
Feed

Isothermal
Reactor

LEGEND FOR INTERCONNECTION NOOES
[ single choice stream splitter

& Mutiple choice stream splitter

O Single choice stream mixer

{ Muitiple choice stream mixer

13 bin. var. 672 cont. var. 678 constr.

#1

Methane Benzene
Product
Benzene Toluene
Colurmn Column
Diphenyl
Byproduct

Superestrutura para a hidrodealquilacéo do tolueno.

projeto, programacdo e planejamento de sistemas descontinuos

produtos e/ou multiplos propdsitos;

com multiplos

localizacéo, alocacédo, planejamento e programacéo de facilidades;

interacdo entre projeto e controle de sistemas;
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e projeto de produtos;
e sintese de topologias (redes de transporte e distribuicdo, estruturas, etc.).

As variaveis inteiras de decisdo cujos niveis formam uma dicotomia (por
exemplo, instalar ou ndo instalar um equipamento) sdo chamadas de variaveis binarias
(ou variaveis 0—1), assumindo os valores de 0 ou 1. As varidveis inteiras que assumem
valores elevados, podem as vezes ser tratadas como variaveis continuas (relaxamento),
sendo a solucdo Otima arredondada para 0 ndmero inteiro mais proximo, podendo
resultar em uma solucdo sub-6tima. Por exemplo, as figuras abaixo apresentam
situacOes onde a solucdo relaxada difere significativamente da solucéo 6tima.

min S(X) = 11 x; + 21 x,

sa.:4x+65x,>2125

X e I?

.Xl

6timo discreto 6timo continuo 6timo discreto 6timo continuo

As variaveis inteiras, z, com limites superiores e inferiores dados, z' <z <z,
podem ser expressas como um vetor de varidveis binarias, y € Y = {0,1}%, pela
seguinte formula:

z=17' +y; +2y, +4yz+-- 4297y,

onde g é 0 nimero minimo de varidveis 0—1 necessarias para representar z. Este

ndmero minimo é dado por:
! u_ .l )
q :l+int{Iog L ¢? }

log2

sendo que a funcdo “int” trunca o argumento real para um valor inteiro. Esta
aproximacao, entretanto, pode néo ser pratica quando os limites sdo grandes.

A maioria dos problemas de programagdo mista sdo inerentemente de natureza
combinatorial, isto é, as varidveis inteiras do problema de otimizagdo correspondem a
combinagdes de n elementos tomando m de cada vez, resultando em um numero de
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n . ~ ~
( ] combinagdes, ou correspondem a permutagGes de n elementos, levando a n!
m

possibilidades.

Os problemas MIP que envolvem somente variaveis inteiras sdo denotados por
IP (Integer Programming), tendo como caso particular a programacao inteira binaria
(BIP), onde todas as variaveis inteiras sdo binarias. Quando um problema MIP é linear
na funcdo objetivo e nas restricbes, tem-se o caso MILP (Mixed-Integer Linear
Programming). Finalmente, quando hé relacdes ndo lineares na funcdo objetivo ou nas
restricdes, tem-se o problema de programacéo néo linear inteira mista (MINLP).

Exemplos classicos de programacdo inteira sdo o do caixeiro viajante e o da
mochila. O problema da mochila consiste em colocar g artigos valiosos dentro de uma
mochila, ndo ultrapassando um peso (ou volume) maximo W, de modo a maximizar o
valor total dos artigos. Designando cada artigo como y;, Seu respectivo peso (ou
volume) de w; e seu valor de c;, 0 problema BIP pode ser descrito como:

max S(y) =c'y
sujeitoa: w'y <W
y e Y={0,1}¢
sendo y; = 1 quando o i-ésimo artigo for selecionado e y; = 0 caso contrario.
O problema do caixeiro viajante consiste em fazer um vendedor visitar n
cidades somente uma vez, retornando para a cidade de origem, percorrendo 0 menor

caminho possivel. Designando como y;; = 1 a viagem da cidade i para a cidade j e ¢;; a
distancia entre estas cidades, o problema BIP pode ser formulado como:
. n n
min S(y) = > > ¢ij Vi
i=1j=1
- - n n - .
sujeitoa: X y; =1, >y =1, vi=0, I,j=1.2,..,n
i= j=1

y e Y={0,13™"

Este problema também pode ser interpretado como um problema de associa¢do, como
por exemplo, a associacdo de correntes de processo a trocadores de calor, limitando
um trocador por corrente.

7.1 Programacao dinamica

Embora a programacdo dinamica ndo esteja, necessariamente, enquadrada dentro da
programacdo mista, ela € descrita neste capitulo por se tratar de um método de solucéo
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de problemas que podem ser decompostos em um numero inteiro de estagios. Muitos
processos e equipamentos podem ser representados (fisica ou imaginariamente) por
multiplos estagios (ou periodos de tempo), como ilustra a figura abaixo.

dk ........................................... dk—l d2
.. estagio 7| estagio /| estagio | estagio )
X i ] ° X4 J X2 (X g Xy | 9 )
k k-1 pYA 2 1
R. D. . R.
Xic-x Xicp-... X

onde Ry é o valor da funcdo objetivo do estagio k,
Xy € 0 vetor de varidveis de entrada do estagio k,
Xk_1 € 0 vetor de variaveis de saida do estégio k,
dy é o vetor de variaveis de decisdo (independente) do estéagio k,
Sk(xx) € a funcdo objetivo global dos estagios 1 a k.

A esséncia da programacdo dindmica é decompor um problema de otimizacao
multivariavel interconectado em uma seqiiéncia de subproblemas que podem ser
resolvidos serialmente. Cada subproblema contém um subconjunto de varidveis de
decisdo, que pode ser otimizado por qualquer uma das técnicas de otimizacao descritas
nos capitulos anteriores.

A programacdo dinamica estd baseada no principio da otimalidade de Bellman
(1957): “Se uma decisdo forma uma solucdo 6tima em um estagio de um processo,
entdo qualquer decisdo remanescente deve ser 6tima com respeito ao resultado desta
decisdo tomada”. Este conceito pode ser melhor implementado se as tomadas de
decisdo de um estagio para outro sdo realizadas na dire¢do do fluxo de informacgéo nos
estagios, que pode estar no sentido oposto ao fluxo de material.

Exemplo 7.1: Para ilustrar este principio, seja o problema de distribuicdo de
combustivel através de uma rede de tubulagdes, cujo escoamento se d& somente
atraves do terminal H, segundo a figura abaixo, onde os valores representam 0s custos
de transporte.

117



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

Ar—2—(0)—2—(E)—E >(H
5 5 2 2
B)——{)——(F)——Ac

Deseja-se determinar 0 menor custo de transporte da estacdo de bombeamento C para
o terminal H. Ao invés de tentar todos os caminhos possiveis (isto é, uma busca
exaustiva), pode-se aplicar o principio da otimalidade. Partindo do terminal H, obtém-
se 0 custo minimo de transporte de G para H: Cgny™* = 2, e de E para H:

Cen* = min {Cey, (Cer + Crr™)}

como Cgy* =3 + 2 =5, tem-se Cey* = min {8, 2 + 5} = 7. O custo minimo de D para
H é dado por Cpy* = Cpg + Cegy* = 3 + 7 = 10. Portanto, o menor custo de
bombeamento de C para H € obtido de:

CCH* =min {(CCD + CDH*)’ (CCF + CFH*)} =min {(5 + 10), (3 + 5)} =8.
O principio de Bellman pode ser formulado como segue:

S (X) = n;in [Rk(Xk, di) + Sic_g (X-1)]

Como cada funcdo objetivo otimizada, S, (), depende de suas variaveis de entrada,

Xk, estas formas funcionais devem ser obtidas antes de passar para 0 proximo estagio,
ou devem ser calculadas recursivamente. Portanto, a programacdo dinamica s6 é
atrativa para problemas de baixa dimensdo. Por exemplo, se um estagio k possuir m
variaveis de entrada, cada uma podendo assumir r; niveis viaveis, j = 1,2,...,m, entdo o
namero de combinacdes possiveis onde a funcdo objetivo otimizada deste estagio deve
ser calculada é ﬁrj ,our"ser;=r.
j=1

Varios métodos tem sido propostos para reduzir a dimensionalidade da
programacao dindmica. Contudo, ndo existe uma formulacdo matematica padrdo para
esta programacéo, ou seja, o problema é formulado em funcéo das caracteristicas do
processo.

7.2 Programacao linear inteira mista (MILP)

Como na grande maioria das aplicacbes que recaem em problemas de programacao
linear inteira mista, as variaveis inteiras podem ser representadas por varidveis
binarias, somente este caso € tratado nesta se¢ao, sem perda de generalidade.
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A formulagdo MILP com variaveis 0—1 é dada por:
min S(x,y) =c" x+d"y
sujeitoa: Ax+By<b
x>0
xeXcR", yeY={01}*

Para um dado valor do vetor y, o problema acima recai em um problema de
programacao linear (LP). Uma busca exaustiva (ou enumeracéo), enumerando todas as
possiveis combinacfes de variaveis 0—1 para os elementos do vetor y, poderia ser
utilizada para a solucdo do problema. Contudo, para problemas de médio e grande
porte este procedimento torna-se proibitivo, devido a natureza combinatorial.

Os algoritmos existentes para problemas MILP podem ser classificados como:
1) Métodos “branch and bound”;
2) Métodos dos planos de corte;
3) Meétodos de decomposicao;
4) Meétodos baseados em ldgica e disjuncoes.

Nos algoritmos “branch and bound” (Land e Doig, 1960), uma arvore binaria é
empregada para representar as combinacdes 0-1, a regido vidvel é sistematicamente
particionada em subdominios e limites inferiores e superiores sdo gerados em
diferentes niveis da arvore binaria.

Nos métodos dos planos de corte (Gomory, 1958), a regido viavel ndo é
dividida em subdominios, mas novas restricbes (chamadas de planos de cortes) sdo
geradas a cada estagio e adicionadas ao conjunto de restri¢cGes, reduzindo a regido
viavel até obter uma solucéo 6tima.

Nos métodos de decomposicdo (Benders, 1962), a estrutura matemaética do
modelo é explorada através de particdes das varidveis, dualidade e métodos de
relaxagao.

Nos métodos baseados em ldgicas e disjuncdes, técnicas de inferéncia
simbolica, em termos das variaveis binarias, sdo utilizadas para restringir a regido
viavel.

Nesta secdo é dada énfase ao método de “branch and bound”, que é mais
comumente utilizado nos algoritmos de MILP e MINLP. O método da decomposicao
de Benders é tratado em detalhe na proxima secéo.
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7.2.1 Principio dos métodos dos planos de corte
A idéia basica destes métodos é a seguinte:

1) Resolve-se o problema MILP com as variaveis inteiras relaxadas (ou seja,
consideradas como continuas), transformando-se em um problema LP. Se a
solucdo do problema LP possuir todas as variaveis relaxadas inteiras, entdo a
solucédo 6tima do problema original foi encontrada;

2) Caso contrario, € sempre possivel eliminar a solucdo obtida pela adicdo de
restricdes extras ao problema, sem contudo eliminar qualquer solucéo inteira. Tais
restricdes sdo chamadas de planos de corte;

3) Apés a adicdo de um plano de corte (ou possivelmente mais do que um), o
problema MILP aumentado é novamente resolvido, com as variaveis inteiras
relaxadas. Observa-se que, como a solucdo eliminada é viavel no dual, é vantajoso
usar algoritmos duais para a solucdo deste problema, pois parte-se de um ponto
inicial viavel;

4) Se a solucdo do problema aumentado apresentar todas as varidveis relaxadas
inteiras, entdo a solugdo 6tima do problema original foi encontrada. Caso contrario,
0 procedimento € repetido até a convergéncia.

Se os planos de corte forem adequadamente escolhidos a cada estagio, entdo o
poliedro inicial serd progressivamente reduzido até coincidir com a casca convexa da
solucdo inteira (pelo menos na vizinhanga da solucdo 6tima) e, consequentemente, a
solucdo continua do problema aumentado se tornara inteira nas variaveis relaxadas.
Portanto, a maneira em que os planos de corte sdo escolhidos € decisiva para a
convergéncia do método. Infelizmente, ndo ha um método sistematico para gerar todas
as restricdes que definem a casca convexa dos pontos inteiros contidos dentro de um
poliedro convexo. Além disto, seria custoso e supérfluo gerar todas as faces de uma
casca convexa, pois a maioria das restricGes estariam inativas, ndo contribuindo para a
definicdo do ponto 6timo. Contudo, existem varios métodos na literatura que procuram
definir os planos de corte de modo a obter uma convergéncia finita do algoritmo.

Exemplo 7.2: Seja o problema:
min S(x) = -10x; — 11 x,
sujeitoa: 10x; +12 x,<59

xel> e x>0
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A solucdo do problema original relaxado é X

obtida no ponto x = [5,9 0]". Portanto, a ii’.ﬁifffs'-_-.._

restrigdo adicional: 4?‘%{ _.
X <5 35/ %

eliminaria este ponto sem excluir qualquer
solugdo inteira. Similarmente, qualquer
restricéo suplementar da forma:

L T T

FFEF

X1 +Xo <o

. 6timo discreto 6timo continuo
com 5<a <59 éum plano de corte. De

fato, muitos outros planos de corte sdo possiveis, existindo, em principio infinitas
possibilidades. Em particular, se as seguintes restri¢bes fossem utilizadas como planos
de corte:

Xp+ X, <5 e X, <4

entdo o problema aumentado:
min S(x) =-10 x; — 11 X,
sujeitoa: 10 x; + 12 x,<59
X1+ X, <5
X, <4

x>0

teria como solugdo a ponto 6timo do problema original x = [1  4]", pois as restricdes
formam uma casca convexa de suas solucdes inteiras.

7.2.2 Método de branch and bound
O método de branch and bound esta baseado nas idéias chaves de separacao,
relaxacgéo e sondagem.
Separacéo:

Denotando o problema MILP abaixo por (P) e o conjunto de suas solugdes
viaveis por FS(P).
(minS(xy)=c" x+d"y
sujeitoa: Ax+By<b
P
x>0

xeXcR", yeY={01}*

\
Entdo o conjunto de subproblemas (P1), (P,), ..., (P,) de (P) é uma separacdo de (P) se:
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(i) uma solucdo viavel de qualquer subproblema (P,), (P,), ..., (P,) é também uma
solucdo viavel de (P);

(i)  cada solucéo viavel de (P) é uma solucdo viavel de exatamente um de seus
subproblemas.

Neste caso, o problema (P) é chamado de problema Pai e os subproblemas (P,), (P»),
..., (Pn) sdo chamados de problemas Filhos.

Uma questdo importante no método de branch and bound é de como gerar uma
separacdo do problema (P). A maneira geralmente utilizada € a introducdo de
restri¢des contraditorias em uma Unica variavel binaria (ou inteira) a cada estagio. Por
exemplo, selecionando a variavel binaria y; de (P), pode-se separa-lo, ou ramifica-lo
(branching), em dois subproblemas (P;) e (P,):

rminS(xy)=c'x+d"y FminSxy)=c' x+d"y
sujeitoa: Ax+By<b sujeitoa: Ax+By<b
< x>0 P2< x>0
y1=0 yi=1
XeXcR" XeXcR"
\ y e Y={0,1}* \ y e Y={0,1}¢

Construindo-se desta maneira uma arvore binaria. Outra maneira de gerar separacdes,
aplicavel para problemas com restri¢fes generalizadas de limite superior, ou seja:

2 yi=1

jed
é igualar a zero parte desta soma e gerar outra soma mutuamente excludente. Por
exemplo, se o problema (P) possuir a seguinte restricdo:

yitYotystys=1

entdo ao subproblema (P,) seria adicionado a restri¢cdo y; + y, = 0 e ao subproblema
(P,) arestricdo ys; +y,=0.

Relaxacéo:

Um problema de otimizacdo, denotado por (RP), é uma relaxacdo do problema
(P) se o conjunto de solugdes viaveis de (P) € um subconjunto de solucBes viaveis de
(RP), isto e,
FS(P) < FS(RP)
Deste modo, se (RP) ndo tem solucéo viavel, entdo (P) também ndo tem. Além disto,
se zp € a solucdo otima de (P) e zgrp € a solucdo 6tima de (RP), ent&o:
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Zrp < Zp

ou seja, a solucdo do problema relaxado fornece um limite inferior para a solugéo do
problema original. Naturalmente, se a solucdo 6tima de (RP) € viavel para (P), entdo
ela é a solugéo 6tima de (P).

A forma de relaxacdo mais freqlientemente utilizada em problemas MILP €
tornar as variaveis binarias em variaveis continuas: 0 <y < 1, gerando um problema
LP relaxado. Outra forma de relaxacdo é remocao de algumas restri¢oes de (P). Porém,
existe um compromisso entre a relaxacgdo e a qualidade do limite inferior (zrp) para a
solucdo 6tima. Em geral, quanto mais facil for a solu¢do do problema relaxado (maior
relaxamento), maior sera a diferenca entre zgp € zp.

Sondagem:

Seja (CS) um subproblema candidato para a solucdo de (P). Deseja-se entdo
determinar se a regido viadvel de (CS), FS(CS), contém uma solugéo 6tima de (P), para
entdo encontra-la. Este subproblema (CS) serd considerado sondado se uma das
seguintes condigdes for satisfeita:

(1) estiver garantido que FS(CS) ndo pode conter uma solugdo melhor que a
melhor solucdo ja encontrada em estagios anteriores (ou solucéo titular, z*). Se
nenhuma solucdo viavel havia sido encontrada, entdo z* = oo;

(i)  uma solucdo étima de (CS) foi encontrada, zcs.
Em qualquer uma destas situacdes o subproblema (CS) ndo necessita de novas
separagoes.

Denotando por (RCS) uma relaxagé@o do subproblema (CS), e zrcs a sua solugéo
6tima, entdo os critérios gerais de sondagem em um algoritmo de branch and bound,
baseado em relaxagéo, séo:

1) Se (RCS) nédo possui solucdo viavel, entdo (CS) também ndo possui e pode ser
considerado sondado;

2) Se Zrcs > z* entdo (CS) esta sondado;

3) Se uma solucdo 6tima de (RCS) é viavel para (CS), entdo ela ¢ também uma
solucdo Otima de (CS), portanto o problema (CS) pode ser considerado sondado.
Neste caso, a solucdo também é vidvel para (P) e se Zrcs < z*, entdo a solugédo
titular é substituida por esta nova solucdo, sendo zrcs € um limite superior para o
problema.

Note que é possivel ter zcg > z* > zgcs, € neste caso (CS) ndo pode ser considerado
sondado, sendo zgcs um limite inferior para o problema. Portanto, quanto menor a
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diferenca entre a solugcdo do problema (RCS) e o problema (CS), mais freqlientemente
estes critérios serdo utilizados para eliminar ramificagdes. O sucesso dos algoritmos de
branch and bound estd baseado no percentual de eliminacdo de subproblemas e no
esforco requerido para resolver os subproblemas candidatos.

Um algoritmo genérico para os métodos de branch and bound pode ser descrito
COmMO Segue:

algoritmo
1) Inicializar a lista de subproblemas (CS) = (P), ou arvore binaria, z* = oo;

2) Se a lista de subproblemas (CS) estiver vazia, entdo FIM (se z* = oo, entdo ndo
existe solucdo viavel);

3) Selecionar um candidato da lista, tornado-o candidato (CS) corrente;

4) Selecionar e resolver uma relaxacdo (RCS) do (CS) corrente, obtendo a solugéo

ZRcss

5) Aplicar os trés critérios de sondagem:
(i) Se (RCS) € inviavel, entdo o (CS) corrente ndo tem solucdo viavel e (ir para 2);

(ii)  Se zrcs > z*, entdo o (CS) corrente ndo tem solucdo viavel melhor que z* e (ir
para 2);

(iii)  Se a solucdo 6tima de (RCS) é viavel para (CS) e Zrcs < z*, entd0 z* < Zrcs €
(ir para 2);

6) Separar o (CS) corrente e adicionar os seus subproblemas filhos na lista de

subproblemas (CS). (ir para 2).
Existem trés alternativas principais para selecionar os candidatos da &rvore

binaria:

a) Busca em primeira profundidade (depth-first search) com retrocesso (LIFO: Last-
In-First-Out). Técnica padrdo da maioria dos algoritmos;

b) Busca em primeira largura (breadth-first search);

c) Busca pelo melhor limite.

Na técnica de busca em primeira profundidade o proximo (CS) selecionado é
um dos filhos do (CS) corrente. Quando um no é considerado sondado, a busca é
retrocedida até o ancestral mais proximo que tenha um filho que ainda ndo foi
selecionado. Esta técnica tem como caracteristica uma maior facilidade de re-
otimizacdo e compactacdo de informacdo, mas pode requerer um numero elevado de
subproblemas (CS).
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Na técnica de busca em primeira largura, todos os nés de um mesmo nivel da
arvore binaria sdo considerados antes dos nés de niveis subseqiientes. Esta técnica é
geralmente utilizada como base de heuristicas para a selecdo de nds para a melhoria
dos limites inferiores.

Na técnica de busca pelo melhor limite, o proximo (CS) escolhido da lista é
aquele que possui 0 menor limite inferior. Esta técnica resulta em um menor nimero
de subproblemas (CS), mas apresenta uma maior heterogeneidade no caminho para o
6timo. Nota-se que existe um compromisso entre o numero de (CS) gerados e o
controle da otimizacdo, dificultando a selecdo da melhor estratégia.

Exemplo 7.3: Para ilustrar o método de branch and bound com relaxagdo das
varidveis binarias, seja o seguinte problema:

min S(x,y) =2x1—3Yy1-2Y>-3VY3
sujeitoa: x;+y;+y,+y3>2
10X, +5y; +3y,+4y;<10
X1 >0
yeY={01}

onde a solucdo 6tima ocorre no ponto x* =0 e y*=[1 0 1]', com o valor da funcéo
objetivo S(x*,y*) = z* = —6. Resolvendo o problema LP relaxado na raiz da arvore
binaria, tem-se a solugéo:

x=0, y=[0611] e z=-638

que representa um limite inferior para o problema MILP. As &rvores binarias para as
técnicas de busca em primeira profundidade e busca em primeira largura sdo
mostradas abaixo, onde o nimero dentro do né indica a seqiiéncia do subproblema
(CS).
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1=-6.8 z=-6.8

) [06,1,1] nivel 0 o) 106,1,1]
>ﬁ\ 2 = +0.667 7
(1) =% ; i N 2=-6667
;“{\ [1,0333,1] nivel 1 u/lﬂ.l.ll : [1,0333,1]
y,=0 f / \\\ y,=1 ¥,=0 /,.-
/ \ '
If_;\l '/_2\" z=+65 , =65
) \2) [1.1.057 nivel 2 (3 g
s \ [1,1,05]
=46 J \yiai z=-6
=t \n= g
[Le1] S\ (1,0,17  %=9 \n=!
f!) () Vel
G\ nivel 3
» N et \E)
(1,1,0] Infeasible z=-5 Infeasible

[1,1,0]

Busca em primeira profundidade. Busca em primeira largura.

Observa-se que na busca em primeira profundidade, a solucdo 6tima é obtida no
n6 5, sendo necessario considerar 6 nos da arvore, além da raiz. Por outro lado, na
busca em primeira largura, o 6timo é obtido no n6 3, mas € necessario considerar o
mesmo namero de nds que no caso anterior para certificar-se da otimalidade do nd. Os
limites inferiores e superiores em cada no da arvore binaria, para as duas técnicas, sao
apresentados na tabela abaixo.

primeira profundidade primeira largura
no nivel inferior | superior z* nivel inferior | superior z*
0 0 —6,8 0 0 0 —6,8 0 o0
1 1 —6,667 0 0 1 —6,8 -5 -5
2 2 —6,667 0 0 1 —6,667 -5 )
3 3 —6,5 -5 -5 2 —6,667 —6 —6
4 3 —6,5 -5 -5 2 —6,5 —6 —6
5 2 —6,667 —6 —6 3 —6,5 —6 —6
6 1 —6 —6 —6 3 —6 —6 —6
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7.3 Programacdao ndéo linear inteira mista (MINLP)
A formulacdo MINLP com variaveis 0—1 é dada por:

min S(x,y)
sujeitoa: hi(x,y)=0 , j=1,2,...m

gj(X,y)SO ) j:1,2,...,p
xeXc R, yeY={01}

Os algoritmos existentes para resolver problemas MINLP podem ser
classificados em quatro categorias principais:

e Branch and Bound

e Decomposicdo Generalizada de Benders (GBD)
e AproximacOes Externas (OA)

e Lodgica e disjuncdes

O meétodo de branch and bound, aplicado ao problema MINLP, inicia
resolvendo o correspondente problema NLP relaxado, para entdo realizar a
enumeracdo implicita e selecdo dos subproblemas através das técnicas descritas na
secdo anterior (busca em primeira profundidade ou busca em primeira largura). Os
critérios de sondagem sao aplicados as solucdes dos subproblema NLP relaxados a
cada no, que geram limites inferiores e superiores.

7.3.1 Decomposic¢ao Generalizada de Benders (GBD)

Geoffrion (1972) generalizou a aproximacdo proposta por Benders (1962), para
explorar a estrutura de problemas de programacdo MINLP. A idéia basica é gerar, para
cada iteracdo, um limite superior e um limite inferior sobre a busca da solugédo do
problema MINLP. O limite superior resulta a partir de um problema primal, enquanto
o limite inferior resulta a partir de um problema mestre.

Com o decorrer das iteracdes verifica-se que a sequéncia de limites superiores
ndo cresce e a sequéncia de limites inferiores ndo decresce, logo, as sequiéncias
convergem em um numero finito de iteragdes.
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Problema primal (NLP)

O problema primal corresponde ao MINLP com as varidveis y fixas em valores
inteiros:

(" min S(x,y")

sujeito a: h(x,y*) =0
g(xy") <0
XeXcR"

P <

-
onde y* e {0,1} corresponde ao vetor y fixo na iteracéo k.

Se o problema primal é viavel, entdo sua solucdo fornece um limite superior,
S(x“y"), para a funcdo objetivo e os respectivos multiplicadores de Lagrange das
restricdes, A* e p*. A funcéo de Lagrange para este problema é dada por:

LOGy. A1) = S(ay) + (29T hexy) + (09" g(xy)
Se o problema primal é inviavel, entdo o seguinte problema de viabilidade
geral, FP, (Fletcher e Leyffer, 1994) é resolvido:
(" min ZIWi g (x,y")
iel

P . Ky —
F < sujeitoa: h(x,y’) =0
gi(x, y) <0, i el

\_ XeXcR"
onde w; > 0 sd0 pesos associados a cada restrigdo, g;"(x,y*) = max [0, gi(x, Y], 1 é o

conjunto de restricdes de desigualdade viaveis, e 1' é o conjunto de restricdes de
desigualdade inviaveis. A solucdo do problema FP fornece informagdes sobre os
multiplicadores de Lagrange, 2¥ e &¥, sendo a funcdo de Lagrange para este caso

dada por:
Ly, 2% 1) = (A)Thxy) + (1) g(xy)
Problema mestre

O problema mestre é derivado via teoria de dualidade ndo linear, faz uso dos
multiplicadores de Lagrange obtido no problema primal e sua solucdo produz
informacao sobre o limite inferior, caracterizada pelas seguintes idéias chaves:

(i) projecédo do problema MINLP sobre o espacoy (i.e.,y € Y nV);
(i)  representacdo dual de V,onde V={y | h(x,y) =0, g(x,y) < 0, x € X};
(iii)  representacédo dual da projecéo do problema MINLP sobre o espaco y.
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(" min o
sujeitoa: a> inf L(x,yA,u) , VA,Vux0
xeX

M < 0> inf C(xy,7,8) ¥ (1, ) < A
Xe

L yeY={01} , aeR

_ p
onde A={L e R", ueR | u=>0,>Xnu =1} Observa-se que o problema mestre
i=1

(M) tem como restricdo dois problemas de otimizacdo, que precisam ser considerados
para todos & e p > 0 (primal vidvel) e para todos (A , u) € A (primal inviavel),
resultando em um problema com um numero elevado de restricbes. A estratégia
natural de resolver este problema € através de relaxacdo das restri¢ces, gerando um
problema mestre relaxado (RM).
(" min o

sujeito a: o> inf LGy, A1, k=1,2,...Np

Xe

RM _
) 0> inf Ly, 25,55, k=1,2,...Ngp
Xe
g yeY={01} , ae®R

onde N, € o nimero de problemas primais viaveis e Ngp € 0 nimero de problemas
primais inviaveis resolvidos.

7.3.2 Aproximagcdes Externas (OA)

Duran e Grossmann (1986) propuseram um algoritmo para tratar de problemas MINLP
na forma abaixo, cuja idéia béasica é similar ao GBD, onde a cada iteragdo gera-se um
limite superior e um limite inferior da solucdo MINLP. O limite superior resulta a
partir da solucéo viavel do respectivo problema primal comy fixo.

min S(x,y) = c'y + f(x)
sujeitoa: g(x)+By<0
xeXcR" yeY={0,1}1
O limite inferior resulta a partir da solucdo do problema mestre. O problema
mestre é derivado pela projecdo do MINLP no espaco y e pela aproximacdo externa
(linearizagdo) das restricdes e funcéo objetivo no linear ao redor da solugo primal x*.

Ou seja, consiste de suportes lineares validos, e, consequentemente, relaxamentos de
funcdes ndo lineares para todos pontos x* que resultam fixandoy = y* € Y.

Se o problema primal € viavel, entdo as aproximacdes externas sdo dadas pela
linearizacdo das funcdes convexas f(x) e g(x) no ponto x*:
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f(x) > f(x) + V(X (x = x¥)

k k k
g(x) > g(x) + V'g(x) (x—x)
Se o problema primal é inviavel, entdo resolve-se o respectivo problema de
viabilidade geral, para entdo linearizar as restricdes no ponto obtido, x¥:

g(x) > g(x*) + V'g(x*) (x - x*)
Entdo o problema mestre pode ser formulado como:
(min 'y +a
sujeito a: a > f(x) + V(X (x = x), V k e P(y")
M < 0> g(x*) + Vig(x) x=x")+ By, V ke Py
0> g(x¥) + V'g(x*) (x— x*) + By, VkeFP(Y"
xeX, yeY={01}" , a e R

N

A aproximacéo natural da resolucdo do problema mestre € o relaxamento, que
considera para cada iteragdo os suportes lineares das restricdes e funcdo objetivo ao
redor de todos os pontos linearizados previamente. Deste modo, para cada iteragdo um
novo conjunto de restricdes e suportes lineares sdo adicionadas, 0s quais melhoram o
relaxamento e por esta razdo melhoram o limite inferior. Observe que o problema
mestre corresponde a um problema MILP.

Com as iteragdes ocorridas, duas seqiiéncias de limites superiores e inferiores
sdo gerados, que ndo aumentam nem diminuem, respectivamente. Entdo, é mostrado
que essas duas sequiéncias convergem dentro de uma tolerancia € com um nimero
finito de iteragGes.

7.3.3 Aproximagdes Externas com Relaxamento de Igualdade (OA/ER)

Para lidar com restri¢cGes de igualdade ndo lineares explicitamente da forma h(x) = 0,
Kocis e Grossmann (1987) propuseram uma aproximacéo externa com relaxamento de
igualdade para a seguinte classe de problemas MINLP.

min S(x,y) = c¢"y + f(x)
sujeitoa: Ax+By<b
h(x)=0
g(x) <0
xeXcR", yeY={01}

A idéia basica do OA/ER é relaxar as restricbes de igualdade ndo lineares em
desigualdades e subsequentemente aplicar o algoritmo OA. O relaxamento das
igualdades néo lineares € baseada no sinal dos multiplicadores de Lagrange associados
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a este relaxamento quando o problema primal (com y fixo) é resolvido. Se um
multiplicador A; € positivo entdo a correspondente igualdade nao linear h;j(x)=0 €
relaxada como h;i(x) < 0. Se um multiplicador 4; é negativo, entdo a igualdade nédo
linear é relaxada como —h;(x) < 0. Entretanto, se 4; = 0, entdo a restri¢do de igualdade
ndo linear associada € escrita como 0.h;j(x) = 0, a qual implica que esta restricdo pode
ser eliminada. Tendo transformado as igualdades néo lineares em desigualdades, na
sequéncia formula-se o problema mestre baseado sobre os principios da aproximacao
OA discutida anteriormente.

(min 'y +a
sujeito a: o> f(x¥) + VI(X¥) (x = X, V k e P(y")
0> g(x) + VTg(x*) (x = x), V k e P(Y
0> TX[h(X) + VTh(x") (x — x], V k e P(y")

M < 0> g(x*) + VTg(x¥) (x= x¥), ¥ k e FP(y")
0> TK[h(xX) + V'h(x*) (x = x¥)], V k e FP(y")
Ax+By<b
L xeX, yeY={01}" , a e R

onde T* é a matriz diagonal dos sinais dos multiplicadores de Lagrange.

O algoritmo OA/ER tem a vantagem de exigir um numero menor de iteracoes
que o GBD, porém o tamanho de seus problemas mestres MILP é considerado grande
em relacdo ao GBD.

7.3.4 Aproximagdes Externas com Relaxamento de lgualdade e Penalidade Aumentada
(OA/ER/AP)

Os algoritmos branch and bound, GBD e OA/ER requerem que algumas formas de
suposicdes de convexidade sejam satisfeitas de modo a garantir a otimizacao global do
problema MINLP. Viswanathan e Grossmann (1990) propuseram o algoritmo
OA/ER/AP (conhecido como DICOPT - Dlscrete and COntinuous OPTimizer), que é
um variante do algoritmo OA/ER, com objetivo de evitar as limitacdes impostas pela
suposicdo de convexidade feita no algoritmo OA/ER.

Este algoritmo recorre a mesma formulacdo do OA/ER e introduz a funcgéo
penalidade aumentada nos subproblemas de limite inferior da aproximacdo OA/ER.

Como a suposicédo de convexidade ndo é imposta em OA/ER/AP, entéo:

(i)  aequivaléncia de h(x) = 0 e T*h(x) < 0 pode ndo se manter, onde h(x) e Th(x)
s30 as igualdades no lineares e as igualdades relaxadas, respectivamente (T* é
a matriz diagonal dos sinais dos multiplicadores de Lagrange);
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(if)  as linearizagdes podem ndo representar suportes validos;

(iii) o problema mestre pode ndo produzir um limite inferior valido sobre a solucéo
do MINLP.

A idéia basica em OA/ER/AP € limitar (i), (ii) e (iii) pelo relaxamento das
linearizagGes no problema mestre, permitindo-os de serem violados e utilizando uma
aproximacao tipo penalidade que penaliza essas violagdes das func¢des suportes. Entéo,
0 problema mestre para 0 método AO/ER/AP pode ser formulado como:

(min cTy+o+ws' s+ 3 (wy)' pj + 3 (W) g
sujeito a: a + s> f(X) + VIF(X) (x— X, V k e P(y")

P> g(x) + VIg(x) (x - X, ¥ k e P(y)

g > TThOM) + VIh(K) (x = X9], V k e P(Y9)

M < 0> g(x*) + VTg(x¥) (x— x¥), ¥V k e FP("

0> TX[h(x*) + V'h(x*) (x- )], V k € FP(Y")
Ax+By<b

\ X e X, yEY:{O,l}q , uEeR, Sk,pk,quO

onde Wws, W, € Wy S0 0S pesos para as variaveis de folga das restricdes. Ou seja, as
violagBes das linearizagdes sdo permitidas pela introducdo de variaveis de folga,
enquanto a penalidade das violages é introduzida como um conjunto adicional de
termos na funcdo objetivo que consiste de varidveis de folga multiplicadas por fatores
de peso positivos. Deste modo, por causa do relaxamento de restricBes, a regido viavel
é expandida e, consequentemente, a possibilidade de partes das regides viaveis serem
cortadas devido a linearizac6es invalidas é reduzida.

7.3.5 Aproximagao Externa Generalizada (GOA)

Fletcher e Leyffer (1994) estenderam a aproximacdo OA para problemas MINLP do
tipo abaixo, introduzindo funcdes penalidades exatas, criando o algoritmo GOA.

min S(x,y)
sujeito a: g(x,y) <0
xeXcR", yeY={01}
para S e g convexas e continuamente diferenciaveis e X convexo, compacto e nao
vazio. O GOA é similar ao OA, com as principais diferencgas sendo:

(i) tratamento da inviabilidade;
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(i)  problema mestre considera as inviabilidades explicitamente;
(iii)  tratamento unificado de fungGes penalidades exatas.

Se o problema primal P(y¥) é inviavel, entdo o seguinte problema de viabilidade geral é
dado por:

.
icl
sujeitoa gi(x, y) <0, ie |
XeXcR"

onde w; s&0 0s pesos, g; (x,y¥) = max [0, gi(x, y], 1 é o conjunto de restricdes de

desigualdade viéveis, e I' é o conjunto de restricdes de desigualdade inviaveis. Note
que o0 problema acima tem dentro da funcdo objetivo um somatério somente das
restri¢des de desigualdade inviaveis.

Se o problema primal P(y") é inviavel de modo que x* resolve o problema de
viabilidade geral e tem S w, gﬁ(xk K )> 0, entdo y* & inviavel dentro das restricées:
icl!
k
0> gi(xk,yk)+Vgi(xk,yk)T[X_ij , Vi e{llul}‘v’Xe X
y-y

Observe que as restricdes acima sdo as linearizacbes das restricbes de
desigualdade ndo lineares em torno do ponto (x*,y*). Entdo a inviabilidade no problema
primal P(y*) significa que os cortes de linearizagdes de desigualdade viavel e inviavel
em torno de (x*,y*) sdo violados.

A formulacdo do problema mestre que considera a inviabilidade explicitamente,
é baseada nas seguintes idéias:

a) projecdo do problema MINLP sobre o espaco y;

b) aproximacédo externa da funcdo objetivo e da regido viavel, com tratamento das
inviabilidades do problema primal.

7.3.6 Decomposi¢do Cruzada Generalizada (GCD)

Holmberg (1990) generalizou a aproximacgdo proposta por Van Roy (1983) para a
classe de problemas de otimizagédo da forma:

min S(x,y)
sujeito a: h(x,y) =0
g(xy) <0
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xeXcR", yeY={01}*

para S, g e h convexas para cada y fixo, limitadas e Lipschitz continuas e X convexo,
compacto e ndo vazio. Outra condi¢do € que a otimizacdo com respeito a x da funcédo
de Lagrange pode ser realizada independentemente de y.

A decomposicdo cruzada generalizada consiste de duas fases. A fase | €
composta de subproblemas primal e dual e a fase 11 é constituida de problemas mestres
e testes de convergéncia apropriados.

Na fase I, o subproblema primal produz um limite superior sobre a solugéo
procurada do MINLP e multiplicadores de Lagrange A ¥, u" para o subproblema dual.
O subproblema dual produz um limite inferior sobre a solugéo do MINLP e fornece %
para o subproblema primal. Ambos subproblemas, primal e dual, geram cortes para o
problema mestre na fase Il. Para cada iteracdo do GCD, os problemas primal e dual
s30 resolvidos, e um teste de convergéncia primal é aplicado sobre y¥, enquanto o teste
de convergéncia dual é aplicada sobre A ¥, uk. Se qualquer teste de convergéncia falhar,
entdo entra-se na fase Il, que caracteriza a solugdo do problema mestre e retorna
subseqlientemente para a fase I. A idéia chave é fazer uso extenso da fase | e limitar
tanto quanto possivel o uso da fase Il para a aplicacdo de testes de convergéncia
apropriados. Isto € porque o problema mestre ¢ mais dificil e demanda um maior
tempo computacional que os problemas da fase I.

7.3.7 Branch and Bound Espacial (SBB)

Os algoritmos GBD e OA tém a limitagdo do tamanho do problema mestre (MILP)
que cresce a medida que as iteracdes ocorrem, devido as restricdes adicionais, sendo
este 0 maior problema quando o MINLP original tem um nimero grande de variaveis
inteiras. O tempo usado para resolver o problema mestre cresce conforme as iteracdes
ocorrem, enquanto o tempo para os subproblemas NLP mantém-se na mesma ordem
de magnitude.

Branch and Bound Espacial Linearizado

Quesada e Grossmann (1992) propuseram um algoritmo para evitar 0s
problemas relatados acima, melhorando a eficiéncia da solug¢do dos problemas MINLP
convexos e reduzindo o trabalho computacional exigido para resolver os problemas
mestres MILP.

O algoritmo SBB (Spatial Branch and Bound) consiste da busca em arvore
sobre 0 espago de variaveis binarias. O problema mestre MILP é definido
dinamicamente durante a busca em arvore para reduzir o nimero de nds que
necessitam ser enumerados. Uma busca branch and bound é conduzida para
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determinar limites inferiores na solucdo de subproblemas LP até encontrar solugdes
inteiras viaveis. Para estes nos, subproblemas NLP sdo resolvidos, determinando
limites superiores e novas aproximagdes lineares, as quais séo usadas para estender a
representacdo linear dos nos abertos na arvore de busca. Estas aproximacdes lineares
podem ser feitas de diversas formas.

A seqguir descreve-se detalhadamente o algoritmo de Quesada e Grossmann
(1992) com modificagdes propostas por Pereira e Secchi (2000). Considera-se 0S
problemas MINLP da forma:

z=min S(x,y) =c' y + f(x)
sujeitoa: g(x)+By<0
xeXcR" yeY={01}"

Passo 1 — Arbitram-se valores iniciais para as varidveis binarias “y” e variaveis
continuas “x”. Durante a implementacéo, existe a op¢do do proprio algoritmo escolher
estes valores, caso néo sejam arbitrados.

Passo 2 — Fixando y = y°, o problema MINLP transforma-se num subproblema NLP,
ou seja:
z=minc" y° + f(x)
X
sujeitoa g(x) +By’<0
XeXcR"

O problema NLP é resolvido, encontrando uma solucdo (x°,y°), a qual corresponde a
um determinado valor “z” da funcdo objetivo. Considera-se zu = z, o limite superior
para a solucdo 6tima do problema MINLP.

Se a violagdo de restricdo for maior que &, onde “&.” € a tolerancia de violacdo
de restricdo, entdo faz-se zu = oo, 0 que significa que este primeiro NLP é considerado
inviavel.

Na implementacdo, quando y° ndo for dado, existe a possibilidade de ser
resolvido um NLP com condi¢bes de integralidade sobre as varidveis binérias
relaxadas. Neste caso é resolvido um NLP relaxado, resultando uma solugdo (x°,y°). Se
y? ndo for inteiro, entdo y° sofre um arredondamento e é resolvido um outro NLP.

Passo 3 — As fungdes ndo lineares do problema MINLP sdo linearizadas, usando a
solucdo 6tima x° do subproblema NLP, resultando no seguinte problema MILP.

Z= min o
Xy,

sujeito a o >c'y + f(x°) + V(X% (x — x°)

By+g(xX)+ Vg’ x—x) <0
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aeR xeXcR" yeY={01}*

Passo 4 — O problema MILP transforma-se num problema LP, com as condig¢bes de
integralidade sobre as varidveis bindrias relaxadas. A solucdo deste LP é considerada
um limite inferior, zl, para a solugdo o6tima do problema MINLP. Caso zl +¢, > zu,
onde “&” é a tolerancia da funcdo objetivo, entdo este problema é desconsiderado. Se
zl < zu, este primeiro problema LP é armazenado como o primeiro no da arvore de

busca e se a solugdo deste LP para as varidveis binarias “y”” for inteira, segue-se para o
passo 8.

Passo 5 — Se ndo existe mais LPs para serem resolvido, ou seja, nenhum no aberto na
arvore, entdo o limite superior corrente zu € a solucdo 6tima do problema MINLP e
terminou o algoritmo.

Passo 6 — Se a solucdo do LP para variaveis binarias ndo for inteira, entdo havera uma
ramificacdo na arvore de busca com a criacao de dois nos filhos, isto é, dois problemas
LPs. A criacdo desses LPs sera feita da seguinte forma, seleciona-se dentro da solugéo
do Gltimo (LP);, onde “j” é o ntimero do nd e “k” é o nlimero do né pai, 0 “y;” cujo

valor fracionario encontra-se mais distante dos extremos O e 1 e adiciona-se as
restrices y; = 0 e y; = 1 para os subproblemas (LP)!,, e (LP)!,,, respectivamente.
Substitui-se o problema pelos dois subproblemas filhos na lista de LPs.

Passo 7 — Se no final da lista de LPs tem-se dois problemas filhos para serem

resolvidos que tem 0 mesmo problema pai, entdo faz-se o seguinte:

i) resolve-se 0 (LP)!,,. Se o valor da fungéo objetivo z,,, +¢, > zu, este

j+2 "
problema é desconsiderado. Caso z.., seja uma solugdo inteira, segue-se

j+2
para o passo 8;

ii)  resolve-se o (LP)!,,. Se o valor da funcdo objetivo z,, +¢, > zu, este
problema € desconsiderado. Caso z;,, seja uma solugéo inteira, segue-se
para 0 passo §;

>z, inverte-se (LP)!,, e (LP),, no armazenamento de LPs.

I”) se Zj+2 j+10 j+2 j+17

Caso contrério (isto €, existe somente um problema filho), resolve-se o (LP)ﬁ e se
z,+¢, > zu, este deve ser desconsiderado, mas se z; € uma solucdo inteira, segue-se

para passo 8.
Retornar ao passo 5.
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Passo 8 — Resolve-se um subproblema NLP fixando as variaveis binarias “y” da
solucdo do problema LP para o nivel do n6 onde o problema LP se encontra. Se zy.p
<zu, faz-se zu = zy.p. Se Zy.p = zU, entdo continua-se com o limite superior anterior.

Passo 9 — A solucdo dos NLPs é usada para gerar restricdes adicionais, isto €, a
medida que é resolvido um subproblema NLP, esta solucdo € adicionada como
restricdo para a solugdo do proximo subproblema LP e assim sucessivamente. Estas

restricdes adicionais podem ser feitas de diversas formas como serd comentado a
seguir. Desconsiderar todos os nds de (LP)J. para 0s quais z; > zu e retornar para o

passo 5.

RestricOes Adicionais

As restricOes adicionais, comentadas no passo 9 do algoritmo, a partir das
informacGes da solugdo dos subproblemas NLP podem ser adicionadas para os nds
abertos na arvore de busca de diversos modos.

1 - Aproximagdes Externas (OA)

O algoritmo OA consiste de uma sequiéncia de subproblemas NLP e problemas
mestres MILP, onde as linearizagcdes dos termos ndo lineares séo derivadas para a
solucdo 6tima dos subproblemas NLP. O problema mestre MILP é dado por:

Z= min o
X, Y,o

sujeito a o >c’y + f(xX) + VX (x — x¥)
By +g(x)+ V'g(x) (x—x)<0
aeR, xeXcR", yeY={0,1}
k=12, ...Knes
onde x* é a solucéo viavel ou inviavel do k-ésimo subproblema NLP.
2 - Decomposicdo Generalizada de Benders (GBD)

Na decomposicdo generalizada de Benders uma seqléncia de subproblemas NLP e
problemas mestres MILP no espaco das variaveis binarias € resolvido. Os
subproblemas NLPs sdo gerados fixando as variaveis binarias no MINLP original para
um dado valor y*. O problema mestre é gerado projetando o problema original no
espaco reduzido das variaveis binarias. Isto é feito derivando, para cada subproblema,
uma funcdo Lagrangeana parametrizada nas variaveis discretas “y”.

Aplicando as condicdes de Kuhn-Tucker em um subproblema NLP,
consideradas em relacéo as variaveis néo lineares “x”, tem-se:

VE(XY) + vg(x) A=0
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Multiplicando a equacéo acima por (x — x), tem-se:
VTHX) (x=x) + ()T VTg(x) (x=x) =0
Da segunda inequacéo do problema MILP, tem-se
VIg(x) (x—x) <—[By + g(x")]

Entdo, V'F(x*) (x = x) = A" [By + g(x)] = 0. Logo, a primeira inequacdo do MILP
reduz-se a:

a>cly+f(x)+ () [By+g(x9]
Desta forma, a formulacéo do problema mestre para os cortes de Benders é dado por:

Z= mino
y,a

sujeito a o >cy +f(xX)+ AT [By+ 9], k=12, ....KnLps viaveis)
(T [By+9(X9]<0, k=12, ...Knips inviaveis
aeR yeY={01}
onde x* e A* s&o as variaveis 6tima primal e dual do subproblema NLP.

A vantagem das aproximacfes externas € que elas tém a representacdo
estendida da regido viadvel. Entretanto, ttém a limitacdo que o nimero de colunas dos
problemas LPs que sdo resolvidos para 0s nos pode tornar-se muito grande. Também
em um numero de casos, as novas lineariza¢cdes ndo determinam aproximacdes muito
reais da regido vidvel ndo linear. Para evitar este problema, uma opg¢éo séo os cortes de
Benders, que em geral, ndo provém cortes fortes.

Por estas razdes, Quesada e Grossmann (1992) propuseram uma restricdo
aproximada, cuja a idéia basica é agregar as linearizacGes de funcbes ndo lineares,
enquanto mantém as restricdes lineares em ordem para fortalecer os cortes.

3 - Restricdo Aproximada proposta por Quesada e Grossmann (1992)

A partir do problema MINLP original, considere a particdo das varidveis continuas em
dois subconjuntos “w” e “v” tais que as restrigdes sao divididas em restri¢des lineares e
ndo lineares e as variaveis continuas em variaveis lineares e nao lineares.

z=minc'y+a' w+r(v)

sujeitoa Cy+Dw+t(v)<0
Ey+Fw+Gv<h
yeY,weW,veV
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Nesta representacdo f(x) =a' w + r(v), B'=[C E]", gx)=[Dw+t(v) Fw+GV]e
X=WxV.

O problema acima é reformulado com a adi¢do de duas variaveis continuas o e
[ para representar as partes lineares e ndo lineares da funcgao objetivo, ou seja:

Z=min o
sujeitoa Cy+Dw+t(v)<0
r(v) <p
Ey+Fw+Gv<b
c'y+a'w+p-a=0
opeR, yeY,weW, veV

Fazendo aproximacdes externas no problema acima para o ponto (W¥, v¥) gerado pelo
k-ésimo subproblema NLP tem-se:

Z=minao

sujeitoa Cy+Dw+ (V) + V(") (v=v) <0
r(v) + vr(v) (v = v < B
Ey+Fw+Gv<b
c'y+a'w+B-a=0
ofpeR, yeY,weW, veV

Se as condi¢des de Kuhn-Tucker do subproblema NLP s&o consideradas em
relacdo as varidveis ndo lineares “v”, entdo:

V() + Vi) A+ G" k= 0
que multiplicado por (v — v¥), tem-se:
VIR (v—v) + (197 G (v - v = ()T VET (V) (v - V)
Do problema linearizado tem-se:
Vi) (v — V) <—[Cy + D w + t(v¥)]
entéo:

V(W) (v=v) 2 (W) T[Cy + D w + t(v)] - (W) G (v - V)

Finalmente, substituindo este expressdo na segunda inequacdo do problema
linearizado, tem-se 0 MILP:
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Z=mina

sujeitoa B>r(v) + (VYT [Cy+Dw+t(V] - ' G (v-vH
Ey+Fw+Gv<b
c'ly+a'w+B-—a=0
afeR yeY, weW, veV
k=12, ...Knips)

Observe que usando as aproximacgOes lineares acima somente a primeira
inequacdo é modificada para os nos abertos na arvore de busca, quando acontece uma
solucéo inteira de um LP.

4 - Restricdo Aproximada proposta por Pereira e Secchi (2000)
Considerando o problema MINLP original na forma:
z=minS(xy)=c'y+f(x) + pu
sujeitoa: g(x)+By<u
xeXcR", yeY={0,1}, u>0

onde u > 0. Se u > 0 ha violagdo de restricdes para problemas inviaveis. Isto é, p u é
uma penalizacgéo introduzida na funcdo objetivo quando as restri¢cdes séo violadas.

Fazendo aproximacOes externas para o ponto x*, o qual foi gerado pelo primeiro
subproblema NLP, tem-se o MILP

Z= min o
X,y,o,u

sujeito a a>c'y+f(x)+ VX)) x-=x)+pu
By +g(x) + V'g(x) (x—x) <u
aeR xeXcR" yeY={01},u>0
A partir do relaxamento das variaveis binarias no problema acima, resolve-se j-
LPs até encontrar uma solucdo inteira. Quando esta solucgdo é encontrada é resolvido
um subproblema k-NLP e a partir desta solu¢cdo hd um acréscimo de uma inequagéo
para todos os nos abertos na arvore de busca, sendo que se ndo houver violacdo de
restricdo, a aproximacdo feita sera do tipo OA e se houver violagdo de restricdo, a

aproximacdo serd feita através de cortes de Benders. Assim, o MILP terd a seguinte
forma:

Z= min o
X,Y,o,u

sujeito a a>c'y+f(x) + V(x) (x—=x)+pu
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By +g(x)+Vgx) (x-x)<u

a>cly+ (X + VI =X+ pu, k=12, ... Kipsviaveis
axcly+ f(Xk) + (XK)T [By+ g(xk) —ul+pu, k=12, .. ,KnLpsinviaveis)
aeR, xeXcR", yeY={01}", u=0

onde Knvps viaveis) S40 todos pontos viaveis obtidos pelo NLP e Knips inviaveis) S80 todos
0s pontos inviaveis resultantes do NLP.

Branch and Bound Espacial Nao Linear

A diferenca entre o SBB linearizado e o SBB ndo linear esta na solucdo do problema
relaxado. Enquanto que o SBB linearizado resolve problemas LP relaxados para
encontrar limites inferiores, 0 SBB néo linear resolve problemas NLP relaxados.

Os algoritmos SBB linearizados partem da suposi¢cdo de que o LP relaxado
pode ser resolvido mais eficientemente que o NLP relaxado. Contudo, se muitos NLPs
resultantes de soluc@es inteiras do LP relaxado forem inviaveis, entdo os algoritmos
SBB linearizados podem encontrar dificuldades de convergéncia. A introducéo de
novas restri¢bes, resultantes de sucessivas linearizagdes, também podem trazer mau
condicionamento para os problemas LP relaxados, além de levar a possiveis cortes de
solucdes 6timas em problemas ndo convexos.

Por outro lado, os algoritmos SBB néo lineares partem da premissa de que 0s
subproblemas NLPs diferem por apenas algumas restri¢cdes e, portanto, a solucdo de
um NLP pode servir como uma boa estimativa inicial para outro NLP, acelerando a
convergéncia.

E de se esperar que o SBB néo linear seja mais eficiente em problemas com
poucas variaveis discretas e com maior ndo linearidade e ndo convexidade.
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8. Otimizagao de Processos Dinamicos

Exemplo 8.1: Para ilustrar o problema de otimizagdo dindmica, algumas vezes
chamado de otimizacdo em dimensdo infinita, pois envolve variaveis de decisdo que
séo funcdes, considere o sistema abaixo de um reator semi-batelada, com duas reacoes
exotérmicas:

Feed A Feed B
T4 +_E — 0 —
_B + ( —= ) _

Cooling

Water
onde C € o produto de interesse e D é um sub-produto. Iniciando com o reator vazio,
as alimentacGes de A e B, bem com a taxa de agua de resfriamento, estdo livres para
variar ao longo da operacdo. Para um dado reator, com dimensdes fixas, 0 objetivo
operacional pode ser o de determinar o tempo de duracdo da operacdo e as taxas de
alimentacdo de reagentes e agua, de modo a maximizar a concentracao final de C. O
projeto do equipamento também pode ser parte do objetivo do problema. Geralmente,
quando as variaveis de decisdo envolvem somente variaveis operacionais, 0 problema
é denominado de controle étimo.

A formulacdo matematica do processo acima pode ser genericamente
representada por:

F(x(1), x(t) y(®),u(t),v) =0
onde x(t), x(t) sdo as variaveis diferenciais e suas derivadas em relacdo a variavel

independente, t (geralmente o tempo), y(t) sdo as variaveis algebricas, u(t) sdo as
variaveis de controle e v sdo 0s parametros invariantes no tempo, a serem
determinados pela otimizacdo. Para o exemplo, u(t) representa as taxas de alimentacao
dos reagentes e da agua de refrigeracdo e v pode ser o volume do reator. As condicGes
iniciais para este problema podem ser descritas genericamente por:

1(x(0), x(0) y(0),u(0),v) = 0
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que juntamente com a forma funcional de u(t) e os valores de v determinam
completamente a resposta transiente do sistema.

8.1 Formulagao da funcéo objetivo e restricdes

A formulacdo da funcdo objetivo para um problema de otimizagdo dindmica pode estar
associada a determinacdo dos seguintes valores:

¢ horizonte de tempo da operacao, t; (tempo final);

e parametros invariantes no tempo, v;

e variacdo temporal das variaveis de controle, u(t), parat [0, tf].

de modo a minimizar (ou maximizar) um funcional ®(u(t),v,ty). A funcéo objetivo é
um funcional pois depende da escolha da funcéo u(t). No problema do reator semi-
batelada ® seria a concentracdo final do produto C e t; seria a duracdo da batelada,
resultando no problema de otimizacao abaixo:

max D = x3(ty)
tf ,V,u(t),te[O,tf ]

sujeito a:  F(x(t), x(t),y(t),u(t),v) =0
1(x(0), x(0) ,y(0),u(0),v) = 0
onde X3 € a concentracéo de C.

Se a funcéo objetivo a ser minimizada for a integral de uma funcgéo sobre todo o
intervalo [0, t¢]:

ts

DUVt = Jo (x(1), x(1) y(®),u(),v) dt
0

pode-se adicionar ao sistema de equacdes algébrico-diferenciais do problema, a
seguinte equacéo:

@ = @(x(t), x(t) y(t),u(t),v)

com a condicdo inicial ®(0) = 0, para ser integrada simultaneamente. Para o caso
particular de @ =1, tem-se o problema de minimizagéo do tempo de operacéo, t;.

Uma formulacdo mais geral para a funcdo objetivo envolve as duas formas
acima, ou seja:

ts

CD(U(t),V,tf) = W(X(tf)’ X(tf ) ,y(tf),u(tf),V) + J.(P (X(t), X(t) ,y(t),U(t),V) dt
0

Dentre as mais variadas formas de restricdes adicionais em um problema de
otimizacdo dindmica, tem-se:
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a) Limites nas varidveis de deciséo
tfmin <t <t
U™ <u(t) <u™ | vtelo,t]
Vmin <v< Vmax
b) Restricdes terminais
de igualdade: w(t) = w*
de desigualdade: w™" < w(t;) < w™

onde w representa alguma varidvel do sistema (x ou y), ou uma relacdo entre elas. Para
0 exemplo do reator, a quantidade final de material no reator pode ser fixada ou a
temperatura final pode estar limitada em uma dada faixa.

c) Restri¢Oes interiores

Aparecem quando algumas variaveis devem estar limitadas em alguns pontos no
interior do intervalo de operacdo, ou seja:

w™(t) < w(t) <w(t)

onde t; € [0, t). Como por exemplo, limitar a curva de aquecimento do reator dentro
de uma faixa determinada.

d) Restri¢Ges de trajetdria
S&o aquelas restricdes que devem ser satisfeitas durante todo o intervalo de operacéo,
ou seja:

W <w(t) <w™ vt e [0, t]

Por exemplo, no reator semi-batelada pode-se impor que a temperatura da reagéo ndo
deva ultrapassar um determinado valor para evitar a degradagéo do produto.

8.2 Principio do Minimo de Pontryagin

Antes de enunciar o principio do minimo de Pontryagin, é necessario introduzir os
conceitos do célculo variacional, que trata da selecdo de uma funcao desconhecida que
aparece no integrando de uma integral que deve ser minimizada ou maximizada em
funcdo desta selecéo.

Considere a seguinte integral:

t
S(x) = [olt, x(t), x(t)]dt

L’}

144



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

onde x(t) é a derivada de x(t) em relacdo a t. O problema do calculo variacional
consiste na selegdo de x(t) de modo a minimizar (ou maximizar) o funcional S(x).
Supondo que x*(t) é a funcdo que minimiza S(x) e x(t) € uma outra funcdo com uma
diferenca infinitesimal de x*(t) em cada ponto dentro do intervalo (ty, t,), define-se:

X = Xx(t) — x*(t)

como o operador variagao, ou seja, a variacdo de uma fungao representa uma mudanga
infinitesimal arbitraria na funcdo a um dado valor de t. Note que a variacao difere da
diferenciacdo, pois esta ultima corresponde a uma medida da mudanca de uma funcéo
resultante de uma mudanca especifica (ndo arbitraria) na variavel independente. A
equacao acima pode ser escrita como:

8x = X(£) — x*(t) = & $(t)

onde ¢(t) é uma funcdo arbitraria continua e diferenciavel e € é um parametro variavel
que tende a zero.

Como o operador variagdo acarreta uma mudanga infinitesimal em uma fungao
para um valor fixo de t, tem-se:

ot=0

ou seja, a variavel independente ndo participa do processo de variacdo. Outra
propriedade importante do operador variacdo é a comutatividade com os operadores de
diferenciagéo e integracéo:

d

d
aé‘x =a[€¢(t)] =&

dg e 5d—X:%—dL=%(x—x*):g

20 dg
dt dt dt dt

dt
t t t t t
8 [ x(t)dt =] x(t)dt — [ x*(t)dt =[[x(t) — x * (t)]dt = [ dx(t)dt
L’} L’} L’} L’} L’}

Como a condicdo necessaria de primeira ordem para o minimo local de uma
fungdo, S(x), pode ser interpretada como a existéncia de um ponto estacionario da
funcéo objetivo, entdo dentro de uma regiéo infinitesimal em torno deste ponto tem-se
que:

3S=0

Usando a propriedade comutativa chega-se a:

t
oS = _[ do dt
o]

onde 8¢ = @[x, X(t) t] — O[X*, x*(t) 1] = O[X* + & ¢, X* (1) + & ¢(t) 1] — Q[x*, x* (1) 1].
Expandindo ¢ em série de Taylor tem-se:
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QDX + € 0(t), X* (V) + & ¢(t), 1] = @[xX*, x* (1), t] + Vi o[x*, x* (1), ] € o(t) +
V3ol x* (1), ] ed(t) + Ol 9°(1), &4 (V)]
que eliminando os termos de ordem O(&?), resulta em:
8¢ =& {V o[x*,x* (), ] §(t) +V o[x*, x* (), 14(t) }
Para um ponto estacionario tem-se:
8S = etf(vlcp O+V1o d))dt =0
f

sobre qualquer funcdo arbitraria ¢(t). O segundo termo no integrando pode ser
integrado por partes (u = Ve e v =¢), resultando em:

2T T oot 2d or

[Vio ¢ dt=[Vyo (I)]tl - fa[vx(l)] ¢ dt

Se a funcdo x(t) é fixada nos contornos, t; e t,, entdo ¢(t) deve se anular nestes pontos,
pois ndo pode existir variacdo de x(t) nos contornos. Deste modo o primeiro termo da
integracdo por partes é nulo. Para o caso mais geral, onde algum contorno pode estar
livre, as seguintes condigdes de complementaridade devem ser satisfeitas:

Vieh=0 para t=t; e t=t

Ou seja, se S é para ser zero para todas as variacbes admissiveis (restritas somente
pela continuidade e diferenciabilidade) entdo o primeiro termo da integracdo por partes
deve ser sempre nulo. No caso de existir uma contribuicdo terminal na funcdo
objetivo:

S(x) = YIx(t,).t, ]+ tj(P[t, X(), x(B)]dt

a condic@o de complementaridade terminal seria:
[VI¥+Vp] =0 para t=t,

Substituindo a integracdo por partes em 6S = 0, tem-se entéo:

t
8S = 8f(V1(p —%[VTX([)])(I) dt=0
4

Como a equacdo acima deve ser satisfeita para qualquer funcdo arbitraria ¢(t),
continua, diferencidvel e que satisfaca as condi¢gdes de contorno, entdo o termo entre
paréntesis deve ser nulo, resultando na equacédo de Euler-Lagrange:

d
V,0 ——[V,0]=0
xP dt[ @]
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Exemplo 8.2: Para ilustrar, considere o problema de determinar a curva de menor
comprimento conectando dois pontos no espago, conforme a figura abaixo.

Ko b e — e ———

O comprimento de uma curva conectando os pontos (ty, X;) e (t,, X,) é dado por:

s(t) 5
S(x)= [ds=[v1+x“dt
s(ty) Y

onde ¢[t, x(t), x(t)]=V1+ %> e ds=+/dt?>+dx?> que é o comprimento de um segmento
infinitesimal da curva.

Aplicando a equacéo de Euler-Lagrange para o problema acima, tem-se:

o¢
V,p=22_0
X o
0 X
Vip="=

X V1+ X2

chp—%[vxcp]=0—i[a—(p)= d[ X ]:o

dtlox) dt| i, 2

=constante, 0 que implica que x*(t)= constante. Portanto,

ou seja:

1+ %2
como ndo poderia deixar de ser, 0 caminho mais curto entre dois pontos é uma reta:
x*(t)=at+h.

Naturalmente, para assegurar que a funcdo x(t) minimize o funcional S(x), a
condicéo suficiente de segunda ordem deve ser verificada, que no caso de variacOes
significa que a segunda variacdo de S deve ser positiva para todas variagcdes possiveis
de x, isto é:
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§°S>0 , V &x

que é equivalente a (8x)" V25 (x*) 8x > 0, ou ainda pela condigéo de segunda ordem

de Legendre:
VZp(x*,x*t) >0

Aplicando esta condigdo para o exemplo acima tem-se:
1

Vo= 1
X (1+X2)3/2
logo, a solucéo 6tima x*(t) minimiza o funcional S(x).

Retornando ao problema de otimizacdo de sistema dindmicos, seja entdo o

problema:
t¢

o xo M goy OO = VX + [0 (0. ot
sujeitoa:  x(t) = flx(®),u®),t] , x(0)=x,
h[(t),t] =0

Introduzindo os multiplicadores de Lagrange associado as restri¢cbes chega-se a:
L[x(8),u(t)A().n.t] = wix(t).t] + n' hix(t).t] +

ty
[ [X(1),u().8] + A7(t) (FIX(B),u(t),t] —x(t))} dt
0

que pode ser dividida em duas fungdes:

Ox(t),n,td = wIx(t).td + n' h[x(t),tq e
AIX(),u(t) (1), = @IX(0),u(t),t] + AT (t) (FIx(V).u(t),t] —x(t))

resultando no funcional:

ty

L[X(t)’u(t)!k(t)’n’tf] = ®[X(tf)!n’tf] + IA [X(t),U(t),k(t),t] dt
0

que ao ser minimizado resulta nas equacgdes de Euler-Lagrange:

VA —%[VXA]=0=VX@+v§f A+

VmA—%[VQA]:O = Vi ,A=cte

onde a(t) = u(t), e pelas condi¢des de complementaridade para o(t, ):

[V,0+V Al 0,=0 = V,O+V,A=0 = V,A=0 parat=t
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pois o(t;) € livre (dw¢ = 0) e ® ndo depende de , chega-sea V, A =0 V t, ou seja:

VoA=0=V 0+VIfA=V,0+V]fA

Definindo a seguinte fungdo de Hamilton (ou Hamiltoniano):

HIX(®),u(t) A(0),8] = @[x(0),u().,t] + 1) fIx(0),u().]

entdo, as condigdes necessarias de primeira ordem (Euler-Lagrange) descritas acima
séo equivalentes a:

X=V,H=f

A=-V,H=-V,0-VIfi

V,H=V,0+V] fA=0
que devem ser resolvidas juntamente com as condigdes iniciais e finais e as condicoes
de complementaridade:

X(0) =X,

h[x(t),t] =0

[V 1) — Mt)]" 3x(t) =0

{HIx(t),u(t) A (t).t] +V, ©} 8t =0

A condicdo de segunda ordem pode ser verificada pela positividade de V2H . Este

conjunto de condigbes sdo conhecidos como Principio do Minimo de Pontryagin
(1962), e os multiplicadores de Lagrange, A(t), sdo conhecidos como variaveis

adjuntas. Para as partes do caminho u(t) sobre as restrices u™ ou u™ vale a
seguinte condicdo de otimalidade, no lugar de V,H =0:

H[x*(t),u*(t),A*(t),t] < HX*(t),u(t),A*(1),t]
para todos as possiveis funcdes u(t).
Para problemas com restri¢cdes de desigualdade do tipo:
g[x(®),u(t),t] <0 , vtelO,t]

onde g € R é duas vezes continuamente diferenciavel e o subconjunto de restrices
ativas, g%, ndo deve ser maior que o nimero de variaveis de controle, u, e deve
apresentar uma matriz Jacobiana, Vg% de posto completo V t € [0, t]. Exemplos de
restricdes de desigualdade que satisfazem estas condi¢fes séo:

U™ <u) <u™ | vite O, t]
U™ [x(6),t] < u(t) < U™ x@),t] , Vte [0, t]
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u®)|<u™ , vtelo,t]
Jlu®I?<r®, vtel0,t],reR
Introduzindo fungdes de folga z(t), isto é:
gilx@®,u()t] + 22@t)=0 , i=1,2,...p
tem-se o integrando da funcédo de Lagrange na forma:
ATX(0),u(t)A(0).8] = e[x(B),u(t),f] + A7() (FIx(B),u(t)f] —x(t)) + u' () (@x®.u(t)f] +2%(t))
onde o vetor z2(t) = [...z2(t)...]". Neste caso as equacdes de Euler-Lagrange sio dadas

por:
V. A —%[VXA]=O:VX@+VIf A+Vigu+i
VwA—%[Vd,A]:O = Vi ,A=cte
VZA—%[VzA]:O = V,A=cte
De modo analogo as condicGes de complementaridade para «(t), que resultam em
V,A=0 Vt, paraa funcdo z(t) tem-se:
[V,0+V,A]"8z,=0 = V,0+V,A=0 = V,A=0 para t=t
logo, V,A=0 V't e, peladefinicdode A, u; z, =0, ouainda p; g;=0,i=1,2,...,p.
Definindo o Hamiltoniano para este caso:
HIX(®),u(),1(0).1] = e[x(),u().t] + 1)) Fx(¥),u(®),t] + 1) gIx(®),u(t). 1

entdo o Principio do Minimo de Pontryagin (ou condigdes necessarias de otimalidade
para systemas dinamicos) é dado por:

X=V,H=f

A=-V,H=-V o-VIfA-Vigu

V,H=V,0+V fA+Vigu=0

n>0

V2ZH >0 V {du| V' g®du =0}
juntamente com as condicg0es iniciais, finais e de complementaridade:

X(0) = %o

h[x(t),t] =0

[Vy,)® — A(t)]" 8x(t) = 0
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{H[X(tf)!u(tf)’)‘*(tf)’tf] +th ®} 81:f =0

Hi gi = 0, i= 1,2,...,p.

8.3 Controle étimo
Analisando inicialmente o problema de controle 6timo para sistemas lineares:

x(t) = A x(t) + B u(t) , x(0) =x,

com a seguinte funcdo objetivo quadratica:
1 1
S[x(t),u(t),t] = EHX(tf )Hje +2 | ﬁ|x(t)||fg o ), (t)]dt
0

onde [X>=x"Rx e R2>0, Q(t) > 0e W() > 0 sio matrizes simétricas de pesos.

Definindo o Hamiltoniano para este problema:

HIX(t), u(t) A ().4] = %”x(t)”é(t) +%||u(t)||5v(t) +2T [AX +B U]

entdo, pelo principio do minimo de Pontryagin, tem-se:
x=V,H=AXx+Bu
A=-V H=-Qx-A"A
V,H=Wu+B'A=0
X(0) =X,
AUty) = R x(ty)
que resolvendo para u(t), chega-se a:
u=-W+'B"A
x =Ax-BW'B'A
gerando um problema de TPBVP (two-point boundary value problem) para x e A, cuja
solucdo minimiza a funcéo objetivo, pois VZH =W > 0, e é um minimo global devido
a convexidade do problema. Se a solugdo A(t) do problema de TPBVP puder ser
expressa como uma funcdo da solucdo x(t) em termos de uma transformacao linear
P(t) € R™", isto é, x(t) ser uma base de solugdes para A(t):
A(t) = P(t) x(t)
entdo a solugdo do TPBVP pode ser facilmente obtida. Para verificar tal possibilidade,

primeiro substitui-se esta dependéncia nas equacdes para x e A, e subtrai-se uma da
outra resultando em:

(P+PA+A'P-PBW'B'P+Q)x(t)=0
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que deve ser satisfeita V t, logo como x(t) = 0 ent&o:
P=-PA-ATP+PBW'B'P-Q

que é uma equacdo diferencial matricial ndo linear, conhecida como equacdo de
Riccati dindmica, cuja condicdo de contorno é obtida de A(t;) = R x(t;), ou seja:

P(t) =R
Fazendo a mudanca de variavel T = t; — t, tem-se dt = —dt e:
P=PA+A'TP-PBW'B'P+Q
P(O)=R

Portanto, o problema de TPBVP foi transformado em um problema de valor inicial de
dimensédo n (n + 1) / 2, pois P(t) € uma matriz simétrica. Com a solucdo da equacéo de
Riccati dinamica, a lei de controle 6timo quadratico é dada por:

u* = —K(t) x*(t)
K(t) = W(t)™ B(t)" P(t)

que é independente da condicao inicial x,. O sistema dindmico em malha fechada pode
ser escrito como:

x*=(A-BW B P)x*=Acx*, X(0)=X

onde A(t) = A - B W' B" P é a matriz caracteristica da dindmica do sistema
regulado. Observa-se também que o valor étimo da funcdo objetivo é dado por:

SRt = 2 X PO)%,

onde P(0) € obtido em t = 0 (t = t;). Este resultado pode ser verificado pela equacao:
%(XTPX)z XTPX+X Px+x Px

que ao substituir as expressdes para P e x*, resulta em:

%(XTPX) =X Qx-x"PBW'B"Px=-x"Qx—-u"Wu

Integrando a equagdo acima em [0, t;] tem-se:
t

x(0)" P(0) x(0) = x(ty)" P(t) x(ty) + [(x"Qx+uTWu)dt = S[x(t),u(t)t]
0

pois P(t;) = R.

Fazendo a integracdo em [t, t;] tem-se:
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t
()" P(t) x(t) = x(t)" Rx(t) + [(x"Qx+u"Wu)dt >0
t

de onde conclui-se que P(t) é positiva semidefinida.

Para o caso particular de um sistema invariante no tempo, com [A B]
controlavel, t; = o e matrizes pesos constantes, a lei de controle 6timo pode ser obtida
atraves da solugédo da equacéo de Ricatti estaciondria:

PA+A'TP-PBW'B"P+Q=0

que pode ser eficientemente resolvida via decomposicdo em valores caracteristicos do
gradiente do Hamiltoniano associado. Neste caso a matriz de ganhos, K, da lei de
controle é invariante no tempo.

Na maioria dos casos de controle étimo ndo linear, € mais eficiente tratar o
problema como uma programacéo ndo linear do que utilizar o principio do minimo de
Pontryagin, para obter o controle étimo, u(t). Nestes casos, a escolha da forma das
variaveis de controle toma um aspecto mais de engenharia do que matematico, pois
dependera da forma com que as agdes de controle serdo implementadas na pratica.
Alguns tipos de variagdes mais comuns para as variaveis de controle estdo ilustrados
abaixo.

\/

Cantral Variable
—
Comtrol Variable

Time, t Time, ¢
—_— —_—

fa) Precewise constant controls (B Piecewise linear conirols

Cantral Variable
Comtrol Variable

Time, 1 Time, ¢
—_— —_—=

(ol Plecewise limear confinuons conirols (d) Polvnomial conirols

Sendo as duas primeiras mais freqlientemente utilizadas em controle 6timo de
processos.

153



Otimizacéo de Processos - Prof. Argimiro R. Secchi - PPGEQ/UFRGS

Para qualquer um dos casos acima, o algoritmo abaixo mostra uma maneira de
solucionar o problema de otimizacdo dindmica via NLP, conhecida como método da
tentativa-e-erro ou single-shooting.

algoritmo
1) Escolher um perfil inicial para as variaveis de controle, u°(t), k = 0.

2) Integrar o sistema de equacdes algébrico diferenciais.

3) Calcular a funcéo objetivo e restri¢Ges.

4) Corrigir as variaveis de controle pelo uso de métodos de NLP.

5) Verificar a convergéncia de u(t). Caso ndo esteja satisfeita k « k + 1 (ir para 2).
6) FIM.

Outra forma de resolver o problema é através da discretizacdo das equacdes
diferenciais (ou método de multiple-shooting) por técnicas de elementos finitos,
diferencas finitas ou aproximacdo polinomial, gerando um problema algébrico de
programacdo ndo linear de elevada dimensdo, que também pode ser resolvido por
qualquer método de NLP com restricéo.
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Exercicios

1) A figura abaixo representa um extrator onde entram uma solugdo com uma vazdo F = 104
kg H,O / h e uma concentragéao x, = 0,02 kg A / kg H,O, e um solvente B puro a uma vazéo

W kg B / h a ser determinada. A corrente rafinada sai com uma vazéo F = 104 kg H,O / h e
uma concentracéo x kg A / kg H,O e ainda um pouco de solvente B dissolvido em agua. No
extrato, a vazdo é de W kg B / h e a concentracdo y kg A / kg B. Calcular a vazdo 6tima W de
B.

l 13
dados: prec¢o do soluto no extrato: 0,4 $/ kg A F__ .
X
preco do solvente B: 0,01 $/ kg B ° l
solubilidade de B em &gua: 0,0007 kg B / kg H,O ¥

relagdo de equilibrio: y =k x (k = 4)
0 despejo ndo tem valor comercial.

critério de desempenho: Lucro = $ soluto extraido - $ solvente utilizado.

2) Calcular as vazdes 6timas de solvente para o exercicio anterior quando dois extratores em
série sdo utilizados no lugar de apenas um extrator, conforme figura abaixo. Considere a
mesma relacdo de equilibrio e a mesma solubilidade de B em &gua para os dois extratores.

"y

3) A figura abaixo representa um trocador de calor em contra-corrente, onde uma corrente de
processo com vazdo W; = 1000 kg / h e temperatura T, = 200 °C é resfriada a T, = 100 °C

por uma corrente friaa t, = 60 °C. Calcular a vazéo 6tima W, do refrigerante (kg / h) bem

como a area de troca térmica 6tima A (m2). Considerar cp = 1 kcal / kg °C para as duas
correntes e U =500 kcal / hm2 °C,
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3
dados: investimento do trocador de calor: 3200 (A / 50)048 $ T 1
i . -6 W,
custo do refrigerante: 5 x 10-6 $/ kg 1 i A
custo de manutencgéo: 2 % do investimento / ano 1 L
tempo de operacgéo: 8640 h / ano - T .
z z

critério de desempenho: custo anual = 50 % custo

operacional + 10 % ao ano sobre o investimento

4) A figura abaixo representa um sistema de dois trocadores de calor em série, onde uma
corrente de processo com vazao F, = 1000 kg / h e temperatura t, = 20 °C deve ser

aquecida a t, = 100 °C por correntes de vapor saturado a T, = 100 °C e T, = 120 °C,
respectivamente. Calcular as vazdes 6timas W1 e Wo das correntes de vapor (kg / h) bem
como as areas de troca térmica otimas A; e A, (m2). Considerar cp = 1 kcal / kg °C, U, =
300 kcal / h m2 °C, U, = 400 kcal / h m2 °C, &, = 500 kcal / kg e %, = 600 kcal / kg.

I T

Fo, t t t
0—’0 Al, U1 L AZ, U2 ’2

A 4

TWl, T, TWZ’ T,

dados: investimento dos trocadores de calor: 160 (A;)05$ e 320 (A,)0.5 %
custo do vapor: (a 100 °C)5x 106 $/kg e (a120°C)1x 102 $/kg
custo de manutencgéo: 2 % do investimento / ano
tempo de operacgéo: 8640 h / ano

critério de desempenho:

custo anual = 50 % custo operacional + 10 % ao ano sobre o investimento

5) Um reator CSTR converte um reagente A em um produto B através de uma reacdo
catalitica endotérmica. O catalisador pode ser continuamente injetado no reator e a
temperatura do reator pode ser controlada pela injecdo de vapor através de uma serpentina.
Alguma converséo pode ser obtida somente com o aquecimento, sem a adi¢do de catalisador.
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Por outro lado, pode-se também obter alguma conversdo somente com a adicao de catalisador,
sem 0 aquecimento. O produto B pode ser vendido por R$ 50 / mol de B. O custo do
catalisador (R$ / mol da alimentacéo) é dado pela expressao:

C,=2+10 X, +20 X

onde X. é a fracdo molar de catalisador. O custo do vapor (R$ / mol da alimentacao) é dado
pela expressao:

C,=1+0,003S+2x10 °s?

onde S é a relacdo de kg de vapor / mol de alimentacdo. A conversdo em termos das
quantidades de catalisador e vapor € dada por:

Xg=01+03X,+107*S-10"* XS

onde Xg € a relacdo de mol de B / mol de alimentacdo. Deseja-se saber qual o lucro maximo
deste processo produtivo por mol de alimentacao.

6) Encontre o minimo global da funcéo

f(x)=xZ +x% —3x, + 15X,

sujeito a: (X, +X5)% =4 (X, —X,)=0
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