CURSO DE NIVELAMENTO AO M. Sc./PEQ-2010
PROF. EVARISTO

Interpolacao Polinomial e Quadratura Numeérica

Teorema de Weierstrass: se f(x) € uma fungdo continua em um intervalo fechado
[a, b], entdo para cada € > 0, existe um polinémio de grau n(e) tal que:
| f(X) — pn(X)| < & V x € [a, b]

Embora seja um teorema motivador para usar polindmios, o valor de n(e) geralmente néo é
conhecido, principalmente quando f(x) ndo é dada explicitamente. Outro motivo para usar
polinbmios na aproximacdo de funcbes é que suas derivadas e integrais sdo faceis de
determinar e também sdo polinémios.

Como a aproximacdo polinomial obtida por expansdo em série de Taylor concentra a
sua precisdo préxima ao ponto em torno do qual a funcéo foi expendida (o), @ mesma nao é
adequada para a maioria das aplicagbes praticas em que, geralmente, se deseja uma boa
aproximacgédo em um amplo intervalo de defini¢do da funcéo f(x). Contudo, o polindmio obtido
pela expansdo de Taylor é de grande utilidade na analise numeérica para estimativas de erros
de técnicas numeéricas. Portanto, neste capitulo sdo abordados polinémios que utilizam dados
em varios pontos do intervalo, chamados de polindmios interpoladores.

Dados n+1 pares de valores {x;, f(x)}, 1 =0, 1, 2, ..., n, existe um e somente um
polindbmio pn(x) de grau < n no qual

f(x)) =pa(x), 1=0,1,2,..,n.

Portanto, embora existam vérias formulas de interpolacdo polinomial, se elas
utilizarem as mesmas informacg6es nos pontos nodais {xo, X1, X, ..., Xn}, €ntdo 0s polinémios
obtidos serdo 0s mesmos.

Naturalmente, se f(x) for um polinbmio de grau < n, entdo a aproximacgao também sera
exata V X #X;.

n
Expressando o polindmio interpolador na forma: p,(x) = Zcix'
i=0
os coeficientes c; sdo solugdes do sistema abaixo de n+1 equac6es algébricas lineares:
2 n
Co +C X +C X5 +--+C. % = T(X,)
2
Co +C X +C, X +---+C, X = F(x)

2 n
Co +CX, +C, X +--+C, X, = F(X,)

cujo determinante da matriz dos coeficientes:

2
1 %X, X

2--;
vl B

1 x x> - X"

n n n

é chamado de determinante de VVandermonde, sendo ndo-nulo se x; =x; V' i # J.
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O problema desta técnica de determinacdo dos coeficientes € a sua tendéncia de
propagar os erros de arredondamento a medida que 0s pontos nodais se aproximam uns dos
outros, pois 0 determinante de Vandermonde tende a zero nestas situagOes, gerando um
sistema de equacgdes mal condicionado.

Exercicio: Implementar o cddigo abaixo no MATLAB ou SCILAB para interpolar a fungéo

_ f(x)= senh(® x)
- - xsenh(®)

que é a solucdo analitica do problema de reacdo com difusdo em um particula catalitica
esférica isotérmica com reacdo de primeira ordem (x é o raio adimensional e y é a
concentracdo adimensional). Utilizar como pontos nodais, pontos igualmente espagados entre
0,1 e 0,9, com espacamento uniforme de 0,1 para o caso (a) e de 0,04 para o caso (b). Apds
obter o polinémio, interpolar a fungdo nos valores de 0 a 1 em intervalos de 0,01. Note que
entre 0 e 0,1 e entre 0,9 e 1 os valores serdo extrapolados. Comparar 0s dois casos.

dx=0.1; % para o caso (&)
dx=0.04; % para o caso (b)

x=[0.1:dx:0.9]"; % pontos nodais

phi=5;
y=sinh(phi*x)./(x*sinh(phi)); % valor da funcdo nos pontos nodais

n=length(x); % numero de pontos

xc=[0:0.01:1]"; % pontos para interpolacao

m=length(xc);

yc(1)=phi/sinh(phi);

yc(2:m)=sinh(phi*xc(2:m))./(xc(2:m)*sinh(phi));

% formacdo da matriz de Vandermonde

Um=ones(n,1l); % vetor de tamanho n x 1 com todos elementos iguais a 1

C=inv(M)*y; % coeficientes polinomiais (inversdo sem pivotamento)
% C=M\y; % coeficientes polinomiais (inversédo com pivotamento parcial)

pnl1=C**(Um*xc") -~([0:n-1]**ones(1,m)); % valores interpolados

%

% forma alternativa calcular os valores interpolados
%

%for i=1:m

% pnl(i)=C(n);

%  for j=n-1:-1:1

% pnl(i)=pnl(i)*xc(i)+Cg);

% end

%end

condM=cond(M) % numero de condicionamento da matriz dos coeficientes

plot(xc,yc,"b:",xc,pnl, "r",x,y,"0");
legend("exato”, "polindémio”, "pontos™);
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O resultado do exercicio acima € mostrado na figura abaixo, em que se observa no caso (b) o
efeito dos erros de arredondamento devido a inversdo matricial sem pivotamento do sistema
de Vandermonde gue neste caso € mal condicionado. Este problema ndo ocorreria se fosse

realizada a inversdo matricial com pivotamento (parcial ou total).
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Para mostrar que 0 mau comportamento da interpolacdo polinomial de grau elevado

[Caso (b) da Figura acima] € decorrente do procedimento numérico empregado na resolucédo
do sistema algébrico linear, 0 mesmo problema serd resolvido aplicando-se outro
procedimento numérico na resolucéo do sistema algébrico linear. O procedimento é p “Isolve”
encontrado no MATHCAD e cujo trecho do programa é mostrado a seguir.

®:=5  ¢:=sinh(d) f(x) =if| x= o,E,M
™ " c XC
Coef(AX) := |n « —
AX
for ie0..n
X« .1+ i-AX
pot « 1
b, < (¥ Pint(x.0) = |n <« last(c)
«cC
for j €0..n y<<,
A. . « pot for ien-1..0
I’J
Yy < y-X+C.
pot < pot-X i
Cc « Isolve(A,Db) y
Axi=04  ge=Coef(ax) fint®) =Pint(xc)  n:=last(c) =0.n  X;=1+iAX
k
k:=0..100 =—
% 100

Para o caso (b), o resultado obtido é mostrado na Figura seguinte.
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I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Xics Xic> Xi

n .
Outro aspecto sobre a formulagdo p,(x) = Zcix' é a sua forma ineficiente de calculo
i=0
de interpolagdo. A forma alternativa (aninhada):

Pa(X) = Co +X- (6 +X-(Cy -4+ X (C, s +X-C,)) )

requer um numero bem menor de operacdes de multiplicacdo (2n—1 contra n-(n+1)/2) e pode
ser implementada conforme o algoritmo:
P < Cn
Parai=n-1,n-2, ..., 2,1, 0, faca
p<p- X+
Este algoritmo estd implementado de forma comentada nos dois c6digos anteriores.

As formulas de interpolacdo mais comumente usadas e que ndo fazem uso do
determinante de Vandermonde sdo a férmula interpoladora das diferencas divididas de
Newton e os polinémios interpoladores de Lagrange.

0.1 Tabela de diferencas de Newton

Partindo do conceito de derivada:

G ) tim LR =100)
dX |y, =X X=X,
s FO)-F(X) . S
a aproximagdo ———— = = f[x,X,] para X # Xo € chamada de primeira diferenga dividida

0
ou diferenca dividida de ordem 1 com relagéo a x e Xo.

Aplicando o teorema do valor médio diferencial:
f(b)-f(a)

b a para f(x) € C'[a, b] e algum & € [a, b], ent#o:

f'8) =

fIx,%,]= f'(€) paraalgum & e [X, Xo],
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ou seja, f[x, Xo] esta relacionada com a derivada primeira de f(x).

Considerando o problema da interpolacdo linear passando pelos pontos {Xo, f(xo)} €
{x1, f(x1)}, temos:

F(¥) = p(X) =2 +a,-(x—X))
como f(x)=p(%) —> a="7(x)
fx)=px) - fx)=100)+a-(x—X)
o a= 0 0o ] ousela, P00 F06)+ ol ()
Usando a definicao de erro (ou residuo) da aproximacao:
F(x) = p(x) +Ri(x)

e sabendo que Ry(x) deve se anular em Xg € Xi:
R(X) = 9(x)- (x=x)(X = X,)

ou ainda R,(x) = f ()~ ()~ £ D% X (x=xp) =~ 08) (e £, ] (x =)

0

fIX, %, ]—

R () = ( F[x %]~ FI% %,]) (X~ %) = Do %l x ) x-x,)

em que X %)= X, %] f X, X, %] -

Definindo a fungéo:
Q(t) = F(t) — py () - (t—x)(t—X,)9(x)

ela se anula pelo menos emt = x5, t = Xp e t = x, logo Q'(t) deve se anular pelo menos duas
vezes no intervalo [x, Xo] e Q"(t) deve se anular pelo menos uma vez em um pontot=§ e [X,
Xo]:

Q"(€) = f"(€)— p{(€)-2!g(x) =0
como p;/(§) =0 (polindbmio de grau 1) temos:

f'(€)
21

Agora, se mais um ponto {xz, f(x2)} for incluido no conjunto de pontos nodais:
f(X) = po(X)=a,+a; - (X—X%)) +a, - (X=X )(X— %)
fica evidente pelo exposto acima que

g(x) =

az = f[x2, X1, Xo]

podendo também ser tomado como uma boa aproximacéo para Ry(x) se f”(x) for uma funcéo
suave (que ndao muda bruscamente para diferentes valores de x). Isto mostra que as formulas
das diferencas divididas de Newton podem ser usadas para determinar o grau apropriado do
polinémio interpolador em funcdo da qualidade desejada da aproximacao.
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f[xz’ Xo]_ f[xl’ Xo]

Retomando a expressao: f[x,, X, X,]=

X, =%
f(x)— (%) FO)—f(x)
f[X,, X, %, 1= X, =% X =X :(X1—Xo)(f(X2)—f(Xo))—(Xz—XO)(f(xl)—f(xo))
2 h (% = %) (4 =%)(X;, = %)
f[xz,xl,xo]:(xl—xo)f(x2)+(x0—x2)f(x1)+(x2—xl)f(xo) ou ainda

(% = %) (4 = %) (%, =%,)

= (% = %) F (%) = (% = %) F (%) — (% — %) F () + (X, = %) (%)
(X, = %) (% = %) (X, —X,;)
(X1 B Xo)( f (Xz) — f (Xl))_(xz _Xl)( f (Xl) - f(Xo))
(Xz _XO)(Xl _Xo)(xz _Xl)
FO)—F(x)  FO0)— (%)
X, =% X~ X _ f[XZ’Xl]_f[X]_’XO]
X, =X X, =X
ou seja, f[Xz, X1, Xo] = f[X1, X2, Xo] = f[Xo, X2, X1] = f[Xo, X1, X2] = f[X1, X0, X2] = f[X2, X0, X1], @

ordem dos argumentos das formulas das diferencas divididas é indiferente. Das expressdes
acima, podemos observar também que:

) ) f(x)
(Xz_xo)(xz_x1) (Xl_xo)(x1_xz) (Xo_xi)(xo_xz)

D% %0 %

f[XZ,Xl,XO]:

%0 %, %] =

X, %, %] =

Generalizando para n pontos nodais, com a inclusdo da diferenca dividida de ordem
zero:

fIxi] = f(x:)
temos para a diferenca dividida de ordem k:

FIX X0 %o, X 1= FIX 0 Xy o0 X0, X0 . k=1,2,3,..,n
X=X

F[X X000 %o, X0 X1 =

e 1x % 6l= g e [l
Oerro da mterpolagao por um polindmio de grau n é:
Rn(X) = f[X’ Xn’Xn—l"“’XZ’X].’XO]H(X_Xi)
i=0

f(n+1)
ou R (x (n+1()?1‘[( %), Eelxxl

sendo que a segunda forma € Gtil somente quando a funcgéo f(x) for dada explicitamente.
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Exemplo: obter o polindmio interpolador de grau 3 usando as formulas das diferencas
divididas de Newton para os dados abaixo:

Xi Vi A1 Ao A3
0 -5
6
1 1 2
12 1|
3 25 6
30
4 55

ps(X) = f[xo]+ f[Xi,XO]-(X—XO)+ f[Xzixl’Xo]‘(X_XO(X_Xo)"' f[xsvszX11X0]‘(X_X2)(X_X1)(X_Xo)
P(X) = —5+6-(x~0) +2- (x~1)(x ~0) +1- (x~3)(x ~1)(x ~0) = x* ~ 2x* + 7x =5

A tabela das diferencas divididas de Newton € construida da seguinte maneira:

f[Xa, X2, X1, Xo] |

f[Xn, Xn-15 Xn-2, Xn'3] ||

i Xi Vi

0 | X [ f[xo]
f[Xl, Xo]

1 X1 f[x1] f[X2, X1, Xo]

2 X2 f[Xz]

n—1| Xn1 | f[Xn-1] f[Xn, Xn-1,%n-2]

f[Xn, Xn—l]

n Xn f[Xn]

f[Xn, Xn-ll ey Xl! XO]

Para um x qualquer entre Xo € Xn, a interpolacdo polinomial de grau n € obtida através
das expressoes:
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f [xo,x]:M: f(X)=f(%)+(x=%)- f[%,x], mas:

f [, X, X] = f[xl)(;’j::: [%.X] = X, X]= f %, % ]+(x=%)- f[X, X, X], mas:
f[%, %, %, X] = fe %)= f %%, ] f %0 X X] = F [ %0 X0 X [+ (X=X, ) [ X, %, X0, X]

X]: f[ ETEIEID X] [anza“',XO,X]j

X, — X

f X0 %o X] = £ [ X gy X %o [+ (X=X 0 ) - F [ X0 X0 %o, X]

e, finalmente:
f[xm o1 X Xo] [Xn—l’xn—Z"”’XO'X]:
X, — X

f[xn—l’xn—Z'”"XO’ ]_ f[ n?’ n—l' “’Xl’XO]+(X_Xn)'f[xn'xn—l' ' Xl’XO'X]

f X0 Xy o0 X0 X0 X] =

X %, X][ J(x—x) € o erro da interpolagéo, que pode ser
i=0
estimado com o uso de um ponto adicional {Xn+1, f(Xn+1)} préximo a x.

em que o Gltimo termo: f[x

R ETR

Exemplos:

a) A tabela abaixo contém os valores da viscosidade (em centipoise) de uma solucdo contendo
60% de sacarose a varias temperaturas. Construa a Tabela de Diferencas destes dados.

T B
°C) (centipoise) = A A
10 113,9
-5,72
20 56,7 0,17255
-2,269 -0,004088 |
30 34,01 0,0499
-1,271
40 21,30

b) Refaca a Tabela de Diferencas adotando In(u) no lugar de u:

T In
o) ) M A, As
10 4,735321
-0,069755 |




0.2 INTERPOLACAO DE LAGRANGE 9

20 4,037774 0,000932
-0,051112 -0,000024 |
30 3,526655 0,000216
-0,046795
40 3,058707

Algoritmo: Interpolacéo polinomial de Newton
Dados n+1 pontos {X;, yi}, deseja-se interpolar a funcéo em x = X"
Parai=0,1, 2, ..., n, faca
Aio < Yi
Parai=1, 2, ..., n, faca
Paraj=0,1, 2, ..., n—i, faca

Aj+1,i—1 -A

A« 11
Xip; = X;

1!

p«1

y <« Aop

Parai=1, 2, ..., n, faca
P (X=X1) - P

y <Y +p-Ag

Ao final do algoritmo y~ contém o valor interpolado de f(x) em x = x .

0.2 Interpolacao de Lagrange
Na derivagdo das formulas das diferencas divididas foi adotada a forma polinomial:
n-1
Po(X) =8 +a, (X=X) +8, - (X=X ) (X=%,) +---+a, - [ [ (x=%)
i=0

para a determinacdo dos coeficientes a;, i = 0, 1, 2, ..., n. No caso da interpolacdo de
Lagrange, a forma polinomial adotada é a seguinte:

Pa(X) =Bg - (X=X )(X=%;) - (X=X, ) + By - (X=X ) (X=X )+ (X=X, ) -+
By - (X=X ) (X =%} (X=X ) (X =X, ) =+ (X=X ) oo+ By - (X=X ) (X=X )+ (X=X, 1)

cujos coeficientes b;, i = 0, 1, 2, ..., n sdo determinados diretamente pelas condicdes
pn(Xi) = f(xi),1=0,1, 2, ..., n, resultando em:

b = 04 L i=0,1,2, .1,
(Xi - XO)(Xi - Xl)"'(xi - Xi—l)(xi _Xi+1)‘”(xi _Xn)
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Definindo os interpoladores de Lagrange:

noX—X.
0,(x) = L i=0,1,2,..,n
1,:!xi—xj

j#i

gue sdo polindbmios de grau n, temos:
P.() =D £,(0)F(x).
i=0

Pela definicdo de ¢,(x), podemos observar que:
0 ,i#]

f.(x.)=9 =
(%)=3,; {1 =

OU Seja, Xo, X1, X2, -y Xi-1, Xi+1, --., Xn SA0 @S N raizes de 7;(X) .

Se f(x) = X, entdo x* = Zﬁi(x) x¢ parak =0, 1, 2, ..., n, pois a aproximagao ¢ exata
i=0
se f(x) for um polindmio de grau < n. Desta relacdo resulta para k = 0:

Zn:(i(x):l.

Definindo o polindmio nodal, que tem como raizes x = x;, i =0, 1, 2, ..., n, logo de
graun + 1:

Pra(¥) =25, - (X=X ) (X = X) -+ (X=X _ ) (X = X;) = a4 'ﬁ(x_ X;)

e chamando de ¢;(x) =] J(x—x;) o numerador de ¢,(x),i=0, 1,2, ..., n, resulta que:
j=0
j#i

Ei(x):qi(X) € an+l'qi(x)=L;()'

g (%) X=X
. . . P H Pn+l(x) ' .
Aplicando o limite para x — x; na segunda expressédo: lim—/=—==P/ (x ), temos:
X=>¥% X — Xi
an+l'qi(xi) = Pn’+1(xi) € Ei(x) :L(X) 1=0,1,2,...n

(X — X ) Pn’+l(xi) ,

Sabendo que f(x) = pa(X) + Rn(X) e que Ry(x) deve se anular em x;, i =0, 1, 2, ..., n,
entdo Ry(x) = Pn+1(X) - G(X), que procedendo de maneira analoga a secéo anterior, a fungéo:

QM) = f(t) - p, (1) = R.. (1) - G(x)
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deve se anularemt=x;,i=0,1, 2, .., neemt=Xx ouseja, em no minimo n + 2 vezes dentro
do intervalo [Xo, Xs]. Portanto, Q™%(t) deve se anular em pelo menos um ponto neste
intervalo, t = &:

Q(ml) (&) —0=f (n+1) ((ﬁ) _ pr(]n+1) ((tj) Pn(ffl) ((ﬁ) . G(X)

como p™Y (&) =0 (polindmio de graun) e PP (€) =a_, - (n+1)!, temos:

n+l

_ 7@ fWWQ
G(X)_aml-(n+1)! e R n+1)! 1 H(

com & € [Xo, X

Exemplo: obter o polinémio interpolador de Lagrange de grau 2 para 0s seguintes dados:

i Xi Vi= f(Xi)
0 0 -5

1 1 1

2 3 25

/(X) = (x=x)(x=%) _ (x=1)(x=3) _x*-4x+3
T (= x)(%—%)  (0-1)(0-3) 3
(X=X%)(X=%,)  (x—0)(x—3) —x*+3X
(4 =%)4-%) (@-0)1-3) 2

£ (x) = XXX =%) _ (x=0)(x=1) _ x*—x

B %) T G-0E-D 6

El(x) =

2
p,(x) = Zﬁi(x) f(X%)=-5-£,(X)+ £, (X)+25-,(X) =2x* +4Xx -5

i=0

Comparando com as diferencas divididas de Newton, a interpolacdo de Lagrange tem

como desvantagens a sua dificuldade em obter uma estimativa do erro e a necessidade de
reconstruir todos os interpoladores de Lagrange com a adi¢do de novos pontos. Ou seja, ndo é
um método adequado quando o grau do polinbmio ndo é conhecido a priori. Além disto,
demanda uma quantidade maior de calculos quando vérias interpolagcdes precisam ser obtidas
com 0 mesmo conjunto de pontos nodais. Uma maneira de construir os polinémios de
Lagrange de maneira recursiva para a inclusdo gradual de novos pontos até uma precisao
desejada € através do uso do método de Neville (ndo abordado aqui, mas pode ser encontrado
em Burden e Faires, 2003).

Algoritmo: Interpolacéo polinomial de Lagrange
Dados n+1 pontos {X;, yi}, deseja-se interpolar a funcéo em x = X"
Parai=0,1, 2, ..., n, faca

pi<1

Paraj=0,1, 2, ..., n, faca
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o X —X.
Seizj: pi<—( ‘]-pi
X =X,

Parai=0,1, 2, ..., n, faca
Y Yy +pi-yi

y*<—0

Ao final do algoritmo y~ contém o valor interpolado de f(x) em x = X .

0.3 Andlise de erros

Ao aproximarmos uma funcdo f(x) pelo polinémio de Taylor de grau n, vimos que 0
erro de truncamento da aproximacao é dado por:

FPlEM] L 0] P

Rn (X) - (n 1)'

X)" com & e [Xo, X].

Contudo, como o calor de f™¥[¢(x)] ndo pode, geralmente, ser calculado por nio
conhecermos a fungdo &(x), podemos apenas estabelecer um limite superior para o erro da
aproximacéo, tomando o valor maximo de | f ™ (x)| no intervalo [a, b].

No caso da interpolacéo polinomial, vimos que o erro da aproximacéo € dado por:

f "] H(

Rn (X) - 1)|

com & € [Xo, Xn]

e 0S mesmos comentarios acima se aplicam, com o agravante que neste caso, geralmente, a
funcdo f(x) ndo é conhecida para podermos encontrar o valor maximo de | f ™% (x)|. Neste
caso podemos recorrer ao uso da tabela de diferencas divididas de Newton para encontrarmos
o valor maximo de | f ™ (x)|, usando a relac&o:

TOUE] ¢

(n+1)| 1 X X X21X1’X0]

Naturalmente, se f(x) for conhecida, entdo R,(x) também pode ser obtida diretamente
de:

Rn(X) = (X) - pn(X)

Neste caso, uma informacdo til é o erro medio quadratico (MSE, Mean Square Error) da
aproximacao no intervalo [a, b]:

1 b
MSE = —— | R3(x)dx
b_agn(>
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ou normalizando x para o intervalo [0, 1]:

yzg;a - dx=(b-a) dy, resulta em:

QD

1
MSE = [ R? (y)dy
0

que pode ser usado para determinar a melhor aproximacao para f(x) dentre varias alternativas.

Exemplo: construir os graficos das aproximagdes de f(x)= 1 21 usando interpolagoes
_+_

5x2

polinomiais de 22 32 e 102 graus com pontos igualmente espagados no intervalo [-1, 1], os
gréaficos dos erros da interpolacéo e calcular o MSE.

Interpolacéo Comparacéo da Erro da Interpolagéo 14 ,
Funcdo Real com a EJ- R, (X)"-dx
-1

Interpolada

Interpolacao o T ) 0207
Polinomial de w |\ \/
Segundo Grau com 7 o/ " -05

Pontos Igualmente , y
Espacados " 0 i

-

Interpolacéo Lt t 0,0595

Polinomial de v
Terceiro Grau com 7z *°f ] i 0

Pontos Igualmente
Espacgados S 0 L

Interpolacéo a0, 7 w ; t 0,337
Polinomial de W b t

Décimo Grau com z
Pontos Igualmente
Espacados 2 ° N

!
L8
o
-

t 3,23-10°

Interpolacéo al
Polinomial de v s
Décimo Grau com 2 o

Pontos a Raizes do csanan gL |
11° Polinémio de o
Chebyshev

%

iy
o
-

Neste exemplo foram usados pontos igualmente espacados para construir 0S
polinbmios interpoladores. Porém, & possivel determinar os pontos nodais que geram um
polinémio interpolador com o menor residuo possivel entre polindmios de mesmo grau. Para
determinar estes pontos nodais 6timos, partimos da expressao do erro:

IR e 1C9) L DN B (<€)
Rn(x)_ (n+1)' g(x Xi)_ (n+1)| Pn+l(x)
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em que Pn.1(X) € 0 polindmio nodal com an:; = 1. Reescrevendo Pp.1(x) na forma:
n
P.(X)=x""+>cX
i=0
o0s n+1 coeficientes c; podem ser determinados de maneira a minimizar o MSE:

sendo

1 1 ( £ (n+d) n K
MSE(c) :ij(x;c)dx=I M[x”*ﬂqu'j dx
0 ol (n+D)! -
Aplicando o teorema do valor médio:

MSE(C):{%} j(xnhiqxij d

0

Como o minimo do MSE(c) ocorre quando V_MSE =0, temos:

(n+1) 21
OMSE(c) _, | F™7(8) J.kan+l(x)dxz0 , k=0,1,2,...n
ac, (n+D! J 9

ou seja,
1
[XP..()dx=0, k=0,1,2,...n
0

Concluindo-se que Pn.1(x) € um polindmio ortogonal no intervalo [0, 1] em relagéo a funcéo
peso w(x) = 1. O polinémio que satisfaz esta condi¢do de ortogonalidade é o polinémio de

Jacobi, P (x), com o =0 e B = 0. Portanto, os pontos nodais que minimizam o MSE s&o as

n+1

raizes do polinémio de Jacobi P%”(x). Se o intervalo utilizado fosse [-1, 1], entdo teriamos o
polinémio de Legendre.

0.4 Critério de minimizacdo do erro maximo
Até o momento utilizamos as condigdes:
f(x) = pa(xs), 1=0,1,2,..,n

para determinarmos os coeficientes de pn(x). Um outro critério que pode ser utilizado é a
minimizacdo do erro absoluto maximo da aproximacao nos pontos dados:

min max|f (%) - p, (%))
[T |
ou para o caso de f(x) ser conhecida:
min max |f (x) - p, (X)|
Co,CpyeeCy @<X<b

Este critério € conhecido como principio minimax de Chebyshev e o polinbmio obtido é
chamado de polinémio étimo ou minimax.
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Normalizando z € [a, b] para o intervalo [-1, 1]:
2z-b-a
X=——"
b-a

n
é possivel observar que os monémios 1, x, ¥, ..., X" de P, (X) :Zcix' possuem magnitude
i=0
maxima em X = +1 e minima em x = 0, ndo havendo uma distribui¢cdo uniforme dos erros.
Logo, se for possivel encontrar um polinémio que distribua os erros de forma mais uniforme,
a minimizacgdo do erro méaximo resultard na melhor aproximacéo possivel. Os polinémios que
apresentam esta propriedade séo os polindmios de Chebyshev:

TO(X) =1
T1(X) =X
Ta(x) = 2x*-1

Ta(X) = 4x°=3x
Ta(X) = 8x*-8x*+1
Ts(X) = 16x°—20%>+5x
Te(X) = 32x°-48x*+18x%-1
T7(X) = 64x'-112x°+56X°~7x
Ta(X) = 128x°-256x°+160x*-32x*+1
To(X) = 256x°—576x’+432X°—120x>+9x
Férmula de Recorréncia:
T..)=2-x-T,(X)-T,,(x) paran=1 2,...
com T,(x)=1 eT,(x)=xX

Gréfico dos 5 primeiros polinémios de Chebyshev
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Os polindmios de Chebyshev sdo ortogonais em x € [-1, 1] com respeito a funcdo

1 .
peso W(X) =——, ou seja:
1-x?

0, n=m

f (X)T (X) . 2
-1 E:”Tn(x)” ’

Estes polindmios originaram das func¢des trigonométricas cos 6, cos 26, cos 36, ..., cos nd que
distribuem seus maximos e minimos de maneira uniforme no intervalo [0, =]. Ao aplicar a
mudanca de variavel: x = cos 6 - X € [-1, 1] e a propriedade: cos n6 = 2 cos 6
cos[(n—1)6] - cos[(n—2)6], resulta nos polindmios de Chebyshev.

Pela condigéo de ortogonalidade, os coeficientes da aproximacéo:

f(x)= Zn:ai T.(x)

podem ser determinados por: ao——jﬂd e a, jmd k=1,2,.
-1

TA1-X

entdo a, :lj f(cos0)do e a, :Ejf(cose)cos(ke)de, k=1,2,..,n
TCO

—dx
V1- X2 Ty
As n raizes de T,(X) sdo reais (caracteristica de um polindmio ortogonal), ocorrem no
intervalo [-1, 1] e sdo dadas por:

r, :COS{M] k=1,2,..,n
2n

Como do =

[
Representando os mondmios x* por: x* = Zai T.(x), é possivel construir a tabela:
i=0

Poténcias de x em fungéo dos polinémios de Chebyshev:
1=To(x)
X = T1(X)
X" = [To(x)+To(x))/2
x> = [Ta(x)+3T1(X)]/4
x* = [Ta(X)+4T2(X)+3To(X)]/8
x> = [T5(X)+5T3(x)+10T1(x)]/16
X% = [Te(X)+6T4(X)+15To(X)+10To(x)]/32
X' = [T7(X)+7Ts(X)+21T3(x)+35T1(x)]/64
X8 = [Ta(x)+8Te(X)+28T4(X)+56T2(X)+35To(x)]/128
x° = [To(X)+9T(X)+36Ts(X)+84T5(x)+126T1(x)]/256
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que tem utilidade na telescopagem de séries.

Normalizando os polindmios de Chebyshev de tal forma que o coeficiente de maior
grau seja igual 1, obtém-se os polindmios de Chebyshev ménicos:

Que possui a propriedade de um polindmio miminax:

< max |P (x)) VPR,(x)

2”‘1 XE[ 11]

E se max |P, (x)|= max
xe[-11]

,entdo P (x)=T (x).

0.5 Telescopagem de séries

A telescopagem de séries de poténcias ou economia de Chebyshev consiste em
expressar 0s mondmios da série em termos dos polindmios de Chebyshev, coletar os
coeficientes de cada polinbmio Ti(x) e truncar a série nos monémios de Chebyshev de alta
ordem sabendo que seu coeficiente representa o erro maximo da aproximagéo, pois |Ti(x)| < 1.
A série truncada pode entdo ser re-expressa em termos dos monémios de x. Este procedimento
é equivalente a fazer sucessivas reducdes de grau do polinémio até a precisdo desejada usando
0 polinémio Chebyshev monico:

P, (X) = p,(¥) -2, T,(x), com |p,(x)- p,,(¥)|=|a,T (x)\

2n 1
em que a, € o coeficiente de x, de pn(X).

Exemplo: reduzir o grau do seguinte polindmio que aproxima a funcao f(x) = e*:

2 3 4
X

p4(x)=1+x+%+g+ﬂ;ex X e [-1, 1]

Mantendo um erro méximo inferior a 0,05.
S .. fOE)x° e

O erro da aproximagao por ps(x) é: R,(x) = IR, (X)| < = 0,023

Reduzindo o grau da aproximacao para ps(X):

2 3
Caso 1) Sem telescopagem: p,(x) :1+x+x7+%, temos:

(@) (£) y*
R,(X) = #a R (x)| < % =0,113, que esta acima de 0,05.
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Caso 2) Com telescopagem:
T,(X) + T, (X) n T,(X) +3T,(x) " T,(X) +4T,(x) +3T,(x)

p4(X) =1+T1(X) +

2-2 4.6 8-24
Que apds coletar os termos comuns de Ti(X), resulta em:
1 1 1 1 1 T;(x) T(x)
X)=14+| —+— [T,(X) +| 1+ = |T,(X) +| =+— |T
P4(X) (4 64j()( j()( 4j() YRMETY

Truncando no termo de grau 3:

Py (x) =1+ é—T (x )+ T (x)+ T (x)+ 2(:) , 0 erro entre as duas aproximagcoes é:

T 1
192 | 192

Portanto, o erro maximo ao aproximar f(x) por ps(x) €: 0,023 + 0,0052 = 0,0282 < 0,05.

|4 (X) = ps(X)| = = 0,0052

Reescrevendo o polinémio em termos das poténcias de x:

_ 3
P,(X) = 14204 9 X+— (2x -+ 3X=@+X+EX2+X_
64 8 24 192 24 6

com |R,(x)| <0,0282.

Ou de maneira similar: p,(x) = p,(x)—a, T,(X), isto é:

x> X x* 1(, , 1 . . .
X)=1l4+X+—+—+———| X" =x“+=1, poisas =1/24, que apOs rearranjo dos termos
Py (X) = RITREY 24( g | Poisa que ap ]
resulta em:
3
() = 1o x4+ X

192 24 6

Reduzindo mais um grau na aproximagéo: p,(x) = p,(X)—a, T,(X) , temos:

91 13, % 1(, 3 _
p,(X) = +X+—X"+——=| x*’——=x |, levando a:
192 24 6 6 4

191 9 13 ,

2( )_E g 24X ,» com |p3(x) pz(x)|—

M

——O 042.
2

Portanto, o erro méaximo ao aproximar f(x) por pz(x) é: 0,0282 + 0,042 = 0,0702 > 0,05.
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Exponencial de x — com x no intervalo —1 = x = +1 com emro infenor a 10

EK

2 4 5 ] 7 B g
I K % X i % % %
l+s+—+—+—+ +

— + +——+
I 6 24 120 T 5040 40320  342BE0

i

Expansao em s&rie feita simbolicaments pelo MATHCAD até a nona poténcia de x
1= Tylx)
x=T(x)
o= [Tl Tyx)] 2
©'= [Ty 3T ()4
= [Tl 4T3 Ty(x)]8
x' =TS Ta(x)+10T: ()] 16
1= [Talx -6 Ta(x)+ 15 Ta(x)+10T0ix)] 32
¥ = [Ta(x)+ T Te(x)+21 Tafx)=35T1(x)] 64
x°= [Talx)+8Ts(x)+28Ta(x)+ 56 Ta(x+3 5 To(x)]/ 128
x = [Tolc 9 To{x) 36 To(x)+B4Ta(x )+ 1 26 T1(x)]) 256

L1 3

48

Emo da aproximagae do primeino termo apds x?

Como apenas este termo excede 10-2 o Erro total sera

Aproximagao da exponencial por um polindmio de terceiro grau: - 531 107

entac superiora 1073

Aproximagao da exponencial por um polindmio de quarto graw: ﬁ# - 571 = 10_4

Ermo da aproximagao do primeiro termeo apos x*
Ermo inferior a 10-2

Calcubo do Emro Maximo (em madulo) Total:

N I [1+7) I [(1+8Y 1 [1+9+36Y e R
+— + . P+ 1 — |+—-E.54-:1|:|
J7s0a0]\ 6s T a0320 | 128 )7 3esme’ 256 ) 1o

4

o e
Erro maxime inferior a 1072
Tx)=1
hixi=x
Ta(x) =21
Ta(x) = 4x'—3x
Ty(x) = Bx*—8x*+1
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3 i i 3
2 P sl su)e10x elsxt—sx?s1)eislaa? 1)1
l+i+—+—+—+ +
106 24 120-16 710-32
1 aw® - 3x) 4+ 35x . wlsstogxta1)ssalaa?o1)e3s  Balaad- 3x)+ 1265
504064 40320128 361830-255
(2457717
45771 ."I 145 TR
245780 147059
147058 147436
147456 13003
23003 Coeficientes calculados simbolicaments pela MATHCAD Coim 26080
26080 20013
40033 175480
176480 1000
1004 23040 |
23040 |
gy i %
fplw) = Z Lc;x | Es)=e - fx)
im
ko= 0. 100 _—le s et : £, :
= T 5 Wgm e Yy o= fplvy)  Epm B
3 T T T Erro da aproximacgio

N AAW
VARV

a

] ] ] — - 5
3 "0 2 05 1 1 0.5 0 05 1
%
C. x
) -1
1 i=1.4 L= ——
L = i i - é ;
vieg = Y= 3 ()]
cT-(1 1 05 0.16556566550060666 0.04]156656056660086 ) Tk i [ ’]

Coeficientes resultantes do simples truncamento da seérie de Taylor apos o termo em x4

CT- (L00004475911453833 0.0973076714400712 (.49010704851111114 0.17734736689814815 0.04370340277777777)
Coeficientes resultantes da felescopagem da serie de Taylor

0.01
51077 Comparagao entre o &mo resultants do simples
Ecarior ) truncaments da série apas o termo em x* {curva em
vermelha) & o emo resultante da série telescopada wsando
£ i ~——*| Chebishew {curva em azul)
- 5107
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Cosseno de 1 — com 1 no mtervals —] < x < 4] com erre inferiora 107

cos(x)
1 04§ g
1-— ‘T + }:—q - ':a‘c. + -“;‘3‘\':‘ Expansao em sene feita simbolicamente pelo MATHCAD até a oitava poténcia de x

-

Apresenta um emo de truncaments maximo (em modulo) de: EII:I - % =376« 10
Aproximagao da exponencial por um polindmio de segundo grauw: 1_:% - 531 ||:-_3

Erro da aproximagae do termo em x*
Como apenas este termo excede 10-2 o Emo total sera
entdo supenor a 102

Aproximagao da exponencial per um polindmic de quarte graw: %1—2 -434. 00 .
[ a3

Ermo da aproximagso do termo de xf
Emo inferior a 1072

Calculo do Ermo Maximo (em modubo) Total:

1 (1% 1 [1+8} 1 -3
-—] = — p— 4 10
Emax = 2 L32) 7 4030 l. 128 ] 1 :
Emo maxime inferior a 1073
1 '] \ | [ [ '] \
L, slasfosda) sl o1)en | mlestosaden)s sl o1)eas
1M 720-32 40320-128
33?-:49 ) 737249 )
0 | )
4601 Coeficientes calculados simbolicamente pelo MATHCAD =1 Ton1s
9116 | oz |
0 | 13040 |
13
| 23040 |
2
-3 [C =1
T S = ! |. i) ~
) Ei(x) = cos(x) — t'ap{::]

k . . .
k=010 w1+ Ty o= 053y Yap, = Gp(®s) == E(%y
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] Erro da aproximacio
AN
v 08 2107
— VRN A
o o VS
- 2107
o v .\
— 4 v , .
= 1 1 | _ s =
0L 1 =035 0 05 1 ! B g = !
b
c X
. -1
l:l:l:-l j=1.2 Clhm -5

. v
T i Etaylog, = Y&~ 2 [‘i‘i“kl :I
el - (1 05 0.04166656666666666 0.16665666665665668 0.04168665666665664 ) =

Coeficientes resultantes do simpies truncamento da série de Taylor apos o termo em x4

CT = (0900A5TASISE002TT 0 4002404513588589 0.030G2673611111111)
Coeficientes resultantes da felescopagem da serie de Taylor

<
I\

ComparagSo entre o emo resultante do simples
truncamento da série apds o termo em x? {curva em
vermelho) & o emo resultante da série telescopada usando
Chebishev (curva em azul)




CURSO DE NIVELAMENTO AO M. Sc./PEQ-2010
PROF. EVARISTO

Nas figuras a seguir sdo comparados os valores dos polindmios nodais com pontos igualmente espacados com os polindmios nodais construidos a

T (X
partir do polinémio de Chebyshev normalizados [t, (x) = ;nL_l) paran>1]. Note que: |t (x)‘ < % paran>1.

Confronto entre os Polinémios de Segundo Grau Confronto entre os Polinémios de Terceiro Grau

05, 0385, - -

- - -02 .
-1 Sl - N .
. - - —0.385, ~J_ 7
-1 -05 0 0.5 1 -04 :
-1 -0 0 05 1
~ L A L
L e 1
Confronto entre os Polindmios de Quarto Grau Confronto entre os Polindmios de Quinto Grau
0.2 0.2
0.125, 0.113

D-l\ % T / 0l

~ : )
t{4,5.) v ’ L f . .
l-_'x}‘ . . t 3.5 /_\ o =,
0 e 0 i d .,

-1 0.3 0 0.3 1 -0
-1 -0.3 ] 0.3 1

—L b 1
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0.05
0.031,

Confronto entre os Polindémios de Sexto Grau

t(6.%)

p{6.%)
-0.03

—0.089,
-0.1

10241077,

t13,%)

Bl 13.%)

191077,

Confronto

entre os Polinémios de Décimo Quinto Grau

0.002

0001}

-0.001

-0.002
-1

~1

e

03
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PROF. EVARISTO

Integracao Numeérica

Na apresentacao das formas de interpolacdo polinomial, argumentou-se que 0 uso de
polindmios na aproximacéao de funcdes esté relacionado a facilidade de célculos de derivadas
e integrais. A seguir, aplicaremos as aproximacdes polinomiais para a integracdo numérica de
funcdes, ou seja:

b

= [ f(x)dx= j p, (X)dx

a

Esta aproximagéo, quando escrita na forma:
b n
I =] f()dx=Y"af(x)
a i=0

é chamada de quadratura numérica.

0.6 Método tipo Newton-Coates

Adotando o polinémio interpolador de Lagrange para representar pn(X):
P () =2 £,(x) (%)
i=0

E sabendo que o erro de truncamento da aproximacao de f(x) = pn(X) + Rn(x) € dado por:

f (n+1) (&)

R0=" 7]

H(x x) com & e [Xo, Xn].

Entdo a integral de f(x) no intervalo [a, b] pode ser escrita da seguinte forma:

| _j a3 (x)f(x)dx+j E B o

E uma aproximagcdo para o calculo desta integral é:

=f F(dx = (jf (x)dXJf(X) Za fF(x)

a

b
emaque a = Ifi (x)dx e o erro desta aproximacao da integral é:

Erro, =

(n+ 1)|f OO 0 x)

Quando os pontos x;, i =0, 1, ..., n, estdo igualmente espacados, ou seja, X =Xo + h -1,
temos as formulas de Newton-Coates. Estas férmulas sdo ditas fechadas quando xo = a e
Xn=b, com h = (b — a) / n, e abertas quando X, e X, estdo dentro do intervalo [a, b], com
h=(b-a)/(n+2).
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As férmulas fechadas para n = 1 e n = 2 também sdo conhecidas como regra do
trapézio e regra de Simpson, respectivamente.

Paran =1temos Xo = &, X = b, h =b — a e o polinbmio interpolador pi(x):

(X=x) (X=%)
P (X) = f (%) + f(x)
' (XO_Xl) ° (X1 o)
Aplicando a mudanca de variavel: o =22 > X;Xl =o+ X";Xl =a—1,poisx;—xg=he

podemos escrever p;(x) em termos de o
p(o) =(@—a) f (%) +a f(x)

Como x = a equivale a o = 0 e para X = b temos a = 1, a integracao de f(x) no intervalo [a, b]
em termos desta nova variavel resulta em:

'Ef(X)dX hJ-f(XO+OLh)dOL hjpl(a)d [f(xo);‘f(&)]

que é igual a area do trapézio de base h e altura média [f(Xo) + f(x1)] / 2. O erro desta
aproximacdo é dado por:

Erro, = %_j[ FIE)](X = %)(X—x) dx = h;]: f[E(x, +ah)]a(a-1)da

Como o (a0 — 1) ndo muda de sinal no intervalo (0, 1), o teorema do valor médio da integral
pode ser aplicado:

3gn 1 3gen
PO fou-nde--"T O 0omrr . comze@b)

0

Erro, =

Paran=2temosXo=a,X1=a+ h,x2=b,h=(b-a)/2e o polindbmio interpolador
P2(X):

(o R)x-%,) (X)) ) (KX
P = e T =) T )0 =x) D g x| O

Em termos da variavel o

pa(0) = E=HED ) —a (0-2) 100+ HED )

Neste caso, x = a equivale a o = 0 e X = b equivale a o = 2 e a integracédo de f(x) no intervalo
[a, b] resulta em:

o

= f(x)dx= hjf(xomh)da hj pz(oc)doc——[f(xo)+4f(x1)+ f(%,)]

a
que é a regra de Simpson para o célculo de integrais.
O erro desta aproximacéo é dado por:
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Erro, = %T FTECNT(X =X ) (X =X ) (X=X, ) dx = héj f"[E(X, +ah)]o(a—1) (a—-2)da,

2
porém como J'oc(oc—l) (a—2)da =0, é necessario utilizar o proximo termo do residuo da

aproximacéo de f(x) para o célculo do erro (este efeito ocorre sempre quanto n for par):

b

:%J' W[&(X)]H(X X)dX— If“’[é(xﬁah)]a(a D (a-2)(o—-3)da

" a

Erro,

Observe que neste caso oo — 1)(a — 2)(oe — 3) muda de sinal no intervalo (0, 1), entdo o
teorema do valor médio da integral ndo poderia ser aplicado. Contudo, pode-se mostrar que
aproximando f(x) por série de Taylor em torno de x; até o termo de quarta ordem e integrando
no mesmo intervalo [a, b], obtém-se resultado equivalente a:

Erro, = %{a (-1 (a-2)(a-3)da= —% ~-0,011h° f ¥ (&)

A tabela abaixo mostra as formulas fechadas de integracdo de Newton-Coates para diferentes
ordens.

a

b-a . .
Sendo h:T e x;=a+j-hparaj=0,1 --n

D™

'(n—D'J‘H(a ida

0 i=0,i#]

N Nneo =

N J
A maneira mais simples de gerar os coeficientes do metodo de Newton-Coates é a partir do
“.dx para k=0, 1,--,

1
computo de integrais do tipo: |, :J'x n. O valor exato desta integral
0

) 1
el = il a mesma integral calculada pelo método de Newton-Coates seria:
+

n NC | Ne® | Nep | Nep | Nl | Ne | NCE Erro da Integracéo Erro da Integracdo
1] 2| 1 | 1 | Trapézio -0,083-(b—a)’- f"(¢) —0,083-h*- f"(¢)
2| 6/ 1| 4 | 1 | Simpson ~3,472.10*-(b-a) - ¥ (£)| -0,011-h®- " (¢)
3 8/ 1|3 |3 |1 ~1,543-10%-(b—a)’- " (&) | -0,037-h*- (<)
4) 90| 7 |32 |12 | 32| 7 5167-107-(b—a) - f" (£) | —0,0085-h"- " (¢)
5|288| 19 | 75 | 50 | 50 | 75 | 19 -2,91.107-(b-a)’ - £ ()| -0,023-h"- 1" (&)
6] 840| 41 | 216 | 27 | 272 | 27 | 216 | 41 | —6,379-10™-(b—a) - £ (&) ~0,00643-h’- " (&)

b. n n

n-h 0 b—a 0
| f(x)-dx;W-ZNCf)-f(xj):T-ZNCE’-f(xj)
i=0 j=0
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1 n n )
Z Z ' NC{”
Xk . dX = a)}n) (le< ) = a)]{n) . l , em que a)gn) — J .
n N
0 i=0 j=0

n

-\ k
. . T 1
Resultando assim no sistema algébrico linear: E a)l@”) (ij =—— para k=0, 1,---, n, ou,
n

_ kK+1
j=0
11 1 - 1[e™] T 1 7]
0 l/n2 2/I‘I2 1 a)l(”) 1/2
em forma matricial: |0 (1/n)" (2/n)" -+ 1| g0 = 1/3

0 (1/n) (2/n) - 1|0 ]| [L/(n+D)

Abaixo, o programa de determinacdo dos pesos e erros do método de Newton-Coates é
reproduzido.

Newton_Cotes (n) := | for ke 0..n Phodal(N>X = |p < x
1 k1
bke
k+1 for iel.n
for ie0..n Kek+1
1) (7)
i Ply_lL
_ p«—|x
Ak,i“(n) kKU .
W « Isolve(A,b) m (_ﬂoor( Ej Erro(n) :=J Pnodal (N>X) dx
2 0
if m+m=n
ke« k+1
p 1
i3
p

n:=1 Newton_Cotes (n)T - ( ) Erro(n) = -0.083

ol Nk
wliln Dl

1 _

Ni=2 Newton_Cotes (n)T — ( E) Erro(n) = -3.472x 10 4

1 1 -
n:=3 Newton_Cotes (n)T > = 331 Erro(n) = -1.543x 10 4
o 8 8 8 8

= 7 16 2 16 7 —
=4 Newton_Cotes (n)T > = = = — Erro(n) = -5.167x 10 !
90 45 15 45 90

= 19 25 2 25 25 1 —
A5 Newton_Cotes (n)T—>(—9 2 5 5 2 _g) Erro(n) =-2.91x 10 !

288 96 144 144 96 288

= 41 _
=6 Newton_Cotes (n)T—> _——— — — = — Erro(n) = -6.379x 10 1o
840 35 280 105 280 35 840
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Exemplo:a=0;b=1,2,n=6 e f(x) =¢"
0,0
0,2
0,4
Assim: h:%=0,2 e X, =0,2-j paraj= 0,1, 2, 3,4,5, 6 resultando em: x=| 0,6
08
10
12

Da tabela:
1,2
Iex -dx = %-(41- e’ +216-e%% +27-e% +272.e%% +27.%% + 216 + 41~e1'2) =2,320116929

0

1,2
Valor exato: I e*.dx = e —1=2,320116923 [ER(%) =-2,61-107 % , EA = -6,055-10 ]
0

A formula aberta para n = 0 é conhecida como regra do ponto médio (ou regra do
retangulo). Neste caso, os pontos nodais xi =xg+h -1 (i=0,1,...,neh=(b-a)/ (n + 2)),
sdo internos ao intervalo [a, b] e define-se x; = a e Xp«1 =b. Para n = 0, o polindmio

interpolador po(X) = f(xo) € h = (b —a) / 2. Aplicando a mudanca de variavel o = X=X .

D C—y T

1 1

f()dx=h [ f(x+ah)da=h [ py(a)da=2hf(x)
-1 -1

O erro desta aproximacdo é dado por:

b 1 1
Erro, :%I fFTE)](X—X,) dx = hZJ' f'TE(X, +ah)]ada, mas como I ada =0 é necessario
L ] -1

utilizar o préximo termo do residuo da aproximacao de f(x) para o célculo do erro (como nas
férmulas fechadas, este efeito ocorre sempre quanto n for par):

Erro, = %i FIE)I(X =X ) (X —x,) dx = h?gi fIE(X, +ah)]a(a-1)da = %ia(a—l)da

3gen
Erro, = h f3 ©) =0,333h°f"(¢) , comé e (a, b).
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Algoritmo do Método de Simpson em Subintervalos (Regra de Simpson Composta)

ETAPA 0: Especificacdo pelo usuario de a, b, N (nimero inicial de parabolas, N > 0), ¢
(critério de convergéncia) e & (menor valor do passo de integracdo, hmin).

ETAPA 1: Célculo da primeira integral numérica (com N parabolas):
S, « f(a)+ f(b)

h(_b__a
2-N

N

Simpar < 2 T[a+(2j-1)-h]

j=1
N-1

SeN >1entdos , « > f(a+2j-h), Sendo Spar <~ 0
j=1

h
|<—3 (So+4+Sippar +2-Spar )

ETAPA 2: Processo Recursivo:

Faca
lvelho < |
N« N+N
h

h«—
2

Spar < Spar + Simpar
N

Simpar < 2, F[a+(2j-1)-]
1

h
Rt (So+4+Sippar +2-Spar )

impar

Enquanto | I = lemno | >0 €| h|>¢

ETAPA 3: Célculo final da integral numérica (extrapolacdo de Richardson):

| « 16-1 - Ivelho
15

Imprima o valor de I.

FIM
. ) : hf@ (&) ..
Como o erro em cada subintervalo e dado por Erro, (i) = o0 0 erro total €:
h5 (b-a) _(b-a)
Erro. = — 3§ @z )= N £ (g) = £ (g) = hf@
) = Z (&)= &= ~90 2h &= 180 ()

com & e (a, b), segundo o teorema do valor intermediario.
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llustracdo do método de Simpson recursivo

Computo de If(x)~dx
0

com precisdo de 10°. Assima=0;b=1,2, f(x) =e*e §=10°

Comecando com N = 2 (duas parabolas) e estabelecendo 0 hyi, = 10° — ¢ = 10°°.
ETAPA 1: Calculam-se: Sy = f(a) + f(b) = ® + e*? = 1+3,320117 = 4,320117 e
h=(Mb-a)/(2N)=0,3

Processo Recursivo

N h S|'mpar Spar Ivelho I | I - Ivelhol
2 0,3 3,809462 1,822119| 2,32022022
4 0,15 7,704798 5,631581 | 2,320220220 | 2,320123431 9,68-10°
8 0,075| 15,452955 13,336378 | 2,320123431 | 2,320117330 6,10-10°
16 0,0375| 30,927643| 28,789333|2,320117330|2,320116948 3,82.107
Iexato = 2,320116923 = Iexato - I = _2,55'10_8
Extrapolacdo de Richardson:
16-1 -1 )
| erapoiads = T‘“ =2,320116923 = lexato— lextrapolado = —1,36-10™

Notas sobre a extrapolagéo de Richardson

Se Iy e Ey sdo, respectivamente, a integral numérica com N subintervalos e o seu erro,
entdo o valor exato da integral é dado por:

I =1 +Ey =1y, +Ey,
Como E, o N™f™(€), se considerarmos que f™ (&, )= f™ (&, ), entdo:
EN2 :(Nl/Nz)m EN1

e, deste modo, pode-se obter uma boa estimativa para E, em funcdo das integrais numéricas

Iy, € 1y,:
Ele—INZ_INl _

1_(N1/N2)

Resultando na férmula de extrapolagéo de Richardson:
I =1. + IN2 _IN1 . IN2 _(Nl/Nz)m IN1
N m m
1_(N1/N2) 1_(N1/N2)
161y, — 1y,

Por exemplo, paraN, =2N;em=4: | = s
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0.7 Métodos tipo quadratura de Gauss

Método de quadratura de Gauss com 2 pontos internos

1
Considerando a integracao: | =j f (x)-dx a ser computada com a maior precisdo possivel
0

por: Inum = f(X1)+a)2 : f(XZ)

Esta expressdo € a formula de quadratura de Gauss de | sendo w1, m,, X1 € Xy, respectivamente,
0s pesos e as abscissas do método de quadratura. Para calcular esses parametros, a funcéo

1
teste f(x)=x“ € utilizada, cujo valor exato da integral é: I:ka-dx:ﬁ e o
+
0

correspondente valor numérico é: 1 =, - X + o, -X; . Construindo-se a tabela:

k I lnum
0 1 o, + 0,
1 1 Wy - X + 0, X,
2
2 1 X+ @, - X°
3
3 3
3 1 @ - X +@, X,
4
4 4
4 1 Wy - Xy + @, - X,
5

Para assegurar a maior precisao possivel do método numérico proposto, impdem-se as
equacoes:

o, +o,=1 (1)
1
a’l'x1+0)2'X2:§ 2)
2 21
a’l'x1+a’2'X2:§ ©)
3 51
a)l'X1+a)2'X2:Z 4)

Para resolver o sistema algébrico ndo-linear acima se considera que as abscissas da
quadratura [x1 < X;] sdo as raizes do polindmio: p,(x)=(x—x)-(x—=%,)=x*-b-x+c,
assim:
b=X+X,, C=X,-X,, P,(X)=x>=b-x, +c=0, p,(x,)=x2~b-x, +c=0.

Subtraindo da equacéo (3) a equacéo (2) multiplicada por b e somando ao resultado a equacéo
(1) multiplicada por c, obtém-se:



0.7 METODOS TIPO QUADRATURA DE GAUSS 33

a)l-(xf —b-x1+c)+a)2 -(xzz—b-x2 +c):%—%+c, porém:

X\ —b-x,+c=0e x.—b-x,+c=0, assim: %—%+c:0:> 3:-b-6-c=2|

Subtraindo da equacéo (4) a equacéo (3) multiplicada por b e somando ao resultado a equacéo
(2) multiplicada por c, obtém-se:

col-xl-(xf —b~xl+c)+co2 - X, -(x22 ~-b-x, +c)=%—%+%, porém:

x’—b-x,+c=0e x> —b-x,+c=0, assim: 1. b ¢ v~fab6c=3
4 3 2

3.b-6.c=2 |[b=1
=< 1 deste modo:
4.b-6.c=3 |C=7

Dando origem ao sistema algébrico linear: {
6

p,(x)=x* —x+%

Cujas raizes sao:

X, = E(I—LJ =0,211325

2\ 3
X, =l(1+ij=0,788675
2\ 3
Os valoresde @, € @, séo a seguir calculados de (1) e (2), assim:
o +0,=1 X —
ORI ok T P
col-x1+m2-x2:§ X, =X 2 2

Dando origem, finalmente, ao método de quadratura de Gauss com dois pontos internos:

1
1 (x)-du= f(o,211325); f (0,788675)

0

Que € exata para fungbes polinomiais em x de grau ndo superior a 3. Em vista desta
propriedade é também possivel concluir que:

(i) jpz(x)'dxz pz(x1)+ pz(xz) -0: (ii) j‘x. pz(x)-dx: lez(xl)"‘Xz pz(xz):O e

2 2

(iii) _:[xz : pz(x)~dx=i(x2 —x+%j~ p, (x)-dx :_:[[pz(x)]2 -dx

1 1 ) )
[x2-p, (x)-dx = o X gyl 1,1 36-45410 1
0 0 6 5 4 18 180 180
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As propriedades (i) e (ii) revelam que o polinémio p,(x) é ortogonal no intervalo [0, 1]
com relacdo a funcao peso w(x) =1, isto é:

1
J.W(x)-xk-pn(x).dx:o k=0,1,2,..,n-1
0

O polindmio que tem esta propriedade € o Polindmio de Jacobi, P*™(x), que ¢ ortogonal no
intervalo [0, 1] com relagdo a funcdo peso w(x)=(1-x)*x". Neste caso o = p = 0. Por
exemplo, as raizes de P®%(x) sio x; = 0,211325 e x, = 0,788675, que sdo as raizes obtidas

para pz(x) na quadratura de Gauss, por isto ela também € referenciada como quadratura de
Gauss-Jacobi. Também existem as quadraturas de Gauss-Legendre, Gauss-Hermite, Gauss-
Chebyshev, Gauss-Laguerre, etc., em funcdo da escolha do intervalo de integracdo e da
funcéo peso para o célculo da integral.

Quando a funcédo peso é diferente de w(x) = 1, as formulas de quadratura devem ser
aplicadas da seguinte forma:

b

= [ f(x)dx= jw(x) g(x)dx = Za 9(x,)

a

em que f(x) = w(x) - g(x), a; sdo 0s pesos da quadratura e X; sdo as raizes do polindmio
ortogonal de grau n no intervalo [a, b] e funcdo peso w(x). Os pesos da quadratura podem ser
obtidos da forma como descrito na secdo anterior, com o uso do polinémio interpolador de

Lagrange pn_l(x):ZEi(x)g(xi), ou seja: & :J.w(x)ﬁi(x)dx. Porém, tanto os pesos da
i=1 a

quadratura quanto as raizes dos polindmios ortogonais encontram-se tabelados. Estas
quadraturas sdo exatas quando g(x) € um polinémio de grau inferior a 2 n, que é o numero de
parametros a determinar (pesos e abscissas) do método de quadratura.

Calculo da expressao do erro do método de quadratura de Gauss com 2 pontos

Como a integracdo é exata até a terceira poténcia em x, pode-se inferir o residuo (para
um intervalo de integracdo h # 1) no computo de uma funcdo qualquer f(t), no intervalo entre
0 e h, pelo célculo da integral:

1d
dt=— 4
41 dt
t=¢

h
2 1 d*f (t)
Expressando esta Ultima integral em termos de x = % =t="h-x, resulta:

~t,)-dt

o'—.j

0

h 1 1 h5
tL’[Z(t—tl)-(t—tz)-dt =h® 'X.LXZ(X—Xl)'(X—Xz)'dX: h® -X__[Oxz : pz(x)-dx:ﬁ.
h® d*f(t) 0

Finalmente: |Erro =

Sendo: Erro:If() dt—— [f(x,-h)+ f(x,-h)].

4320 dt* | )
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0.8 Integrais multiplas

Meétodo de Simpson para computo de integrais duplas

x=b y=d
Considerando a integracdo: I=.|' jf(X, y)-dy-dx o valor numérico desta integral é
Xx=a y=c

computado segundo o procedimento:

h.h N M [f(xzi—z’ Y2j—2)+4' f(xzi—1’ y2j—2)+ f(XZi’ij—Z) +
x "y
loim = 9 Z_;Z_; +4[f(x2i_2, Y2j—1)+4' f(Xzi—1:Y2j—1)+ f(XZi’ij—l)]+
o [f(xzi-z’y21)+4' f(XZi—l1y2j)+ f(XZi'ij)]

Sendo: h, :(Ej; h, :(u); x, =a+k-h parak=0,1,..,2N e
2-N 2-M

Yo =c+k-h, ,parak=0,1,..,2-M.

0.9 Integrais improprias

Integrais improprias sdo aquelas em que a funcdo ndo € limitada no intervalo de
integracéo (apresenta singularidade), ou pelo menos um dos limites de integracéo é infinito.

No primeiro caso, quando a funcdo ndo é limitada ao aproximar-se dos extremos do
intervalo, por exemplo, se houver uma singularidade no extremo inferior:

¢ dx _ (b-a)"”
Jocar — 1p ©<P<D

b
e f(x) :%, com g(x) analitica em x = a, entdo o coOmputo da integral | =J' f (x)dx

pode ser realizado da seguinte forma:

g(X) dX:jg(X)_p”(X)dX+b pn(x) dX
> (x—a)® - (x=a)° > (x—a)®

em que pn(X) é o polindbmio de Taylor de grau n resultante da expansdo de g(x) em torno do
ponto x = a. A segunda integral do lado direito pode ser calculada exatamente, resultando em:

p pn(x) _ C g(k)(a) _ k+1-p
a(x—a)pdx_kz;‘k!(kﬂ—p)(b 2)

Para a primeira integral do lado direito, remove-se a singularidade definindo a funcao:
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g(x) — pa(x)
G(x)= (x—a)®
0 sex=a

sea<x<b_

b
Entdo o computo da integral J.G(x)dx pode ser aproximado por quadratura.

eX

Ix

1
Exemplo: Calcular a integral | :j dx com a regra de Simpson Composta com N =2 e um
0

polindbmio de Taylor de grau 4.
Neste caso g(x) = e e a = 0, cuja expansdo em série de Taylor resulta em:
2 3 X4

X
X)=1+X+—+—+—
Pat) 2 6 24

1 1
Portanto, |22 d{zfgréf%fﬁﬂ - 2,9235450
0 X

Vx :
ex B pA(X)
—F— se0<x<1
A funcdo G(x) ¢ definida por: G(x) = Jx <X
0 sex=0

Que integrada pela regra de Simpson Composta com N = 2 resulta em:

1
h =2_—I\T=% e jG(x)dx ;g[G(O)+4G(0,25)+2G(0,5) +4G(0,75)+G(1)]=0,0017691
) 0
Entdo, a integral | = Jl‘idx = _l[G(x)dx+} P, () dx =2,9253141. O erro desta aproximagao
1 0 \/; - 0 0 \/; , .
esta associado a primeira parcela e é dado por: Erro= —% h*G™ (&). Como o maior valor

de G®(x) ocorre em x = 1, cujo valor é 0,04664, temos: Erro = —1,0122:10°°.

Quando a integral impropria envolve limite infinito: I=J'f(x)dx, aplica-se a
a

mudanca de variavel t=x" = x=t" e dx=-t"dt, resultando na integral:

1/a
| = J't‘zf(%jdt, que apresenta singularidade em t = 0, podendo ser tratado como no
0

primeiro caso.

. T 1 .
Exemplo: Calcular a integral | :Ix’3’zsen (—jdx com a regra de Simpson Composta com
X
1

N = 2 e um polindbmio de Taylor de grau 4.
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. g ‘ © sen(t)
Aplicando a mudanca de variavel t=x": | :—J‘ t'2 sen(t)dt :J'

) At

dt, que apresenta

singularidade em t = 0.
Neste caso g(t) = sen(t) e a = 0, cuja expansao em série de Taylor resulta em:

t3
t)=t-——
P, (t) 5

1 1
Portanto, jp“—(t)dt - F\/ﬁ —i\/ﬁ} ~0,61904761
Lt 3 21 |,

sen(t) — p, (t)
A funcdo G(t) é definida por: G(t) = Jt
0 set=0

se0<t<1

Que integrada pela regra de Simpson Composta com N = 2 resulta em:

1
h:tz’_—lj:% e IG(t)dx;g[G(O)+4G(0,25)+26(0,5)+4G(0,75)+G(1)]:0,0014956
’ 0
tsen(t) . ¢ A)
Entio, a integral =] dt=[G(dt+ [P~ dt=0,6205432. O erro desta
0 \/E 0 0 \/E

aproximacdo esté associado a primeira parcela e é dado por: Erro = —% h*G“(g). Como

o maior valor de G*(t) ocorre em t = 1, cujo valor é 0,03623, temos: Erro = —7,8632-10"".

Lista de exercicios
1. Busque uma expressdo de segundo grau e outra de terceiro grau que melhor aproximam a

funcdo x* no intervalo 2 < x < 8. Analise e discuta seus resultados confrontado-os
graficamente.

2. Aproxime a funcéo e* no intervalo: 0 < x < +2 por um polinémio de menor grau em x, em
que se assegura que 0 médulo do erro seja menor do que 1072

3. Hougen & Watson sugerem a expressdo empirica abaixo para o calculo do calor especifico
molar do gas nitrogénio: C, =6,3+1,82-10 T —0,345-10° - T?em que: C,: cal/gmol/K

e T: Kelvin. Na faixa de 300 a 2100 K, o erro maximo do calor especifico calculado por
esta expressdo € de 1,2 %.

a) determine a aproximacao linear de Cp que minimiza o maximo do erro adicional na
faixa de 1000 a 2000 K;

b) Calcule o erro percentual maximo da aproximacao proposta em a).
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4.

A variacdo do coeficiente de expanséo térmica do aluminio na faixa de 0 a 100° C é dada
por:

k(T ) =0,22-10*-T +0,009-10°-T? comT : °C.
a) aproxime k(T) por uma constante, na mesma faixa de 0 a 100° C, de modo que o valor

do erro maximo seja minimo;

100
1

b) Calcule o valor médio de k(T) {I? Zﬁ J. k(T)- dT} e sua média aritmética (na mesma
0

faixa de temperatura) e compare e discuta todos estes valores sugerindo que valor € o mais
adequado!
Nas Tabelas abaixo, apresentam-se os valores da condutividade térmica do CO, e da

viscosidade do etileno glicol liquido a varias temperaturas:

T k T m
CF) (BTU/hr/ft/° F) CF) (Ib/ft/hr)
32 0,0085 0 242,00
212 0,0133 50 82,10
392 0,0181 100 30,50
572 0,0228 150 12,60
200 5,57

Determine, em cada caso, o polinémio interpolador de menor grau possivel que assegure um

erro relativo inferior a 1,00 % na faixa tabelada de T.

Observacdo: a dependéncia polinomial de u com T é mais adequadamente expressa por
In(w).

6.

A tabela abaixo mostra a dependéncia da pressdo parcial do vapor de aménia com a
temperatura a diferentes concentrages:
Concentracdo percentual molal da aménia

Temperatura 0 10 20 25 30 35
CF
60 0,26 1,42 3,51 5,55 8,65 13,22
80 0,51 2,43 5,85 9,06 13,86 20,61
100 0,95 4,05 9,34 14,22 21,32 31,16
140 2,89 9,98 21,49 31,54 45,73 64,78
180 7,51 21,65 44,02 62,68 88,17 121,68
220 17,19 42,47 81,91 113,81 156,41 211,24
250 29,83 66,67 124,08 169,48 229,62 305,60

por interpolacdo linear nas duas variaveis independentes [temperatura e concentracéo] calcule

as pressdes parciais da amoénia nos seguintes casos:
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T[°C] 126,5 126,5 126,5 60,0 237,5 237,5

Concentracéo 28,8 6,7 25,0 0,00 17,6 35,0
Molal [%]

7. O fluxo, q(4,T)dA, com gue a energia radiante é emitida da superficie de um corpo
negro com comprimento de onda entre A e A+dA é dada pela equacéo de Planck:

2
q(AT)-da=— 27N dA

ool 5|

Sendo: c: velocidade da luz: = 2,997925-10" cm/s;

h: constante de Planck = 6,6256-10% erg. s

k: constante de Boltzmann = 1,38054-10° erg /K

T: temperatura [K];

A : comprimento de onda [cm].
Calcule o fluxo total da energia emitida [em erg/cm?/s] de um corpo negro entre 0s
comprimentos de em que: A; = 3933,666 Angstrom e A, = 5895,923 Angstrom as
temperaturas de 2000 e 6000 K.

8. Em um trocador de calor de casco e tubo, vapor saturado € alimentado ao casco visando
aquecer uma corrente de um fluido que escoa no tubo, de acordo com o diagrama abaixo:
Vapor saturado

Fluido frio | U Fluido aquecido
Tentrada_> — Tsaida

l Vapor condensado
< L

Y

O comprimento do trocador é obtido através da integracdo do balanco de energia do
sistema dando origem a:

_w e ¢ (T)
L_ﬁj [h(T)-(T —T)]'dT

entrada

Sendo:

L: comprimento do trocador;

W: vazao massica do fluido do tubo;

D: didmetro do tubo;

cp : calor especifico do fluido do tubo;

h: coeficiente de transferéncia de calor entre o tubo e o casco.
O coeficiente h é dado através da correlacdo empirica:

h<T>:°’°23-k<T>.[ 4w J[M]

D n-D-u(T)
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Sendo:
k: coeficiente de condutividade térmica do fluido do casco;
u: viscosidade do fluido do casco.

Calcular o comprimento do trocador para cada um dos casos tabelados abaixo:

CASO A CASOB
Fluido CO; - em fase gasosa Etileno glicol liquido
W (Iby/h) 22,5 45000
Tentrada (OF) 60 0
Teaida (°F) 280 e 500 90 e 180
Tvapor (°F) 550 250
D (polegadas) 0,495 1,032
cp[BTU/Iby/°F] 0,251+3,46-10°-T-14400/(T+460)* 0,53+0,00065.T
K[BTU/N/ft/°F] 0,0085(32°F)  0,0181(392°F) 0,153 (constante)

0,0133(212°F) 0,02228(572°F)
u [lop/ft/n] 0,033y T+ 460 0,935 242(0°F) 30,5(100°F) 5,57(200°F)
’ ( 460 j 821(50°F) 12,6(150°F)

3. Um foguete é lancado do solo sendo sua aceleracdo registrada nos 80 primeiros segundos
apos seu langcamento. Estes valores estdo tabelados abaixo

| ts) | o | 120 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 |
| a(m/s?) | 30,00 31,63| 33,44| 35,47 37,75| 40,33| 43,29| 46,69| 50,67 |

Baseado nos valores tabelados calcule a velocidade e a altura do foguete ao cabo dos 80 s.

4. Determine x; e X, de modo que a férmula de quadratura abaixo apresente a maior ordem
de precisdo possivel:
1

jf(x)-dx;%-[f(—1)+2- F(x,)+3- F(x,)]

-1

5. Deseja-se desenvolver uma formula de quadratura do tipo:
h

[ (x)-ax :g[f(o)+ F(n)]+a-h2[f'(0)— f'(h)]+ %
0
Calcule a constante a e a ordem do residuo R .

6. Determine as abscissas e pesos da formula de quadratura tipo Gauss:

[V 100k = - 1)+ - £(x,)

7. Determine as abscissas e pesos da formula de quadratura tipo Gauss:

iln(%j. f (X)-dx;a)l. f (X1)+602- £ (Xz)

8. Determine os valores de an, a» € w3 na férmula de quadratura:
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1
[1() - dx=z 0 f(-1)+0, Q)+, f(a)
-1

Sendo o um nimero entre -1 e +1.

Teste seu resultado para a fungdo f(x)= ,/5' X2+ B ea=-01

9. Deseja-se desenvolver uma formula de quadratura do tipo Lobatto:
1

[ f(x)-dx= o, [f(-1)+ f Q)]+, -[f(-a)+ f(a)]+ o, £(0)

-1
Calcule o valor da constante o e de w1, a» € w; de modo que o método apresente a maior
ordem de precisao possivel.
10. Determine as abscissas e 0 peso da formula de quadratura tipo Chebyshev:

L6 0 o1+ 1)+ 1]

11. Determine as abscissas e 0s pesos das férmulas de quadratura tipo Radau:

(i)j%. F(x)-dx = - £(0)+ - £(x) 40, - £(x,)

(n)j%. Fx)-dx =, F06)+ @, - F(6, )+, - £ 1)

Confronte as precisdes das formulas de quadratura dos exercicios 10 e 11.
12. Determine as abscissas e pesos da formula de quadratura tipo Gauss para o computo de
integrais duplas:

11

j jf(x, y)‘dY'dXE @y - f(X1'y1)+a’1,2 ’ f(xllyz)"'a)z,l' f(xz’yl)"'a’z,z ) f(Xz’ yz)
x=0 y=0

e
1+ x?

13. Calcule a integral impropria: J.( ]-dx com uma precisdo de quatro algarismos
0

significativos.
1

" +x

14. Calcule a integral impropria: J'( J-dx com uma precisdo de quatro algarismos
0

significativos.

15. Calcule a integral impropria: j(e‘x ~In(x)).dx com uma precisdo de cinco algarismos
0

significativos.

16. Calcule numericamente as integrais improprias: I[%}dx e J{ XX }-dx.
oLe -1 oLe +1

1
X+=

17. Calcule a integral imprdpria: J'e( Xj-dx com uma precisdo de quatro algarismos
0

significativos.
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18. A fungao Si(x) ¢ definida por: Si(x)= (Se”f )j-df. Calcule, com quatro algarismos
0

1 .
significativos, a integral: I[SI (X)_:en(x)].dx.
X
0

O Método de Monte-Carlo pode ser aplicado para calcular integrais definidas. Tal método

b
aplicado ao computo de: J.f(x)-dx (sendo: para a<x<b=0<f (x)< f ) CONnsiste em

sortear simultaneamente N pares de valores de x entre a e b e de y entre zero e fax. Apds 0s
sorteios calcula-se f(x),se f(x)<y faca k « k+1(iniciando-se com k < 0) e parta para

novo sorteio; caso contrario, isto é: f (x) >y nada faca e parta para novo sorteio. Ao cabo

b
dos N sorteios calcule: J‘f(x)-dXz(%)(b—a)- f .. Apliqgue o procedimento para o

a
1

, . _y2 - - ,
calculo da integral: Ie * .dx, compare o valor obtido com o valor exato da integral que é:

0
1

2 2
e .dx=—="-erf (1) [erf é a funcao erro].
j Iz ()[ ¢ 1

0



